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Zur metrischen Geometrie quadratischer Gebilde. 
Von 
R. Mehmke in Stuttgart. 


Einleitung. 


Uber die senkrechten Projektionen eines Vektors auf die Seiten eines 
regelmaBigen Vielecks und im Raume auf die Flachennormalen und Flachen 
eines regelmaBigen Korpers hat E. Schénhardt Siatze bewiesen, die von mir 
verallgemeinert worden sind!). Statt auf regelmaéBig angeordnete Geraden 
oder Ebenen kann man auch auf Geraden und Ebenen von beliebiger gegen- 
seitiger Lage projizieren, und zwar auBer Vektoren auch Punkte und Stiicke 
von Geraden und Ebenen, ferner kann man statt des durch senkrechte Pro- 
jektion bedingten absoluten Polarsystems ein beliebiges Polarsystem oder auch 
eine allgemeine Korrelation zugrunde legen. Von den zahlreichen Sitzen, auf 
die man so gefiihrt wird, sollen hier einige der am nachsten liegenden ent- 
wickelt werden, und zwar mit Hilfe der Mébius-Grassmannschen Punkt- 
rechnung. Es handelt sich, der Uberschrift entsprechend, um lauter metrische 
Beziehungen; sie lassen sich. oft in Siatze der Mechanik einkleiden. Anfangs 
wird euklidische MaSbestimmung vorausgesetzt, spiter auch allgemeinste 
projektive MaSbestimmung zugelassen. 


I. Senkrechte Projektion auf Geraden in der Ebene. 


Statt eines freien, d.h. beliebig parallel verlegbaren Vektors kann man 
stets einen an seine Linie gebundenen Vektor, einen sogenannten Stab, in der 
Sprache der Mechanik eine auf einen starren Kérper wirkende Kraft be- 
trachten, welche Bemerkung fiir alles Folgende gilt. 


1. Projektionen eines Punktes x. 


Mit A sei ein beliebiger Stab der Lange Eins, anders aufgefaBt eine 
unbegrenzte Gerade vom Zahlwert Eins bezeichnet. Bei euklidischer MaB- 
bestimmung stellt alsdann | A (,,Erginzung A“) den unendlich fernen 
Punkt in der Richtung senkrecht zu A vor, der auch durch einen zu A senk- 
rechten Vektor der Linge Eins vertreten werden kann, folglich das auBere 


1) Zur Geometrie der Polygone, Polyeder und Polytope, Math. Zeitschr. Bd. 45 
(1939), Heft 3. 
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Produkt [z |A] die zu A senkrechte Gerade durch z und [2 |A A] die senkrechte 
Projektion z, von z auf A: 
(1) = [x |4 A}. 


Offenbar erhalt z, die Masse Eins, wenn dieselbe dem Punkte z beigelegt 
worden ist. Nach Einfiihrung des Liickenausdrucks Z mit einer durch * 
bezeichneten Liicke fiir z und zwei vertauschbaren, durch *, dargestellten 
Liicken fiir A, naimlich 


(2) L = [*|*; *), 
kann man schreiben: 
(3) z, = L(z, A®), 


wo A? die doppelt zu denkende Gerade A, als ausgeartete Kurve zweiter 
Ordnung, bezeichnet. Hierdurch ist eine Verbindung mit der Theorie der 
Kurven zweiter Ordnung hergestellt. Soweit nur Quadrate von Geraden 
und algebraische Produkte zweier verschiedenen Geraden vorkommen, ist 
es nicht nétig, die Geraden mit einem bestimmten Durchlaufsinn zu ver- 
sehen (sie zu ,,orientieren“). 

Es ist L (x, A*) eine homogene lineare Funktion sowohl von z wie von A?, 
weshalb (z, A*) als Dyade erscheint, welche x zum Linksglied und A? zum 
Rechtsglied hat, und weil der ganze Ausdruck eine homogene lineare Funk- 
tion dieser Dyade ist, so hat J die Eigenschaften eines Faktors. 


Angenommen, man kénne A? aus den Quadraten der » Geraden 


A,, As, ..., 4, limear zusammensetzen: 
(4) At = 4, A} + 4,43 +...+ 4,42. 
Nennt man 2, 2, ..., % die senkrechten Projektionen von z auf diese 
Geraden: 

a, = L (z, Aj), t= 1,2,...,%, 
so folgt aus (4) durch Multiplikation mit L: 
(5) z= Ay@ + Agte + — 7" = 


Wenn man also.den Punkten z,, zz, ..., Z, bzw. die von der Lage der Ge- 
raden A, A,, ..., A, abhiangenden, aber von der Lage des Punktes z unab- 
hingigen Massen A,, Az, ..., A, beilegt, so fallt ihr Schwerpunkt auf z,. 
Den Fall » = 3 hat man, wenn die vier Geraden A, A,, Ay, Ag einem 
Strahlenbtischel angehéren. Die ZahligréBen A,, A, As kann man hier so 
finden: Sei p, irgendein Punkt auf A,, 4, ein solcher auf A;, dann ver- 
schwinden die auBeren Produkte [A? p,] und [A? q;], so daB die auBere Multi- 
plikation der Gleichung 
A® = AAT + 2242 + A343 
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mit p; und q, liefert: 
[A® ps i) = Ar (4? Pi Gi), 


|A2 p, qi] = [Ap,) [49;) usw. 


ae (A, p) [419)) 
. [Ap] [4q,} © 


Auf entsprechende Weise lassen A, und A; sich ausdriicken. Es kommen also 
nur die Abstande von Punkten und Geraden vor. (Die Punktepaare p, 9; usw. 
sind als ausgeartete Kurven zweiter Klasse anzusehen.) Gehen wir zum Falle 
n = 5 iiber! Er ist vorhanden, wenn A, A,, As,..., As Tangenten einer 
und derselben Kurve zweiter Klasse sind. Um die Faktoren 4A, Ag, ..., As 
zu bestimmen, verwenden wir diesmal den Schnittpunkt p, der Geraden A, 
und As sowie den Schnittpunkt g, der Geraden A, und A;: 
Pi = [AeA], 91 = [444s]. 
Das auBere Produkt von 
A® = A, Aj + A,AE + AgAj + AA] + As AZ 
mit p, und g, ergibt wegen 
[A ps) = [4S i] = 0, = [A qs) = [45 m1) = 0: 
[A py} [A qx) = Ay [Ai Pa) [41 G1), 
womit A, gefunden ist. Entsprechendes gilt fiir die iibrigen A. Es kommen 
wieder nur Abstinde von Punkten und Geraden vor. 
Bezeichnet U die unendlich ferne Gerade der Ebene, so ist 
L (x, U2) = [x |UU0)] = 0. 
Deshalb geben bei einer Parabel schon fiinf endliche Tangenten A, A;, Ag, 
Az, A, AnlaB zu einem Satze, enthalten in der Gleichung 
i,= A, 2 ve Ao Ze + A3%3 -+- AgZq. 


Die Quadrate von sieben beliebigen Geraden der Ebene sind stets linear 
abhiangig: n = 6. Um auch in diesem Falle mit Abstaénden von Punkten und 
Geraden auszukommen, kann man so vorgehen. Man multipliziere die 
Gleichung 


oder weil 


ist: 


A® = 4, Ai +A, AZ +... + Ag AZ 


einmal mit dem Schnittpunkte von A; und A, sowie von A; und 4g, ein 
zweitesmal mit demjenigen von A; und A, sowie von A, und Ag. Dann fallen 
die Glieder mit Aj, Ay, As, Ag fort und man erhilt zwei lineare Gleichungen 
fiir 2, und Ag, aus welchen diese Unbekannten sich ergeben. Ahnlich fiir die 
anderen A. Unmittelbar ergibt sich A, auf die folgende Weise. Es bezeichne k, 
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die Kurve zweiter Klasse, welche die Geraden A,, As, ..., Ag mit Aus- 
nahme von A, beriihrt. Es verschwinden dann die Produkte [A?k,], bei 
welchen i und j verschieden sind, und man erhilt: 

[A*k,] = a, [AK], 


womit A, gefunden ist. Auf mégliche geometrische Deutungen der Produkte 
[A2k,] und [A?k, soll hier nicht eingegangen werden. 


R. Mehmke. 





2. Fortsetzung. 
Setzt man 
(6) 2 i, A? = K®, 


so fiihrt K®, welches eine Geraden- oder Stab-Form vorstellt, zu einer Pola- 
ritét, wenn man dem beliebigen Punkt z die Gerade 


[K® 2] =Z A, [A; 2] A; 


entsprechen la8t. (Es kann die Ordnungskurve dieses Polarfeldes reel] oder 
imaginar sein, denn bei beliebigen Werten der A, ist auch [K®z*] eines jeden 
Wertes, Null eingeschlossen, fahig.) 

HeiBen m der Mittelpunkt, B und C die Geraden vom Zahlwert Eins in 
den Achsen jenes Polarfeldes, so kann man K® die Form geben: 


(7) K® — yu B+ »C2 + o V2. 


Wenn man wieder L (z, A\”) = 2, setzt, auch den Schwerpunkt der mit den 
Massen A,, A,, ..., A, versehenen. Punkte 2z,, 72, ..., Z, mit 2’ und seine 
Masse mit A bezeichnet: 


Az’ = Aya + Agte +... +Am AHA +AH+... +A, 
ferner z, und zx, die senkrechten Projektionen von z auf B und C nennt: 
L(z,B)=2, L(z,C?)= 2, 
so wird jetzt, weil, wie schon bekannt, L (x, U*®) verschwindet: 

(8) Az’ = w+ vz, 





d. h. 2’ liegt auf der Strecke ZZ, und teilt sie immer in demselben Verhiltnis 

:. In dem Sonderfalle u = » liegt x’ in der Mitte zwischen m und z, so 

aa durch Zuordnung von z und z’ zwei dhnlich liegende ahnliche Punkt- 

systeme J und 2” mit m als Doppelpunkt entstehen, wahrend bei ungleichen 
Werten von uw und » jene beiden Systeme nur affin sind. 

Weitere Siatze ergeben sich bei Benutzung der Tatsache, da8 wenn 

A,, Ag, Ag die Seiten eines Polardreiseits oder A, A> Az A, die Seiten eines 
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Polarvierseits in dem zu K®) gehdrigen Polarfeld bezeichnen, man K®) die 
Form geben kann 


(9) K® = 4, A? + Ag Af + AsA? 
bzw. 
(10) K® = A, A? + A, A? + A, A? + A, A?. 


Die fraglichen Sitze scheinen mir aber weniger bemerkenswert zu sein, als 
die verwandten Sitze iiber die senkrechte Projektion auf Ebenen, zu denen 
die Betrachtung von Polvierflachen, Polfiinfflachen und Polsechsflachen in 
einem Polarraum fiihrt (siehe Nr. 6). Gehen wir noch auf die Konstruktion 
von m, B, C und auf die Bestimmung der Vorzahlen yu, v, o ein! Wir nehmen 
an, daB die Geraden A, nicht parallel sind. Durch den Mittelpunkt m gehen 
die Polaren aller unendlich fernen Punkte. Seien die beiden beliebigen, aber 
nicht parallelen Vektoren » und w die endlichen Vertreter von zwei ver- 
schiedenen unendlich fernen Punkten. Ihre Polaren sind 

[K® v] = X [Af v) = 2 (4, v] A, 
und 

[K® w] = 2 [A? w] = J [A, w) A;. 
Man muB also in den Geraden A, Krifte anbringen vom Betrage [A, v] bzw. 
[A, w], d.h. gleich der zu A, senkrechten Komponente von « bzw. w, dann 
geht ihre Mittelkraft (Resultante) durch m, welcher Punkt.so als Schnittpunkt 
zweier verschiedenen Geraden gefunden ist. Die Richtungen von w und 
[K® v] sowie von w und [K®qw] sind in unserem Polarfelde konjugiert, 
man hat also zwei Paare konjugierter Strahlen im Strahlenbiischel zum 
Scheitel m, kann daher die Achsen B und C als die zueinander senkrechien 
Strahlen dieser Involution auf eine der bekannten Weisen konstruieren. 
Nun sei v’ ein Vektor der Linge Eins in B, w’ ein solcher in C, dann ver- 
schwinden die inneren Produkte [B |v], [C |w’], [U |v’] und [U |e’), so daB 
kommt: 

p= ZA \vR, » = TA |w'P. 
Um noch o zu finden, bilden wir das Produkt [K®m?]. Es ergibt sich 

[Bm] = [Cm] = 0, [Um] = 1, 
folglich ist 
o = 2 [A,m). 


3. Projektionen eines Stabes. 


Die als Stab aufgefaBte senkrechte Projektion X, eines beliebigen 
Stabes X auf irgendeine Gerade A vom Zahlwert Eins ist offenbar 


X, = [XA 4], 
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oder wenn man wieder den durch Gleichung (2) erklirten Liickenausdruck L 
benutzt: 
(11) X, = L(X, A?). 


Es lassen sich nun ahnliche Anwendungen machen, wie unter Nr. 1 und Nr. 2 
auf die senkrechten Projektionen eines Punktes z. Sind z. B. die Quadrate 
von » Geraden A,, Ao, ..., A, linear abhingig: 


(12) 4, A? + 4,AF +...+4,42 =0 


und heiBen X,, X.,.... X, die senkrechten Projektionen eines Stabes X 
auf diese Geraden: 
X, = L(X, Aj), 

so ergibt sich 
(13) A,X, + AgXo +... +A,X, = 0, 
also die bzw. mit 4,, 42, ..., 4, multiplizierten, als Krifte aufgefaBten 
Stabe X,, Xz, ..., X, befinden sich im Gleichgewicht, wobei die Faktoren A, 
von X unabhingig sind. 

Besonders in Betracht kommen wieder die Fille n = 4, n = 6, n = 7. 
Die Vorzahlen A; kann man wieder so bestimmen wie unter Nr. 1. 

Bei beliebiger Lage der Geraden A,, Ag, ..., A, und beliebigen Werten 
der Zahlen A;, Ag, .... A, hat man wieder die Gleichungen (6) und (7) anzu- 
wenden in der Form ’ 


Ay Aj + AAG +...+ 4,42 = vB + vC? + o V2. 


Die Multiplikation dieser Gleichung mit L ergibt, wenn man die senkrechten 
Projektionen von X auf B und C bzw. mit X, und X, bezeichnet: 

(14) Ay Xy + AgXeg +... +AX, = wX, + vX,. 

Da die rechte Seite dieser Gleichung einen Stab vorstellt, welcher durch den 
Schnittpunkt von B und C, also durch den Punkt m geht, so gilt folgender 
Satz: 

Betrachtet man die senkrechten Projektionen einer Strecke beliebiger 
Lange und Richtung auf irgendwelche Geraden A,, Ay, .... A, als Kriifte, 
die auf einen starren Kérper wirken, und multipliziert ihre Starken mit den 
beliebigen ZahigréBen A,, Ap, . . ., A,, 80 geht die Resultante der so erhaltenen 
Krafte immer durch einen und denselben Punkt m, der nur von der Lage der 
Geraden A,, Az, ..., A, sowie den Werten der A,, Ay, ..., A, abhingt. 
(Im Falle eines negativen 4, hat man die Richtung der i-ten Projektion um- 
zukehren.) Ist ~ = v, so wird iiberdies die fragliche Resultante parallel zur 
gegebenen Strecke und ihre Starke betrigt das u-fache der Lange jener Strecke. 

Auch hier wire es méglich, Siitze auszusprechen, die auf Gleichung (9) 
und Gleichung (10) beruhten, siehe aber die Bemerkung zu diesen Gleichungen 
unter Nr. 2. : 
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Il. Senkrechte Projektion auf Ebenen. 


4. In diesem und im nachsten Abschnitt wollen wir uns auf die Herleitung 
von Satzen beschranken, denn es fiihrte zu weit, auf Konstruktionen einzu- 
gehen, weil sie die Anwendung der darstellenden Geometrie verlangten. 
(Die Vorzahlen 4, und o der spiteren Gleichung (19) sind zwar leicht auszu- 
driicken, siehe die Gleichungen (25) und (26).) 

Bezeichnet « einen an seine Ebene gebundenen Bivektor, ein sogenanntes 
Blatt, und zwar von der Flacherizahl Eins, in anderer Auffassung eine unbe- 
grenzte Ebene vom Zahlwert Eins, dann bedeutet bei euklidischer MaB- 
bestimmung |« (,,Ergaénzung a‘) einen zu « senkrechten Vektor der Linge 
Eins, weshalb man fiir die senkrechte Projektion z, des beliebigen Punktes z 
auf « bei Benutzung des durch Gleichung (2) erklirten Liickenausdrucks L 
erhilt: 

(15) az, = L (2, a2), 


wobei dem Punkte x, zugleich mit z die Masse Eins zukommt und 2?, als 
doppelt zu denkende Ebene «, eine ausgeartete Fliche zweiter Ordnung 
vorstellt. 

Ist a? linear abhangig von den Quadraten der » Ebenen a), %2, ..., &, 
etwa 
(16) a2 = Aa? + Agog +... + A, a2, 


und heiBt z, die senkrechte Projektion von z auf «,, so folgt aus Gleichung (16) 
durch Multiplikation mit L: 


(17) Ly = Ay + Agha +... + AnT, 


also die bzw. mit den Massen A,, Ag, . . ., A, versehenen Punkte z,, zg, ..., 2, 
haben als Schwerpunkt z,, und es hiangen die A, nur von der gegenseitigen 
Lage der Ebenen a. a2,...,«, ab, nicht aber von der Lage des Punktes =z. 
Man muB unterscheiden die Fille » = 3 (Ebenen eines Biischels), » = 6 
(Ebenen eines Biindels), » = 9 (Tangentenebenen einer Flache zweiten Grades) 
und » = 10 (Ebenen, die nicht eine Fliche zweiten Grades beriihren). Wenn 
die Ebenen «,, «2, ..., %, gegeben sind, so kann man die Faktoren A, in Glei- 
chung (16) so darstellen: Es bezeichne /\” eine — bzw. im Falle n = 10 die- 
jenige — Flache zweiter Klasse, welche die Ebenen ,, a, ..., x, mit Aus- 
nahme von a, beriihrt, so daB [a? /”] verschwindet, wenn i und j verschieden 
sind. Es ergibt sich dann offenbar 


[ar A) 


Ay 


In den Fallen » = 3 und » = 6 kénnte man auch ausgeartete Flichen zweiter 
Klasse benutzen (vgl. das Vorgehen unter Nr. 1). 
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5. Fortsetzung. 
Wir fiihren die quadratische Ebenenform ein: 
(18) g® = DA, a2. 


Ordnet man dem beliebigen Punkt z die Ebene [g® 2] 21, so entsteht eine 
Polaritat, weil wenn 2’ irgendeinen zweiten Punkt bezeichnet, 


[op x - 2’) = [gy - (x2’)] = [pa’ - 2] 
ist, mithin 
[pa-2'] und [g®z’- 2] 
gleichzeitig verschwinden, also involutorisches Entsprechen stattfindet. (Ob- 
wohl bei reell vorausgesetzten A, die quadratische Form 


[p2*] = FA (aah 
reel] ist, braucht keineswegs die Ordnungsfliche der Polaritat reel] zu sein.) 
Der so erklairte Polarraum habe als Mittelpunkt m, als Hauptebenen f,, fz, Bs. 
Dann ist, wenn @ die unendlich ferne Ebene bezeichnet, g® von der Form 
(19) Pp = uy Bi + w2BZ + wsBZ + o@?. 


Die senkrechte Projektion von z auf «, werde z, genannt, und es heiBe wie 
friiher z’ der Schwerpunkt der bzw. mit den Massen A, A,, ..., A, ver- 
sehenen Punkte z,, z2, ..., Z,. Dann ergibt sich, wenn man die senkrechte 
Projektion von z auf 6, mit z,, und mit 4 = 2A, die Gesamtmasse der 
Punkte 2, bezeichnet, weil L (xz, @*) verschwindet: 


(20) Az’ = py Z, + Me%s, + Ms%p,. 
Hiernach liegt 2’ in der Verbindungsebene der Punkte z, , z, , zs, und bildet 
zusammen mit fraglichen Punkten ein Viereck, das affin zu seiner Anfangs- 


gestalt bleibt, wenn sich die Lage von z beliebig andert. Ist u; = we = wz, 
dann liegt z’ auf der Verbindungslinie von z mit m, und zwar so, daB 


ma = mz 
wird. Es entstehen dann durch Zuordnung von z und 2’ zwei zueinander 
ahnlich liegende ahnliche Punktsysteme mit m als Doppelpunkt. 


6. Projektionen eines Stabes. 
Die senkrechte Projektion X, eines Stabes X auf « ist offenbar 


(21) X, = L(K, a). 

Besteht zwischen den Quadraten von n Ebenen a), a, ..., a, die homogene 
lineare Gleichung 

(22) Ava? + Apaf +... + A,02 = 0 
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und heiBt X, die senkrechte Projektion von X auf «,, so folgt aus (22) durch 
Multiplikation mit L: 


(23) A,X, + AgXe + see + A,X, = 0, 


d. h. es halten die n Krifte 4,X, einander Gleichgewicht und, ganz wie bei 
dem entsprechenden Satz in der Ebene, die A, sind von der Kraft X unab- 
hangig. Was die méglichen Fille betrifft, so herrscht eine lineare Beziehung 
zwischen den Quadraten von vier Ebenen eines Biischels, sieben Ebenen eines 
Biindels und ferner zwischen den Quadraten von zehn Tangentenebenen einer 
Flaiche zweiter Klasse und von elf beliebigen Ebenen. Die zugehérigen 
Satze erscheinen als riumliche Gegenstiicke zu Satzen unter Nr. 3 iiber die 
senkrechte Projektion von Stiben auf Geraden. Wenn die Ebenen a, a¢, 
++) @ gegeben sind, so lassen die Vorzahlen A,, Az, ..., A, oder ihre Ver- 
hiltnisse, auf die es nur ankommt, sich analytisc’ allgemein so bestimmen: 
Es bezeichne /,;, eine Flache zweiter Klasse, welche die Ebenen « mit Aus- 
nahme von «, und a, beriihrt. Multipliziert man Gleichung (22) mit f;,, 
so kommt 


Ay (a? fix) + An [ad fix] = 0 


also 
(24) Ay: Ay = — [az hex): (a; fix]. 
In dem ersten der erwahnten Fille — Ebenen eines Biischels — kommt 


man auch mit Punktepaaren als ausgeartete Flichen zweiter Klasse und in- 
folgedessen mit Absténden von Punkten und Ebenen aus, weiin man so 
verfahrt: Sei ps ein beliebiger Punkt in as, g, ein beliebiger Punkt in a, 
so kommt, wenn diese beiden Punkte weder in «, noch in a, liegen, 


A, [a? Ps qa) + Ag [az - ps qa] = 0, 
mithin 
(25) Ay: Ag = — [42 Ps} [%294) : («1 Ps) [41 94). 


Auf entsprechende Weise kann man die Verhiltnisse der iibrigen 4 ausdriicken. 

Verschwindet p® = 2 A, a? nicht, so ist Y A,X, eine Einzelkraft. Be- 
zeichnet namlich Y irgendeine von X verschiedene Kraft, so ist [X p™ - Y p®] 
eine homogene bilineare Funktion von X und Y, die fiir Y = X verschwindet, 
folglich eine lineare Funktion des auBeren Produktes [X Y]*) und wird somit 
Null fir Y = X, aber [X y®] [X y®] =.0 ist gerade die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB [X y®] nicht ein Kraftkreuz (eine Dyname), 
geometrisch eine Schraube, sondern eine Einzelkraft vorstellt. Zufolge Glei- 
chung (19) ist [X gy] auch die Mittelkraft aus den bzw. mit 4,, “2, “3 multi- 





*) Vgl. hierzu meine Vorlesungen iiber Punkt- und Vekt berechnung, I 1, Nr. 3” 
8. 117ff. 
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plizierten senkrechten Projektionen von X auf die Hauptebenen ,, fz, 3. 
Weil [X y™] linear in bezug auf X ist, so bedingt eine Zerlegung von X in 
Seitenkrifte (Komponenten) irgendwelcher Art eine entsprechende Zerlegung 
von [X ~™]. Besonders einfach wird wieder der Fall #; = ws = 3 = m. 
Zerlegt man jetzt X in Seitenkrafte bzw. senkrecht zu f,. 82, 83, so findet 
man leicht bei jeder von ihnen, da8 nun die senkrechten Projektionen auf 
jene drei Ebenen statisch gleichwertig sind zwei Kraften, bestehend aus der 
gegebenen Kraft sowie der aus ihr durch parallele Verlegung mit dem Angriffs- 
punkt nach m hervorgehenden Kraft. Mithin besteht in diesem Falle, wenn 
die auf die angegebene Weise aus X érhaltene Kraft X,,, genannt wird, folgende 
Gleichung: 

(26) L(X. 9») = u(X + X,,). 


Kehren wir zum allgemeinen Fall zuriick! Die Vorzahlen 4, 2, 3 
und o in Gleichung (19) lassen sich so darstellen: Bildet man das innere Pro- 
dukt von Gleichung (19) der Reihe nach mit £7, #,8?. so kommt wegen 
Gleichung (18): 


(27) wy = LA (%, Ai?, wes LA, (a, |B), ta = 2 A, (a, | Bs)? 
SchlieBlich ergibt noch die Multiplikation von Gleichung (19) mit m wegen 
[B,m] = 0, [om] = 1: 
(28) a= LA, (am). 

Die unter Nr. 3 in Aussicht gestellten Satze erhalt man so: Es gibt 
im Polarraum Polvierflache, Polfiinfflache und Polsechsflache. Wir fassen 


diese drei méglichen Fille in einen zusammen, indem wir von Pol-n-Flachen 
sprechen. Sie zeichnen sich dadurch aus, daB8 wenn die Flachen eines der- 


artigen Vielflaches y,, yo, ..., Yn, genannt werden, gy sich auf die Form 
bringen laBt: 
(29) gp = Z vy. 
Das gibt 
L (X, ?”) - 2 v; [X rz a 
oder 
(30) L (X, 9») — XL ,X, = 0. 


In dieser Gleichung vermindert sieh die Zahl der Glieder um eins. wenn man 
die letzte der Ebenen y, mit @, der unendlich fernen Ebene, zusammenfallen laBt. 

Es erscheint wiinschenswert, fiir L {X, g™) eine passende Benennung 
zu haben, um Gleichungen wie (30) leichter in Worte fassen zu kénnen. Weil 
nun LZ (X, gy’) eine Verallgemeinerung von [X |aa], also von der senkrechten 
oder lotrechten Projektion von X auf « ist, so wollen wir L (X y™) den Lotstab 
von X in bezug auf den zu gy gehdrigen Polarraum nennen und mit X, 
bezeichnen. Dann besagt Gleichung (30), daB der als Kraft aufgefaBte Lot- 
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stab X, von X beziiglich des zu gy® gehérigen Polarraumes zusammen init 
den n Kraften (— y,) X;, also den mit (— »,) multiplizierten senkrechten Pro- 
jektionen von X auf die Ebenen y,, sich im Gleichgewicht befindet. 

Wird von den metrischen Beziehungen abgesehen. also nur der lagen- 
geometrische Inhalt von Gleichung (30) beriicksichtigt. so ist iiber die obigen 
drei Fille n = 4, n = 5, n = 6 folgendes zu sagen. Die Wirkungslinien von 
vier im Gleichgewicht befindlichen Kraften haben bekanntlich hyperboloi- 
dische Lage; ferner gehéren die Wirkungslinien von fiinf und von sechs Kriiften, 
die einander Gleichgewicht halten, einem Strahlennetz bzw. einem Strahlen- 
gewinde (linearen Komplex) an. Den ersten Fall hat man, wenn y,, 72. y3 
irgend drei durch m gehende Ebenen, aber im betrachteten Polarraum paar- 
weise einander konjugiert sind, ferner den zweiten Fall bei einem allgemeinen 
Polarvierflach und auch bei einem Fiinfflach, von dessen Ebenen eine unend- 
lich fern liegt, endlich den dritten Fall, sechs Strahlen eines Gewindes, bei 
einem allgemeinen Polfiinfflach sowie bei einem Polsechsflach, von dessen 
Ebenen eine unendlich fern ist. 


7. Projektionen eines Blattes. 


Die senkrechte Projektion é, eines Blattes § auf irgendeine Ebene « — 
wieder als Blatt, nicht nur als Bivektor aufgefaBt — kann man offenbar so 
darstellen: 


(31) &, = [€|aa] = L (é, 22). 


Es lat sich also wieder derselbe Liickenausdruck L verwenden wie bei den 
Projektieren eines Punktes und eines Stabes unter Nr. 1, 3 und 6. Die aus 
den Gleichungen (22) und (29) hervorgehenden Sitze scheinen mir nicht 
geniigend bemerkenswert zu sein, um sie in Worte zu fassen %). 

Zu untersuchen bleibt noch, was aus der in Gleichung (19) gegebenen 
Darstellung der quadratischen Form gy@ folgt. Jene Gleichung, zusammen 
mit Gleichung (18), ergibt: 


(32) 2 A, LE, a7) = wy L (E, Bi) + me L (E, BE) + ms L (E, Be). 


Weil die Ebenen f,, £2, Bs sich in m schneiden und weil die geometrische 
Summe dreier Blatter ein durch ihren Schnittpunkt gehendes Blatt ist, so 
enthalt Gleichung (32) folgenden Satz: Die geometrische Summe der mit 


%) Geometrische Satze itiber die Projektionen eines Blattes in Form von Satzen 
der Mechanik auszusprechen, wird tiberhaupt immer dadurch erschwert oder beinahe 
unmdglich gemacht, daB, obwohl in verschiedenen Teilen der technischen Mechanik 
und mathematischen Physik Flachenkrafte auftreten, man sie nicht als an ihre Ebenen 
gebunden anzusehen pflegt, sondern sie wie Kraftepaare der Mechanik als beliebig 
parallel verlegbar ansieht. 
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irgendwelchen Zahlen /,, Ag, . . ., A, multiplizierten senkrechten Projektionen 
eines beliebigen Blattes auf irgendwelche feste Ebenen a, a, ..., a ist 


ein Blatt. welches einen bestimmten festen Punkt enthalt, namlich den Mittel- 
punkt m des durch die Ebenen «; zusammen mit den Zahlen A; bestimmten 
Polarraumes. Ist “4; = “2 = uz, so sind & und das aus ihm hervorgehende 
Blatt parallel. 


8. Projektionen von Vielecken und von Kurven. 


Im vorhergehenden ist unter: ,,Biatt“ schon ein irgendwie begrenztes 
Stiick einer Ebene, nicht eine unbegrenzie Ebene mit einem bestimmten 
Zahlwert verstanden worden. Wird ein solches parallel verschoben, so andern 
seine senkrechten Projektionen auf irgendwelche Ebenen auch nur ihre 
Lage in diesen Ebenen, weshalb es bei den folgenden Betrachtungen geniigt, 
Bivektoren, die ja beiiebig parallel verlegt werden diirfen, ins Auge zu fassen. 
Nun hat schon Mébius bewiesen, daB die Seiten eines jeden windschiefen 
Vielecks, in fortlaufendem Sinne genommen und als Krafte aufgefaBt, zu- 
sammen ein Kriftepaar ergeben, das bei der Parallelprojektion auf irgendeine 
Ebene dem Kraftepaar gleich wird, welches zu derselben Projektion des Viel- 
ecks gehért*). Es ist klar, daB statt eines windschiefen Vielecks auch eine 
geschlossene Raumkurve mit einem bestimmten Dyrchlaufsinn genommen 
werden darf. Diese Darlegungen zeigen, daB der unter Nr. 7 gefundene Satz 
auch fiir die senkrechten Projektionen von windschiefen Polygonen und von 
geschlossenen Raumkurven auf beliebige Ebenen gilt. 


III. Projektion auf Geraden im Raum. 


9. Im Raum bedeutet bei euklidischer MaSbestimmung |A, die Erganzung 
einer Geraden A vom Zahlwert Eins, die unendlich ferne Gerade, die den 
zu A senkrechten Ebenen gemeinsam ist, folglich [x |A] die zu A senkrechte 
Ebene durch den Punkt z und [z|AA] die senkrechte Projektion von z 
auf A. Bezeichnet man sie durch z,, so wird 


(33) Z, = [x|AA] = L (z, A?®), 
welche Gleichung mit (3) iibereinstimmt. Offenbar erhalt z, wieder denselben 


Zahlwert wie z, der wie friiher Eins betrage. 
Nehmen wir zuerst an, A? sei eine homogene.lineare Funktion der Qua- 


drate von A,, Ag, ..., A,, 80 daB wie unter Nr. 1 ist 
(34) A2 => A, A? + A, AZ + see + afe. 


*) F. A. Mébius, Lehrbuch der Statik (1837); S. 90. 
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Dann kommt, wenn 2; die senkrechte Projektion von z auf A, bezeichnet, 
ganz entsprechend wie in der Ebene: 


(35) DZq = Aya, + Agta t+... +A, tp, 
welche Gleichung wieder unverandert fiir jede Lage von z gilt und sich ebenso 
wie Gleichung (5) in Worte fassen lat. Wir wollen uns auf die Betrachtung 


der beiden einfachsten Fille, des Falles n = 3 (vier Geraden eines Biischels) 
und n = 6 (sieben Geraden eines Biindels oder einer Regelschar) beschranken. 


l.n = 3. 

A? = 4, A? + 4, A} + 4,A?, 
also 

Lq = Ay 2, + AgTe + AgTs. 
Zum Unterschied gegen friiher (Nr. 1) braucht z nicht in der Ebene des 
Biischels zu liegen. Zur Bestimmung von A, nehmen wir irgend zwei Geraden 
G, und H, an. die nicht in der Ebene des Biischels liegen und von welchen 
G, die Gerade A, schneidet, H, die Gerade A. Die auBere Multiplikation 
der vorletzten Gleichung mit G, und H, fiihrt zu dem Werte 

_ [4G@,)[4 4) 

(36) A= (4, G14, Hl 
Entsprechend lassen 4, und A; sich bestimmen. Nur Momente je zweier 
Stabe, anders ausgedriickt Momente von Kriften in bezug auf Achsen, 
kommen vor. 


2.n = 6. 
A2 = A, A? + Ao AZ + eee + 4,A?2. 
Bezeichnet A, einen Strahlenkomplex zweiten Grades, det die Geraden 
A,, Ag, .... Ag mit Ausnahme von A; enthilt, so fallen. wenn man die 
obige Gleichung mit A, durch auBere Multiplikation verbindet. die A; nicht 
enthaltenden Glieder fort und man findet 
[A° kK 
(37) i= oe. 
[4; K,| 

10. Fortsetzung. 
Ist 2 4,A? nicht identisch Null, so setzen wir 
(38) = i, A? i K®, 


welche Gleichung, obwohl mit Gleichung (6) iibereinstimmend, jetzt auf eine 
Polaritét im Strahlenraum und auf einen Strahlenkomplex zweiten Grades 
fiihrt, wenn man die Geraden X und 


[K® X] = DA, [A,X] 4A, 
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einander zuordnet. Bezeichnet naimlich Y-irgendeine zweite Gerade. so ist 
[K™X-Y]) = DA, [A,X -A,Y] = 2A, (A, Y - A,X] = (KY - X], 
es findet also involutorisches Entsprechen statt. (Der erwahnte Strahlen- 
komplex zweiten Grades hat zur Gleichung 
[K® X?] = LA, [A XP = 0, 


braucht also nicht reell zu sein.) Wir fiihren wieder den Mittelpunkt m des 
Polarraumes und auBerdem seine Hauptachsen B,, Bz, Bs sowie die ihnen 
gegeniiberliegenden, in die Hauptebenen fallenden Bivektoren V,, V2, V3 ein, 
diese als endliche Vertreter der unendlich fernen Geraden der Hauptebenen. 
Die riumliche Verwandte der Gleichung (7) kann jetzt geschrieben werden: 


(39) Kk® = x, B? o xo BE a x, B? + 0; v2 + 02g V3 _ G3 V2. 
Fiir den ,,Lotpunkt“ z, = L (xz, K™) von x ergibt Gleichung (39): 
(40) x, = %,L (x, Bj) + 2 L (x, BZ) + xs L (2, B5), 


Der fragliche Lotpunkt liegt hiernach in der Verbindungsebene der senkrechten 

Projektionen von z auf die Achsen B,, B,, Bz und bildet mit ihnen ein Viereck, 

das bei beliebiger Lageniinderung von = affin zu sich selbst bleibt. Im Falle 

%, = #2 = x3 liegt x, mit z und m in einer Geraden, und zwar so, daf 
m=z,= mz 

ist. Ordnet man z und z, einander zu, so entstehen zwei ahnlich liegende 

abnliche Punktsysteme (vgl. den Schlu8 von Nr. 2). 


11. Projektionen eines Stabes. 


‘Auch im Raum ist, wie in der Ebene, die als Stab aufgefaBte senkrechte 
Projektion X, eines Stabes X auf die Gerade A vom Zahlwert Eins durch 


(41) X, = L(X, A*) 


dargestellt. Wir nehmen sogleich an, X werde auf n beliebige Geraden 
A,, Ag, ..., 4, senkrecht projiziert und zudem noch die i-te Projektion 
mit einer beliebigen Zahl A, multipliziert, so da8, wenn man wieder die Glei- 
chungen (38) und (39) benutzt, auch L (X, K®) den Lotstab von X nennt 
und ihn mit X, bezeichnet, man erhilt: 


(42) X, = “, L(X, B?) + x2 L (X, B?) + x, L (X, B?). 


Da die Glieder der rechten Seite, also die senkrechten Projektionen von X 
auf die Achsen, Stabe in den Achsen vorstellen, so geht X, durch deren Schnitt- 
punkt m. Ist x; = x2 = x3, dann wird sogar X, parallel mit X. 
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IV. Verallgemeinerungen. 


12. Anwendung allgemeiner projektiver MaSbestimmung. 


Bei sogenannter Cayley-Kleinscher MaBbestimmung bedeutet |A in der 
Ebene den absoluten Pol von A, im Raum die absolute Polare von A, und |« 
den absoluten Pol von «. Deshalb sind auch bei dieser MaSbestimmung durch 
die auBeren Produkte [z|AA], [z|aa], [X |AA], [X |aa] und [£|aa] bzw. 
die senkrechten Projektionen von z auf A oder a, von X auf A und a, sowie 
von & auf « dargestellt 5). Von den friiheren Gleichungen bleiben bei dieser 
allgemeineren Ma&bestimmung viele bestehen, sie sind aber, wenn die Rede- 
weise der nichteuklidischen Mechanik angewendet werden soll, neu zu fassen. 
Wenn es z. B. sich um die Addition von Staben handelt, so treten Abstands- 
linien an die Stelle der beim gewdhnlichen Parallelogramm der Krifte vor- 
kommenden Parallelen zu den Wirkungslinien der als Kriifte aufgefaBten 
Stabe. Diese Andeutungen mégen hier geniigen. 


13. Anwendung allgemeinster Korrelationen. 


Weiter laBt sich alles Vorhergehende dadurch verallgemeinern, da8 man 
beliebige Korrelation statt Polaritéten benutzt. Ist z. B. K das Zeichen einer 
Korrelation, die Ebenen in Punkte iiberfiihrt, so kann man dem veranderlichen 
Punkt z den Punkt 


r, = (c¢Kaa] 


zuordnen, d. h. man denkt sich z mit dem der Ebene « entsprechenden Punkte 
verbunden und die Verbindungslinie mit « geschnitten. Mit Hilfe des Liicken- 
ausdrucks 

L = [eK «; #;] 
la8t sich dann schreiben 


x, = L (z, a), 


so da8 nun ahnliche Anwendungen wie friiher sich machen lassen. Aber der 
Zahlwert von xz, ist nicht mehr konstant, sondern hingt von der Lage des 
Punktes z ab *). 


5) Die der nichteuklidischen Geometrie angepaBte Punktrechnung ist ausfihbrlich 
behandelt worden von A. N. Whitehead in seiner ,,Universal Algebra‘‘, Cambridge 
1898, 8S. 349—455. Auf die sphirische Geometrie hatte Mébius schon 1846 die Punkt- 
rechnung angewendet in einer Abhandlung, die in Bd. 2 seiner gesammelten Werke 
abgedruckt ist. . 

6) Uber die Anderung der Zahlwerte geometrischer Elemente bei linearen Trans- 
formationen siehe meine Vorlesungen tiber Punkt- und Vektorenrechnung, I 1, 8. 383 
bis 388. 
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SchluBbemerkungen. 

Im vorhergehenden sind immer nur Quadrate geometrischer Elemente 
betrachtet worden. Man kann aber auch Siatze bilden, in denen héhere Pé- 
tenzen vorkommen, z. B. dritte Potenzen von Ebenen im gewéhnlichen Raum, 
und im Zusammenhang damit Flachen dritter Ordnung. Das einfachste Bei- 
spiel dafiir ist wohl das folgende. Sind K und K’ Symbole fiir zwei beliebige 
Korrelationen im Raum, so entsprechen in diesen einer beliebigen Ebene « 
die beiden Punkte Ka und K’a, deren Verbindungslinie mit einem verander- 
lichen Punkt z die Ebene « in der Geraden 

X, = (« Ka K’a) 
schneidet. Mit Hilfe des Liickenausdrucks 
L = [* K #, K’ «, *;] 
1aBt sich diese Gerade durch L (z, «3) ausdriicken. Da nun die dritten Po- 
tenzen von fiinf beliebigen Ebenen «,, a2, ..., a eines Biischels linear ab- 
hangig sind, also geschrieben werden kann: 
Aad + Agaz+...+A,a? = 0, 
wo die A, nicht von der Lage des Punktes z abhiangen, sondern bloB von der 
gegenseitigen Lage der Ebenen a,, so kommt mit 
X; = L (z, a3), 
A,X, + AgXe+...+45Xs5 = 0, 
also gehéren die fiinf Geraden X, einem Strahlennetz an. FaBt man die X, 
als Krifte auf, so lassen sich, was nicht naher ausgefiihrt werden soll, ihre 
Starken angeben, und vorstehende Gleichung erhalt auBer dem rein lagen- 


geometrischen Inhalt noch einen metrischen, denn sie sagt aus, daB fiinf 
gewisse Kriafte im Gleichgewicht sind. 


(Eingegangen am 24. 3. 1939.) 








Eine Geometrie mit unvolistindiger Anordnung. 


Von 


O. Bottema in Deventer (Holland). 


1. Wir denken uns die (ebene) affine Geometrie so weit entwickelt. da8 
die Punkte durch zwei geordnete Zahlen z, y dargestellt werden kénnen. 
welche einem (kommutativen) Zahlkérper Z entnommen sind, der eine Charak- 
teristik ungleich 2 hat, aber iibrigens beliebig ist. Es bleibe dahingestellt, 
in welcher Weise die Entwicklung sich vollzogen hat: ,,analytisch“, wobei 
die Geometrie als Koordinatengeometrie definiert worden ist und ein Punkt 
mit einem Zahlenpaar identifiziert wird; oder ,,geometrisch“‘, wobei man die 
unbestimmten Elemente (Punkt, Gerade, Inzidenz) durch die Verkniipfungs- 
axiome und die Axiome, welche die Schnittpunktsitze von Desargues und 
Pascal verbiirgen. weiter determiniert und dann mittels der Staudtschen 
Wurfrechnung oder eines aquivalenten Verfahrens Koordinaten einfiihrt. 
Letztere, fiir die projektive Geometrie klassisch gewordene Methode kann 
man so ausgefiihrt denken, da8 sie von vornherein auf die affine Geometrie 
zugeschnitten wird. oder man kann die projektive Geometrie selber ent- 
wickeln und nachher durch die Auswahl der uneigentlichen Geraden zur 
affinen Geometrie iibergehen. Der Zahlkérper, welcher die Geometrie begleitet, 
hat eine Charakteristik angleich 2, wenn das Fanosche Axiom gilt, d. h. wenn 
zwei Punkte einen Mittelpuhkt haben, die Diagonalen eines Parallelogramms 
sich schneiden usw. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun folgendes. Ankniipfend an die 
genannte Phase der geometrischen Entwicklung wollen wir durch Einfiihrung 
unseres Axioms (I) eine (unvollstindige) Anordnung definieren, welche in 
mancher Hinsicht mit der iiblichen iibereinstimmt und gewissermaBen eine 
Zwischenstation bedeuten kann auf dem Wege zur vollstandigen Anordnung '). 

Die Anordnung ist fiir die Geometrie ausgearbeitet (wobei wir uns auf die 
Ebene beschrinkt haben) und geometrisch formuliert, kann aber natiirlich 
ohne Bezug auf geometrische Anwendungen als eine Anordnung fiir die Ele- 
mente des Kérpers L aufgefaBt werden. 


2. Wir wollen einen nicht zerfallenden Kegelschnitt mit der Gleichung 


@,, 2 + 2ayo Ty + dee y® + 2a;37 + 2az3y + 433 = O 
1) Vgl. die ausfihrliche Darstellung in meinem (hollandisch geschriebenen) Buche 
»»De elementaire meetkunde van het platte viak“, Groningen 1938. 
Mathematische Annalen. 117. 2 
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eine Ellipse nennen, wenn D, = |*? % 
Go, 3s 





ein Quadrat und ungleich Null 
ist und es auSerdem mindestens einen Punkt P gibt, dessen Koordinaten 
der Gleichung geniigen. Offenbar gibt es dann auf jeder Geraden durch P, 
welche nicht mit der Tangente zusammenfallt, einen neuen Punkt des Kegel- 
schnitts. 


Da D, + 0, hat die Ellipse einen Mittelpunkt O mit den Koordinaten 
25 %s 1 |@js 4 
433 431) 


mee Gat 5 Wahit man den Ursprung des Koordinaten- 
1 : 8 1 
systems in diesem Punkte, dann wird die Gleichung des Kegelschnitts 


1 














D 
@,, 2% + Zaye zy + Mey? + x= 0, 
wo 


@1 M2 %13 
D= G21 


G22 S23 
231 32 433 
und somit ungleich Null ist. 
Die Gerade pz + qy = 0 hat einen Schnittpunkt mit der Ellipse, wenn 
die Gleichung 
(011 9° — 201279 + Goo p*) 2* + g- a =0 
eine Wurzel (und dann offenbar zwei entgegengesetzte W urzeln) hat; d. h. wenn 


— D(aiif — 24,297 + 22 P*) 
ein Quadrat und ungleich Null ist. Fiir den konjugierten Durchmesser 
Aazt+qhy gilt pi=4119—4i2P, 91 = 4129 — Ge2P, 
und man findet 
119; — 241291 Pi + Goo Pf = Dy (0:1 g* — 2a;2q p + ao2 P*). 
Hieraus geht hervor: Hat ein Durchmesser der Ellipse zwei Schnittpunkte mit 


der Ellipse, 30 hat auch der konjugierte Durchmesser zwei Schnittpunkte mit 
der Ellipse. 


Wir setzten voraus, daB die Ellipse einen Punkt P enthilt. Wahit man 
die Gerade OP zur X-Achse, die konjugierte Gerade zur Y-Achse. dann 
wird die Gleichung der Ellipse 


t+ ky? = I. 
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Die Gleichungen z* = | und ky* = | miissen je zwei verschiedene Wurzeln 
haben; & und / sind also Quadrate, ungleich Null, und durch geeignete Wahl 
des Einheitspunktes kann man somit der Ellipse die kanonische Gleichung 


2+ y=) 
geben. 


3. Wir geben jetzt folgende Definitionen: 


Der Punkt P liegt innerhalb der Ellipse EB, wenn jede Gerade durch P mit 
E zwei verschiedene Punkte gemeinsam hat. 

Der Punkt P liegt auferhalb der Ellipse E, wenn durch P zwei verschiedene 
Tangenten von E gehen. 


Wir weisen darauf hin, daB die Begriffe ,,innerhalb“ und ,,auBerhalb“ 
der Ellipse nicht als Gegensitze definiert sind. Zwar schlieBen sich die Aus- 
sagen ,,P liegt innerhalb E“, ,,P liegt auf E“, ,,P liegt auBerhalb FE“ offenbar 
gegenseitig aus, aber es ist méglich, da8 fiir einen bestimmten Punkt P keine 
dieser Aussagen gilt 2). 

Wir fiihren jetzt folgendes Axiom ein: 

(I). Der Mittelpunkt einer Ellipse liegt innerhalb derselben. 

Die Schnittpunkte der Geraden y = mz und der Ellipse z* + y? = 1 
werden aus der Gleichung 2? (1 + m*) = 1 bestimmt; ftir jedes m soll sie 
also zwei verschiedene Wurzeln haben. D. h.: 


Im Kéorper L ist die Summe von zwei Quadraten, die nicht beide gleich 
Null sind, wiederum ein Quadrat ungleich Null. 


L enthalt also den Korper der total-reellen Zahlen. Durch Einfiihrung 
des Axioms (I) bleiben z. B. die endlichen Zahlkérper, der Kérper der ratio- 
nalen Zahlen und der K6rper der gewohnlichen komplexen Zahlen nicht 
langer als Koordinatenkérper méglich. 


4. P sei ein Punkt innerhalb der Ellipse E mit dem Mittelpunkt 0, A; 
und Ag seien die Schnittpunkte von £ mit der Geraden OP. Wir wihlen OP 
zur X-Achse und geben der Ellipse die Gleichung z* + y* = 1. Sind é,0 
die Koordinaten von P, so ist z = & eine durch P gehende Gerade; ihre 
Schnittpunkte mit £ werden bestimmt aus y* = (1 — &) (1 + &). D.h. wenn 
P innerhalb £ liegt, so ist der Ausdruck A, P - PA, notwendig ein Quadrat, 


*) Dieselben Definitionen fiir die Lage eines Punktes in bezug auf einen Kegel- 
schnitt findet man bei Liebmann, Synthetische Geometrie, Leipzig-Berlin 1934. Es 
wird dabei aber (S. 37) sofort axiomatisch festgelegt, daB es auBer ,,parabolischen“ 
und ,,hyperbolischen“* Punkten nur ,,elliptische‘‘ Punkte gibt. — Vgl. auch Steck, 
Zur Axiomatik der reellen ebenen projektiven Geometrie II, Monatsh. f. Math. u. Phys. 
47 (1937), S.93—121; Bottema, Zur Axiomatik der projektiven Geometrie, ebenda 
47 (1939), S. 234—239. 


Q* 
a 
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ungleich Null. Betrachten wir eine willkiirliche Gerade durch P, nimlich 
y = m(z — &), so werden ihre Schnittpunkte mit FE gefunden aus der Glei- 
chung 2 (1 + m®) — 2m? Ex — (1 — m* &) = 0, welche die Diskriminante 
D=1 + m* (1 — &) hat. Wenn 1 — & ein Quadrat ungleich Null ist, so 
gilt offenbar dasselbe von D. Wir haben also: 

Ist P ein Punkt des Durchmessers A, Az einer Ellipse E, 80 liegt P dann 
und nur dann innerhalb E, wenn A;P- P Az ein Quadrat ungleich Null ist. 

Wir bemerken noch, daB der Ausdruck A, P- PA, sich nicht andert, 
wenn man A, und A, vertauscht; er ist zWar nicht invariant bei affinen 
Transformationen, aber wenn er ein Quadrat ungleich Null ist, so bleibt 
diese Eigenschaft bei einer affinen Transformation erhalten. 

Ist P ein Punkt des Durchmessers A,A, und auferhalb der Ellipse, 
sind Q, und Q» die Beriihrungspunkte der Tangenten durch P, so ist die 
Gerade Q,Q- die Polare von P in bezug auf den Kegelschnitt und der Schnitt- 
punkt P’ von QQ, und OP liegt harmonisch mit P in bezug auf A, und Ap. 
Hat umgekehrt der mit P harmonische Punkt P’ die Eigenschaft, daB die durch 
ihn gehende, mit OP konjugierte Gerade zwei Schnittpunkte, Q,; und Qp, 
mit EZ hat, so sind PQ, und PQ, Tangenten von £ und P liegt auBerhalb 
der Ellipse. Dieser Fall tritt also nur dann ein, wenn P’ innerhalb £ liegt, 
und da A, P’ - P’A, = — A,P- PAg, haben wir: 

Ist P ein Punkt des Durchmessers A, A, einer Ellipse E, so liegt P dann 
und nur dann auferhalb E, wenn — A,;P- PA, ein Quadrat ungleich 
Null ist. 

Wenn P = (é, 0) auf der X-Achse liegt, die Gerade y = m (x — &) die 
Ellipse in B, und B, schnéidet, B; und Bi die Projektionen von B, und By, 
auf der X-Achse sind, wobei in der Richtung der Y-Achse projiziert worden 
ist, B, = (z,, 0), B, = (zz, 0), so sind z, und z, die Wurzeln der Gleichung 
a? (1 + m*)— 2m%ix--(1—m?&)=0. Man hat also B,P- PB, 
= (E— %) (#2 — ) = E(t +m) — me — =H. Ist BLP PB, 
ein Quadrat ungleich Null, so gilt dasselbe von a = PR und mithin 
von B,P-PB,. Wir haben also: 

Liegt der Punkt P auf einer Geraden, welche die Ellipse E in den Punkten 
B, und B, schneidet, so liegt P innerhalb bzw. auerhalb E, wenn B,P - PB, 
bew. — B,P - PB, ein Quadrat ungleich Null ist, und umgekehrt. 

Eine Folgerung dieses Satzes ist: 

Wenn der Punkt P innerhalb (auBerhalb) einer Ellipse liegt, welche 


durch die Punkte A und B geht, dann liegt P innerhalb (auBerhalb) jeder 
Ellipse durch A und B. 


O. Bottema. 
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Wir geben nun folgende Definitionen: 

Der Punkt P liegt innerhalb (auferhalb) der Punkte A und B, wenn er 
innerhalb (auferhalb) einer durch A und B gehenden Ellipse liegt. 

Hieraus geht hervor: 

P liegt innerhalb AB, wenn AP-PB ein Quadrat ungleich Null ist; 
P liegt auBerhalb AB, wenn — AP- PB ein Quadrat ungleich Null ist. 

Wir hatten auch diese letzte Eigenschaft zum Ausgangspunkt der An- 
ordnungstheorie nehmen kénnen, ohne jeden Bezug auf die Theorie der 
Kegelschnitte; man kann auch auf jede Beziehung mit der Geometrie iiber- 
haupt verzichten und mittels der Definitionen: ,,die Zahl z liegt innerhalb 
der Zahlen a und 6, wenn (a — z) (x — 6) ein Quadrat ungleich Null ist usw.“ 
eine Anordnung definieren in einem Zahlkérper ZL mit der obenerwahnten 
Eigenschaft. 


5. Im folgenden geben wir einige einfache Eigenschaften unserer Anord- 
nung an. Wir stellen dabei Quadrate ungleich Null durch q;, qe, ... dar. 


I. Liegt P innerhalb A B, dann liegt B auBerhalb A P und A auferhalb B P. 
Man hat AP-PB=4q,, alco AB-BP = (AP + PB)BP=AP-BP 
— PB = — q, — 4 = — 43. B liegt also auBerhalb A P. 

II. Wenn A auferhalb P B liegt und B auferhalb A P, dann liegt P inner- 
halb AB. Man hat PA-AB = —q,, AB- BP = — q, also AP- PB 
= Ie = Ys- 

III. Wenn P innerhalb AB liegt, dann sind 4 ai und 5F Quadrate. Ge- 
geben ist AP-PB=4q,, man hat also AP- 4B = AP ag, =e, 80 

(= 
75. 10-2 

IV. Wenn P auf der Geraden AB liegt und = und 5 ¥ Quadrate ungleich 
Null sind, dann liegt P innerhalb AB. Da AP =n. 5 vBP = qo, hat man 
AP- PB = 4,92: A Bt = qs. 


V. Wenn P er AB und Q innerhalb A P liegt, dann liegt Q innerhalb 


P A P 
AB. Man hat 45 = oa = 4g- qs, 54 = qa, also a3 9s 
und weiter Bg. "BP +PQ 


7 ion > ae ee 
VI. Wenn P, und P, beide innerhalb AB liegen und Q innerhalb P,P2, 
P. BP, AP, BP. 
ia ee Aus 4 iB = 1,54 pote AB Shag 2, ov 
A AP 
P, P, = % fhm agatnwen’ 49 = = AP re gy + ge Ate 


a %1 + 9s(—%+ 493) = 9198+ 939s In &hnlicher Weise erhailt man 
Ba ~ 2% + 4%: 
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VII. Wenn eine Gerade die Seiten BC, CA und AB des Dreiecks ABC 
in den Punkten P,Q und R schneidet und zwei der Schnitipunkte innerhalb 
der beztiglichen Eckpunkte legen, dann liegt der dritte auferhalb derselben; 
liegt einer der Punkte innerhalb, em zweiter auBerhalb, so liegt der dritte inner- 
halb; liegen zwei auferhalb, so auch der dritte. Der Beweis geht unmittelbar 
aus dem Satz des Menelaus hervor. Ebenso folgt ein analoger Satz iiber drei 
durch einen Punkt gehende Ecktransversalen aus dem Cevaschen Satze. 


6. Ist P ein Punkt in der Ebene des Dreiecks A BC, sind A’, B’ und C’ 
die Schnittpunkte von PA, PB, PC mit BC, CA und AB, dann sagen wir, 
daB P innerhalb des Dreiecks ABC liegt, wenn zwei (und somit drei) der 
Punkte A’, B’, C’ innerhalb der beziiglichen Eckpunkte liegen. 

Liegt einer der Punkte innerhalb der Eckpunkte, wihrend ein anderer 
entweder nicht existiert oder auBerhalb der Eckpunkte liegt, so liegt P aufer- 
halb des Dreiecks. 

Wir fiihren ohne Beweise folgende einfachen Sitze an. 


I. Wenn C’ innerhalb AB, P innerhalb CC’ liegt, dann liegt P innerhalb 
des Dreiecks A BC. 


II. Wenn P innerhalb AC, Q innerhalb BC, R innerhalb PQ liegt, dann 
liegt R innerhalb des Dreiecks A BC. > 

III. Wenn P,Q und R innerhalb des Dreiecks A BC liegen und S innerhalb 
des Dreiecks PQR liegt, dann liegt S innerhalb des Dreiecks A BC. 

IV. Liegen A, B und C auf der Ellipse Z oder innerhalb F, P innerhalb 
ABC, dann liegt P innerhalb £. 

V. Wenn A’ innerhalb BC, B’ innerhalb CA, C’ innerhalb AB liegt, 
dann ist das Verhiltnis der Inhalte von den Dreiecken A’ B’ C’ und ABC 
ein Quadrat; dasselbe gilt fiir die Dreiecke A” B’’ C’”’ und A BC, wenn A’’B’C” 
das Dreieck mit den Seiten AA’, BB’, CC’ ist. 

7. O und P seien zwei verschiedene Punkte einer Geraden |. Wir sagen: 
ein Punkt A auf | liegt auf derselben Seite von O wie P, wenn O auBerhalb A P 


liegt, also wenn ae ein Quadrat ungleich Null ist. Dagegen liegt A auf der 
entgegengesetzten Seite von O wie P, wenn O innerhalb A P liegt, also wenn 


94 ein Quadrat ungleich Null ist. 


Wir betonen noch einmal, da8 diese beiden Begriffe zwar einander aus- 
schlieBen, aber nicht als Gegensiitze definiert sind. Im allgemeinen wird ein 
Punkt weder auf derselben, noch auf der entgegengesetzten Seite von 0 
liegen als P, und von einer Zerlegung der Punkte von | durch den Punkt O 
in zwei Halbstrahlen ist nicht die Rede. Wir nennen aber einige Eigenschaften, 
welche auch bei unserer unvollstiéndigen Anordnung richtig bleiben. 
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I. Liegt A auf derselben Seite von O wie P, dann liegt P auf derselben 
Seite von O wie A, usw. 

II. Liegen A, und Ag beide auf derselben Seite von O wie P, dann liegt 
A, auf derselben Seite von O wie A», usw. 

Wir betrachten die Ebene der Geraden / und des nicht auf / liegenden 
Punktes P und definieren: ein Punkt A dieser Ebene liegt auf derselben Seite 
von | wie P, wenn die Gerade PA entweder mit ! parallel ist, oder | schneidet 
in einem Punkte S, der auBerhalb PA liegt; P liegt auf dér anderen Seite 
von lwie P, wenn PA die Gerade ! schneidet in einem Punkt S, der innerhalb 
PA liegt. Auch fiir diese Definitionen gelten obige Bemerkungen. Wir 
fiihren weiter folgende Eigenschaften an. 

III. Liegen A, und Ag beide auf derselben Seite von | wie P, dann liegt 
A, auf derselben Seite von / wie A, usw. (Der Beweis gelingt am einfachsten 
mittels des Satzes von Menelaus.) 

IV. Wenn A, und Ag, auf derselben Seite von / liegen und B innerhalb 
A, Ag liegt, dann liegt B auf derselben Seite von | wie A; und wie Ap. 

V. Wenn. zwei Punkte einer Ellipse auf entgegengesetzten Seiten von | 
liegen, dann hat / zwei Schnittpunkte mit der Ellipse. 


VI. Ein Punkt P innerhalb des Dreiecks A BC liegt auf derselben Seite 
von BC wie A, usw. 

VII. Wenn P auf derselben Seite von BC liegt wie A, auf derselben Seite 
von CA als B und auf derselben Seite von A B wie C, dann liegt P innerhalb 
des Dreiecks A BC. 


8. Ein einfaches n-Eck A,A,...A, nennen wir konvez, wenn fiir 
jeden Wert von k die Bedingung gilt: simtliche von A, und A, ,, verschiedenen 
Eckpunkte liegen auf derselben Seite von A, A,,1. 

Wir nennen folgende Sitze, ohne auf die zumeist einfachen Beweise 
einzugehen. 

I. Sind A,, Ag, As drei Eckpunkte des konvexen .-Ecks A, A, ... A, 
und A, ein beliebiger Eckpunkt (k = 1, 2,3), dann liegen A, und A; auf 
entgegengesetzten Seiten von A, A,. 

II. Wenn man die Eckpunkte eines konvexen n-Ecks beliebig (nicht- 
zyklisch) permutiert, dann entsteht ein n-Eck, das nicht konvex ist. 

III. Der Inhalt eines konvexen n-KBcks ist ungleich Null. 


9. Obige Beispiele diirften geniigen, um zu zeigen, daB verschiedene 
affine Anordnungsbegriffe und Anordnungseigenschaften ihre Giiltigkeit be- 
halten, obwohl der Satz: ,,ein von den Punkten A und B verschiedener Punkt 
der Geraden A B liegt entweder innerhalb A B oder auBerhalb A BY, nicht gilt. 
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Es zeigt sich weiter, da8 man nicht nur die affine. sondern auch die 
(euklidische) metrische Geometrie sehr weit entwickeln kann. So kann man 
durch d? = (x, — Z)* + (y; — ye)*, welcher Ausdruck fiir zwei voneinander 
verschiedene Punkte (z,,4,) und (z2,¥,) offenbar ein Quadrat ungleich 
Null ist, das ,,Quadrat der Entfernung zweier Punkte“ definieren; es gelingt 
natiirlich nicht, die Entfernung selbst eindeutig festzulegen, da man die 
zwei Zahlen, deren Quadrat gleich d? ist, nicht als .,positive und 
negative’ unterscheiden kann. In den Satzen der Elementargeometrie 
tritt aber sehr oft nur das Entfernungsquadrat auf, wie z. B. in dem pytha- 
goreischen Lehrsatz und seinen Folgerungen. Es gelingt suci die ebene 
Trigonometrie fast vollstindig zu entwickeln. 

Um einen Eindruck von den metrischen Siatzen zu geben, welche man mit 
unserer unvollstindigen Anordnung zeigen kann, fihren wir beispielsweise 
folgende Satze an, indem wir fiir eine systematische Behandlung der Ele- 
mentargeometrie unter diesen Gesichtspunkten nach dem in FuBnote ') ge- 
nannten Buche verweisen. 


1. Sind C, und C, zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M,, 
schneidet M,M, den Kreis C; in A, und B, und den Kreis C, in A, und B, 
und liegen A, und By beide innerhalb A,B,, so liegen die Punkte von C, 
sémtlich innerhalb C, und diejenigen von C, simtlich auBerhalb C,. — 2. Wenn 
der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks innerhalb des Dreiecks liegt, 
so gilt dasselbe fiir den Héhenschnittpunkt. — 3. Die zwei Brocardschen 
Punkte eines Dreiecks liegen innerhalb des Dreiecks, usw. 


10. Im vorhergehenden haben wir besonders solche Aussagen hervor- 
gehoben, die in der von uns betrachteten Geometrie ihre Giiltigkeit behalten. 
Jetzt nennen wir einige Satze, in denen der Unterschied mit einer vollstandig 
angeordneten Geometrie klar hervortritt. 

Es kann zwei Kreise, C,; und C2, geben, welche keinen gemeinsamen Punkt 
haben und wobei weder C, auferhalb C,, noch C, auferhalb C, liegt. Man 
betrachte z.B. in der Geometrie iiber dem K6rper der total-reellen Zahlen die 
konzentrischen Kreise C, und C; mit den Radien R? = 1, R? = (3 — 2 ¥2)?; 
die Zahl R? — R? = 4 (3 ¥2 — 4) ist weder ein Quadrat, noch das entgegen- 
gesetzte eines Quadrates, die Punkte von C, liegen also weder innerhalb, noch 
auBerhalb C. 

Beschranken wir uns auf die Punkte einer Geraden, ist A der Nullpunkt, 
B der Punkt mit der Koordinate 5, so gilt fiir einen Punkt P (mit der Koor- 
dinate p), welcher innerhalb A B liegt: pb ist ein Quadrat (5, III). Ist weder 6 
noch — 6 ein Quadrat, so kann weder p, noch — p ein Quadrat sein; p kann 
also z. B. keine rationale Zah] sein; d.h. die Menge der rationalen Zahlen ist 
nicht tiberall dicht. 
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Wir legen der Geometrie den K6rper der total-reellen Zahlen zugrunde 
und betrachten die Punkte A, B, C mit den Koordinaten a = — 1, b = 0, 
e = 1. Der Punkt B liegt innerhalb AC und wir wissen (5, V), daB jeder 
Punkt innerhalb AB oder innerhalb BC auch innerhalb AC liegt. Dieser 
Satz ist aber nicht umkehrbar. Der Punkt P mit p = } V2 liegt innerhalb AC, 
da 1 — p* ein Quadrat ist; er liegt aber weder innerhalb A B, noch innerhalb BC, 
denn weder p, noch — p ist ein Quadrat. Ein Intervall wird also nicht durch 
einen seiner Punkte in zwei Intervalle geteilt. 

Es zeigt sich also, daB die Theorie der Punktmengen in unserer Geometrie 
sich ganz anders gestaltet, als wenn eine vollsténdige Anordnung vorliegt. 
Wir wollen darum noch einige der beziiglichen Satze ins Auge fassen. 


I. Eine endliche Menge ist beschrinkt, d. h. sie gehért immer einem Inter- 
vall an. Sind namlich a,, ag, ..., a, die Koordinaten der Punkte A,, Ao, 
. «+, 4,_, 80 liegen diese innerhalb P; P,, wo p; = — pe und p? = J a?. 

II. Liegt P im Intervall AB, so ist P der Mittelpunkt eines Intervalls 
A’ B’, das innerhalb AB liegt. Ist a = 0, 6 = 1, so nehme man a’ = p?, 
b’ = 2p — p®. Man hat dann a’ + b’ = 2 p; da P innerhalb AB liegt, sind 
p und 1 — p Quadrate. Hieraus geht hervor, daB a’ = p? und 1 — a’ = 1 — p? 
= (1— p)(1+ p) und auch 6’ = 2p — p? = p{1 + (1 — p)} und 1-0’ 
=1—2p+,? = (1 — p- —— sind. A’ und B’ liegen also innerhalb 
AB (5, IV). 

III. Ist P ein Punkt im Intervall AB, so liegt in jedem Intervall PQ ein 
von P verschiedener Punkt des Intervalls AB. Wir kénnen uns wegen II be- 
schranken auf den Fall: a = — 1, 6 = 1, Pe = 0. Im Intervall PQ liegt 
fiir jeden Wert von q der Punkt R, wor = 





q 
rz Hy denn r (q _ 7) = asp 


ist ein Quadrat. R liegt auch in AB, denn 1 — r* = Sti ist ebenfalls 
ein Quadrat. 

IV. Dieser Satz gilt nicht fiir die Endpunkte A und B des Intervalls. Ist 
a = 0, 6 = 1, so gilt fiir einen Punkt R im Intervall AQ: r = k,q, wo k, 
ein Quadrat ist; ist g kein Quadrat, dann ist aber k,qg = kz nicht méglich. 

V. Ist P ein Punkt im Intervall AB, so geht aus III hervor, daf in 
einem Intervall Q,Q,, das P enthdlt, immer ein von P verschiedener Punkt 
von AB liegt. Dieser Satz gilt auch fiir die Endpunkte A und B. Ist a = 0, 


= ieee oe a La. g+q+g 
b=1,% = : @=% 7= TP dann sind g? — r? = “a gr und 
r(l—r)= a ¢ i Quadrate; R liegt also in Q,Q_ und in AB. 
VI. Ist 22 + wp? = 1, Aw + 0, und « = 22a + w*b, dann liegt X mner- 


halb AB. Denn =—* = yt,2—° — 2%, Umgekehrt: wenn X innerhalb 
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AB liegt, dann ist z = #*a + u*b, wenn A und yu gecignet gewahlt sind, 
hierbei ist A427 + w* = 1, Aw + 0. 

VII. Sind A, B und C beliebige Punkte und 4? ~ u? + »* = 1, dann 
ist die Menge der Punkte X, fiir die x = 22a + u®b + v%c gilt, konvex. Sind 
nimlich X, und X_ zwei Punkte der Menge, X; ein Punkt innerhalb X, Xo, 
so ist 2, = Ata + wpb + vf c, tg = Afa+ wb + vZc, zy = p?a, + p2ze, 
wo pit+p;=1. Man hat: 23 = (pj A? + pz Az)a + (9? u? + p? u2)b 
+ (pj »f + pz »Z)¢, woraus hervorgeht, daB X, zur Menge X gehdrt. 

VIII. Die Punktmenge X ist die konveze Hiille der Menge A, B,C. X sei 
ein von A verschiedener Punkt der Menge, z = J2a + w2b + xc, 22 + 1, 
py? + + 0, dann ist z = lita + (u® + v2) B} + aa (ita + (2 
+ 8) 0} = pt (gi @+ 93 6) + pz (qf a+azc), wo p+ py = 1, ge + q3 = 1. 
Man hat also: z = p? r, + pj re, d. h. X liegt innerhalb R, R,, 2, liegt inner- 
halb AB und Ry liegt innerhalb AC. — Die Sitze lassen sich durch voll- 
standige Induktion erweitern auf die Figur von n Punkten. 

IX. Eine Limesdefinition fiir eine Zahlenreihe kénnte man so geben: 
die Reihe a, , a2, ... hat den Limes 1, wenn es fiir jedes e + 0 ein N gibt, so daB 
a,, fiir n > N innerhalb | — e, | + « liegt, d.h. also, daB e® — (1 — a,)? ein 
Quadrat ist. Wir lassen hier die Frage, inwieweit man Begriffe wie Kon- 
tinuitét, Differentialquotient und Integral entwickeln kann, unerértert. 





(Eingegangen am 22. 2. 1939.) 


Determinanten aus S-Funktionen. 
Von 
Chr. Foussianis in Leipzig. 
Wir betrachten die Determinante 
A = |S (eq —a—1 kj) 8 (an —~G—2, kj — 1)...8 (an, kj — (A — 1))|, 
j =1,2,...,a 
Dabei sei 


S (oq, k) = Laltralt...a2" = (9, + Og +... + On = k) 


und die @ seien ganze positive Zahlen oder Null. Sie la8t sich schreiben 
(1) 4 =S(a,,k, —4+1) 4 (mn —1,k,,...,ki—1) 

_ S (kis —A + 1) A(n > mad 1, ky, .. +) ka—2, hy) 7 

+ (— 1/1 S (a, k, —A + 1) A(n < ea 1, ky, ky, .. «5 ky) 

= A (n, k,, ky, -- +5 ha), 


A (mn — 1, ,.., Rp —is busi -++>Ra), p= 1,2,...,4, 


die Determinante bezeichnet, die man aus 4 erhilt, indem man die ,-te 
Zeile und A-te Spalte weglaBt. 


Wir betrachten noch die Determinanten 


D = |aja}...a}| 


und 
-_ a n—-Adaen—A+itk n-Atitk 
Q = la, a; ...ar—* at ers |, 
deren n Spalten den » Wertenj = 1, 2, ..., m entsprechea, und wir nehmen 
an, es ware die Relation 
(2) Q=D-A 


bei festem A fiir alle ganzen und positiven Werte vorn und k, und fiir beliebige 
« giiltig. Dann untersuchen wir das System der n Gleichungen 


fa,2,= 0, Jasz,=0,.... Lat-*-'2, = 0, 
Dar—*+h x, = DS (aq,k, — A),..., Tah tht g, = DS (a, kas, — A), 
wobei die Zahl » die Werte 1, 2, ..., » durchlauft. 
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Die Summen 
S(a,,k, —A) mit k,<A 

miissen wir als Null definieren. 

Eine Lésung des obigen Systems sind die Unterdeterminanten von D 
(3) z, = (— 1)**?D,, (p = 1,2,...,), 
die dem Elemente a} in D entsprechen. In der Tat sind fiir die Werte (3) 
die n — A — 1 ersten Gleichungen des Systems Entwicklungen der Deter- 
minantep 
(4) a, as ...ar—tat), ¢=12....,.8—A4—l. 

Die (A+ 1) letzten Gleichungen sind auch Entwicklungen derselben 
Determinanten (4), indem man ¢t durch die Werten — A+ k,,n —A+hso,..., 
n—A-+k,,, ersetzt; weil bekanntlich’) die Relation 
(5). lajaP.. ap af **| = laya?... af |S (an, k) 
fiir jeden ganzen und positiven Wert von k gilt. 

Ware A die Determinante des Gleichungssystems, haitten wir demnach 
(6) Dag A = DS (aq, kis1—A) An, gt ---+(—1) DS (ag, k, — A) Ayr, »» 

=: 1,2,:..,%, 


wobei A,,, die Determinanten sind, die aus A entstehen, indem man die 
m-te Zeile und p-te Spalte weglaBt. Wenn wir jetzt 


Q = Q(n,k,, ky, ...,h) 
schreiben, so folgt 
Ag-on = Q(n —1,k,,..., hig ha—g42s ++ +> havi), osi, 
und wegen der Voraussetzung (2) 
Ag- on = Dyn A(n —1,k,,..., bigs hi-g+2,---shi+y), 94. 
Mit Riicksicht auf die obigen Formeln erhalt man aus (6) fiir p = » 
A= D[S (an, ky+,— A) A(m — 1,k,,..., hi) 
=~Sir— Bd — 1,h,...f-nleed +. 
+ (— 1/8 (a,,k, — 4) A (m — 1, ky, hy, . . «Ry +1))- 
Aber die Klammer auf der rechten Seite dieser Forme! ist die Funktion (1) 
fiir 2+ 1 statt A, es ist also 


A => D- A(n, k,, ky, .. -, ha+1)- 
Die Deterniinante A ist aber gleich 2, gebildet fiir (A + 1) statt A, d.h. 
A = Q(n,k,,k,, -.-, kis), 


*) Vel. 4. B. D. E. Littlewood and A. R. Richardson, Group characters and algebra.. 
Philos. Trans. Roy. Soc. London (A) 288 (1934); S. 99—141. 
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also hat man 
Q (n, ky, ky,..--skass) = D> A (nm, &,, hy, . . «5 bass). 

Folglich gilt die Relation (2) auch fiir 4 + 1 statt 4. Sie ist auch erfiillt fiir 
A = I, weil sie in diesem Falle mit (5) zusammenfiallt ; also gilt (2) fiir jeden 
ganzen und positiven Wert von A. 

Mithin ist bewiesen: 

I. Zwischen A, D und Q besteht fiir jeden ganzen und positiven Wert von 2 
die Beziehung 

Q=D.-A, 

wobei k; ganze und positive Zahlen oder Null und a, beliebig sind. 

Wi wollen hier hinzusetzen, daB A nichts anderes ist als die Determinante 

AM’ = |8 (an, kj) S (an, ks — 1)..-S8 (a, 4%; —(A—1))|, 7 = 1,2,...,A. 
Es ist ja 


(7) BS (Gq, k) = S(an-1,k) + Oy S (tty, k — 1); 
wenn man also in 4 die Elemente 
S(«,-a-o» kj — (e — 1)), @= 2,3,...,4, 


mit eae» O= 2, 3, ..., 4, multipliziert und zu den entsprechenden Ele- 
menten der vorangehenden Spalte addiert, dann bekommt man, wegen (7), 


|S (an -—ay bj) S (@,-a—s, by — 1)... S (On, kj — (A — 2)) S (ak; — (2 — 1))I, 


j= 1,2,...,2. 
In der letzten Determinante tut man dasselbe fiir die Elemente 
S(a,-a-o» k: ea (o — 2)), e= 3, 4, “49 A, 


und, in dieser Art weitergehend, kommt man schlieBlich 7u 4’. 


Aus dem bewiesenen Satz I kénnen wir das folgende Ergebnis fiir die 
Determinanten 4 = 4’ schlieBen. Im Falle 4 = » und gleichzeitig 
kn 41 = km +1, m=1, 2,..., (nm — 1), ist offenbar 


Q = D-(a,a,...a,) 
und folglich 
(8) A = (a, &... a)". 


Die Relation (8) gilt auch fiir negative Werte von ky, indem man jedem 
Gliede 


aft axle... eon, 
wo @ ganze und positive Zahlen oder Null sind, das Glied 


- —o, 
a: Mas (2... a on 
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entsprechen laBt, namlich 
S (a,, — k) = Lar tares...a-em (0, -+ y+... + On = kh), 
definiert. Bezeichnen wir dann durch A, die Determinanten 4 = J’ fiir den 
obigen Fall, so ist fiir jedes Paar ganzer Zahlen yp, v 
4,: 4, = 4,45. 

Damit ist bewiesen: 
Il. Jede ganze Zahl k geniigt der Gleichung 

S(a,, k) S(a,,k— 1) .. S(a,,k—n+1) 
- S(a,,%+ 1) S(a,,k) ..-S(a,,% — n+ 2) 


S(a,,k+n—1)S(a,,k+n —2)...8(a,, k) 
also bilden die Determinanten 
«: Bam Eo, Ai, Gen Aine +s 


= (a, a... ay), 


eine Gruppe. 


(Eingegangen am 30. 11. 1938.) 


The internal problems of two dimensional 
potential theory. 
Von 


Rosa M. Morris in Cambridge (England). 





Introduction. 


1. In a previous paper ') under this same title a complete solution was 
given to certain two dimensional potential problems relating to the interior 
of a general and inclusive class of cylinder. These cylinders were of a type 
whose boundary curve could be described as the curve 7 = 0 in a net defined 
by a conformal transformation of the “internal’’ type 


z=a2+ty= Ea, et; €=é&+%n, 


in which 7 = « is tne only possible singular point of the transformation inside 
the curve. 

It was pointed out in that paper that there are certain simple cylinders — 
the elliptic cylinder is the most familiar — whose cross section curves cannot 
be simply expressed in this way. And as simple solutions of the relevant 
boundary value problems are known to exist for some of these boundaries, 
some modification of our general solution should be available which would 
make it applicable even in these cases. After discussing with me several 
unsuccessful attempts to determine the necessary modification, Professor 
Livens pointed out that an extension and generalisation of one of the methods 
of Wilton’s original paper *), enables the solution to be obtained for a new 
class of problem which includes these outstanding cases. This solution is on 
somewhat different lines to that employed in the previous paper and has 
therefore been reserved for special treatment in this paper. 

On examination it was found that, while the internal transformation for 
the curves concerned were either unknown or intractable, simple external 
transformation formulae were always attainable and they always exhibited 
the boundary as the equipotential or level surface of one or more unclosed 
curves in the plane. The ellipse, for example, is a curve 7 = 0 in a net defined 
by an equation of the type 

z =ccos(f + ia), 


1) Math. Annalen 116 (1939), p. 374. 
4) J. R. Wilton, Phil. Mag. 30 (1916), p. 761. 
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and in this net the curve 7 = — «a or 
z = ccos é, 


is the (double) edge of the straight cut joining the points z = + ¢. 
Other cases correspond to 
(i) The four-bladed “propeller’’ 


z = ¢ V{cos 2 (¢ + ia)}, 


for which the level surface 7 = — a is the cross cut joining the pointsz = + c, 
z=+ 1, 


(ii) The more general n-bladed “‘propeller”’ 
2 
ry 


z = c¢ (cos$n(¢ + ta)}*, 
for which the level surface 7 = — « is an n-bladed cut of equal branches 
joining pairs of points z = ofesh alt: k =0,1,...,(#—1). 

(iii) The unsymmetrical “prepeller” 
z = c Vfcos 2 (¢ + ia) — cos 2 f}, 
for which the level surface 7 = — a is the cross cut of unequal branches 
joining the points 
z = +c V(1 — cos 28), s= + ie (1 + cos 2 ). 
(iv) The more general case 





2 
z = c[eos}n(t + ia) —cos}nf]", 
for which the level surface 7 = — « is an n-bladed cut of alternate long and 
short branches joining pairs of points 
. 
z =c[coskx—cos$nf]*; k= 0, 1,..., (m—1). 
(v) In addition there are other cases such as the circular arc subtending 
an angle 28 at the centre, for which the transformation is 
z—ae*'? { et — Gel? » 
z—ae**? = rer ; 





and finally 
(vi) The “keel and rudder” surface 
z= Ae tht iad (AG tia _ gilt kgs Gti _ et sej1—k 


the cross cuts for which are quite obvious. 
In each of these cases we see that the curve defines an external trans- 
formation of the type 


2 =/ (0 + sa), 
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which continues across the boundary to the internal space in such a way that 
(i) The equipotential 7 = — « given by 


z =f (é), 
is a curve of zero area inside the plane, so that in the range 
+e>n>-a 0<&<2z2, 


the transformation covers uniquely the whole of the interior space as well 
as the exterior space. 

(ii) The singular points of the transformation are all on the interior 
equipotential. This, of course, is essential to the uniqueness of the represen- 
tation of the internal space, but is not otherwise very relevant to the solution 
to be obtained. 

The finiteness of the range for 7 relieves us of the responsibility of securing 
the convergeney of the potentials at 7 = + o. Instead however we concen- 
trate our attention on securing the finiteness of the potential gradients at the 
singular points of the transformation. 


The Torsion Problem. 


2. To illustrate the method we shall solve the general torsion problem 
for a uniform cylinder with a cross section curve of the type mentioned, which 
is 7 = O in the net defined by 


c= e(hae tt F ae, 


the inner curve 7 = — « being a curve of zero area. 


In a previous paper the problem was reduced to that of determining a 
real function F (¢) so that the complex potential 


Q=ptip=hiz(Hz()+F 0), 


whose imaginary part complies with the usual boundary condition, and also 
satisfies the conditions of regularity over the space involved. Regularity 
chiefly requires in the present instance that the gradients of 2 should not 
become infinite anywhere in the space considered. Using dashes to denote 
differentiation with respect to ¢ we have (dQ/dz) = Q’/z’ so that infinities 
in the gradient of 2, if any, will occur at the points where z’ = 0, that is, at 
the singular points of the transformation. To ensure then that there are no 
such infinities we must make 2’ vanish whenever z’ vanishes, and to the same 
order at least: this is done simply by making 2’ proportional to z’. But 


QD =fife’z+27}+ F’ (0), 
Mathematische Annalen. 117. 3 











34 Rosa M. Morris. 


of which the first term is already proportional to z’. To ensure that the remain- 
der, or F’ (¢) + 4422’ also contains z’ as a factor we write 
F’ (0) + 4i22' =G?2’, 

G being a function of { holomorphic in the region concerned. Thus 

F’ (0) = —}i27' +62’ 
But F (¢) and therefore F’ (¢) are real functions of ¢; we must therefore take 

F’ (0) = —hifer” —2 +k 7, 

where & is real. This means that 


: 
F(o) = —b4f (2@ 27 @ —2 2) + 2ike MZ |) de. 


One further condition is necessary and this enables us to determine k. Gene- 
rally speaking the value of F (¢) (and therefore of 2) determined by this 
integral would contain a term of the type Xf. This means that the potential 
is cyclic in character and this by the physical conditions of the problem is 
impossible. We must therefore choose k to make any such term zero. If the 
inner boundary 7 = — « is simple, and this is the only case we shall deal 
with, there is only one cyclic constant for the space, so that k can be taken 
as a real constant to be determined by this one condition. With this restriction 
on k therefore the function 


tc 
Q = hie(0)2(C)— dif (22 )— 2) 20 + 2ike (HF (What, 


satisfies all the conditions of the problem. The torsion potential is thus com- 
pletely determined, and then by our previous argument the torsion constant 
is given by 

ze \2$2 — iz\ezds, 


taken round the curve of cross section of the cylinder. This of course is simply 
c 
ttyl (2iz+2k7 —iz\zzde, 


but it is better to retain the more complex form as this is necessary to deter- 
mine*the value of k. 


3. These are the general results. They can be completed in some simple 
cases without resort to the series expansions, but it is only by defining z by 
the coefficients in such expansion that we can give an explicit form to the 
final results. We therefore proceed to the details of the solution when the 
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cylinder boundary is the curve 7 = 0 in the net defined by the trans- 
formation 


We have introduced our notation in the previous paper and we retain it again 
here. With this form for z we have 


2(t)2(t) = b+ E (b,e" #5 + bye-**%), 


where 
b, = 2 On+¢ Gy; 
and 
22=1%{ Sr (n — 1)a,e*— #5} | E aye — 065) 
n=O a= 
=Ffcot ZF (pert? + cnc“ **}, 
where 
c, = 2) (n +rf— 1) G,4-4,, 
Cc, = zr — 1) G,4¢4,. 
This gives 


22 — 22 = —t[o+ m+ z {(Cn + G») €*# + (Gq + c_q) €~ ***}); 
We also have 


Y¥ =| E (n- 1)a, ents} { E (n- 1) ay e-*43} 


= d+ F (ders + dye-*'’), 
where 
dy = E (n+ 1-1) (r— 1) aera 
Thus altogether we have for the complex potential 
2 = Fiftot E (bert + b,e-*4)) 


. 


—4fleot G+ EF (lentes (eq te-qeme}ae 


+f (do + E (dyerts + de") ag. 


3° 
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To find k to ensure that 2 does not contain a cyclic term, we must make the 
constant term in the complete integral zero. That is we take 


2kdy = Cy + G. 
This gives immediately for the complete potential 
Q = 4ilbo+ E (bye + byer*'s) 
+78] FT Gtegew— Foto er 
— 4 {(G0 + t)/2do) F = (dy ert — dy e-**") 


4. Having found the complex potential function in the general case we 
can proceed at once to find the torsional couple. This is the real part of 
d ‘ad 
alec - iz| 23 de, 


ce 


and writing as above 
ie = ifm t F (et + one], 
a=l1 


the last part of the integral 
—trpilde 
is found immediately to be 


$21 1 {bo Gm + E (nen + b,¢,)}. 


Also we have 
2a 
tH oo ids = aia oreade, 
: 0 
where 
d ly ; 
a =-— 5D nb, — 6, &%) 


=1 
FD entender + (Gy + 0g) e*] 


+ ((Co + %)/2do} >” (dyer +d, e-**), 


a=1l 


and the above integral then gives 


}xtpl § [— by (Gn + C0) — Ba (Cn + Bn)} 
+ {(co + G)/do} (ond, + 5, d,)}), 


Problems of two-dimensional potential theory. 37 
so that altogether the torsional couple is the real part of 


$24 [boc + E (— baby — by G0) + ((Go+ G)/do} (bn dy + by dy) 


5. The simplest example of this type of cylinder is of course the elliptic 
cylinder whose transformation is of the form 


z =ccos(¢ + ta). 
We have immediately 
ay = }ce*; a, = 0; a, = }ce~*; 
bo = $c® cosh 2 a; b, = 0; by = fet; 
CG =—tesinh2a;. c, =0; Ce = fet; 
Ci = 0; C_»= — te; 
so that in this case we have 


Q = const + } ic* {cosh 2 (¢ + ia)}/cosh 2 «, 
and the couple is 
$ xtpct {sinh® 2 «}/cosh 2 «. 
In terms of z these results are 


; 1 . (a? — b?) 
Q= tiaras 2, 


and the couple 
xt a%b3/(a? +- 52), 
where a, 6 have their usual values. These are the usual forms of the results. 


The results for the other cases follow equally readily although of course 
they are more complex in form. 


The Hydrodynamical Problem and Conclusion. 


6. In the previous paper we worked out not only the above torsion problem 
but also the somewhat similar hydrodynamical problem, generalised however 
to include also the instantaneous linear motion of the boundary and involving 
therefore first as well as second order boundary values. Assuming then that 
the cylinder is moving with velocity components u, v and angular velocity w, 
for the condition at the boundary to be satisfied we can reduce the problem 
to that of finding a real function F (¢) so that the complex potential function 


Q=Bz(—fiwz(HzC)+ FO; w=utin, 


with its derivatives is regular everywhere inside the cylinder, and more par- 
ticularly at the points where z’ = 0. As we see the additional linear terms 
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already have a derivative which is proportional to z’ so that their presence 
does not affect the determination of F (¢). We have in fact exactly as in the 
above discussion 


F (0) = diw{ {27 (0) — 2 2) + ike (QF (O) at, 


k being still determined so that the potential does not represent a physically 
impossible cyclic motion. 

The details of the discussion therefore vary but little from that previously 
given and we shall not therefore pursue them further. 

In conclusion we may say that this paper completes the solution of two 
typical internal boundary value problems for two very general types of 
cylinder, which now include all those for which solutions of this character 
are known, and of course many others. Elsewhere we hope to be able to give 
details of the corresponding solution for the most complex problem of this 
type yet formulated in any detail, viz. the flexure problem of St. Venant 
(which involves third order boundary values), when it will be seen that the 
method is perfectly general and applicable to any problem of this character. 
The solutions we obtain are in fact so general and explicit that they reduce 
the problem of determining the solution of one of these potential problems 
for any particular cylinder, to the problem of determining the conformal trans- 
formation of either (i) the interior of the curve of section of the cylinder on to 
the interior of a circle, or (ii) the exterior of the curve of section of the 
cylinder on to the exterior of the circle by a transformation which continues 
m the interior in such a way as to map the interior of the curve on to a ring 
inside the circle. Once either of these transformations is obtained in the form 
in which we have used them, the solution of the particular potential problem 
is obtained simply by substituting the values of the particular coefficients of the 
transformation in the appropriate general formulae of our analysis. 

There are of course other types of potential problems to which these 
methods apply but each type has its own pecular difficulties some of which 
we have not yet been able to overcome, so that they must wait another 
occasion. 


(Eingegangen am 18. 5. 1939.) 


Konstruktion 
der simtlichen Lésungen einer Riemannschen 
Funktionalgleichung durch Dirichlet-Reihen 
mit Eulerscher Produktentwickiung. II. 
Von 


Hans Petersson in Hamburg. 





Eimleitung and Inhaltsiibersicht. 


In dieser Arbeit behandle ich die Theorie der Stufe Q und beweise hier 
zunachst den in der Inhaltsiibersicht des ersten Teils 1) genannten Satz iiber 
die simultane Transformation der in einer Schar S (t, e,Q) nach (T,, II) er- 
klarten Matrizen A(n) mit (n,Q) = 1 auf Diagonalgestalt. Dieses erste 
Ergebnis der vorliegenden Untersuchungen besagt genau folgendes: 

Satz 5. Es sei Q cine feste natiirliche Zahl, t ein Teiler von Q und t, = 2. 
Die Schar der sdmtlichen ganzen Spitzenformen der Stufe Q von der (negativen 
ganzen) Dimension — 1, welche tiberdies zum Teiler t und zum Restcharakter 
e(n) mod Q gehéren, werde mit -S (t, e,Q) bezeichnet. Es sei Sp (t, e,Q) eine 
Teilschar von S (t, e,Q), welche durch alle T,, mit (n,Q) = 1 in sich tibergefiihrt 
wird, 4 der Rang von Sp (t, €,Q). Dann existiert eine normierte Orthogonalbasis 


%} (t), V2 (t),.. ” % (t) 
von Spo (t, €,Q) derart, daB die Gleichungen 
(16) 0% (t)| ZT, = @, (m) v, (7) (lSi sp) 


mit geeigneten Konstanten w, (n) fiir alle n mit (n,Q) = 1 gelten. Die Eigen- 
werte w,(n) geniigen den Beziehungen 


(17) w, (m) = € (n) @, (m) (lStSp) 


fiir alle n. Wenn t = 1 oder jeder Primteiler von t in t, aufgeht, so sind die 
Formen v, (t) (1 Si S ps) aus Sp (t, e, Q) durch thre lineare Unabhangigkeit und 
thre Eigenschaft, Figenfunktionen 2u allen Operatoren T,, mit (n,Q) = 1 2 
sein, bis auf die Reihenfolge und konstante Faktoren eindeutig fizxiert. Ist (unter 
dieser Zusatzannahme iiber t) eine Form — (t) aus Sp (t, ,Q) EHigenfunktion 
gegentiber allen T,, mit (n,Q) = 1, 80 stimmit sie bis auf einen konstanten Faktor 
mit einer der Formen v,(t) (1 <i S pu) tiberein. 


1) Math. Annalen 116 (1939), S. 401—412; im Text gelegentlich mit (K I) zitiert. 
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Der Beweis dieses Satzes verliuft in voller Analogie zu dem des Haupt- 
satzes fiir Q = 1, und ich habe den diesbeziiglichen Entwickiungen des ersten 
Teils methodisch nicht viel Neues hinzuzufiigen. Immerhin e7fordern aber die 
Abweichungen dieses Beweises von den Beweisen im erstea Teil eine aus- 
fiihrliche Darstellung, die ich mit Riicksicht auf die spiteren Anwendungen in 
Beweise einzelner Hilfssitze zerlegt habe (§1). Da die Operatoren 7‘, mit 
(m, t,;) > 1 alle Formen von G (t, e,Q) in Null iiberfiihren, ist mit diesem 
Satz 5 die simultane Diagonaltransformation fiir alle T‘, (m = 1), also das 
volistandige Analogon des Satzes 4 des ersten Teils, bewiesen, falls ¢ = 1 
ist und ebenso, falls jeder Primteiler von ¢ in ¢,; aufgeht. Fiir die Primzahl- 
potenzstufe Q@ = q* besteht mithin dieser Sachverhalt in allen Scharen 
So (t, e,Q) mit Ausnahme derjenigen, bei denen ¢t = Q = q*. 

Zu diesem Problem der simultanen Diagonaltransformation fiir alle 
T‘, (m = 1) ist im iibrigen zu bemerken, da8 es durch den Satz 36 in (T,, II) 
eine gewisse Reduktion erfaihrt. Denn nach diesem Satze sind die Scharen 
S (t, e,Q) und GS (t, ex*, Q) einander linear-isomorph, wenn x einen beliebigen 
Restcharakter mod ¢t, bezeichnet; die dem Operator 7% in der zweiten Schar 
zugeordnete Matrix geht aus der entsprechenden Matrix der ersten Schar durch 
Multiplikation mit dem skalaren Faktor zy (m) hervor. Hat man also die 
simultane Diagonaltransformation fiir alle T{, (m = 1) in einer dieser Scharen, 
etwa S (¢, e, Q) ausgefiihrt, so ist sie damit bereits in allen Scharen GS (¢, ez*, Q) 
vollzogen. Im Spezialfalle der Primzahlstufe Q = q bedeutet dies z. B., daB 
man nur eine der Scharen S (1, ¢,q) vom Teiler ¢ = 1 in der genannten 
Richtung zu untersuchen hat. 

Nach den Ergebnissen von (T, II) beruht nun die Existenz eines Euler- 
Produkts von der Gestalt (T,, II) Gleichung (20), (20a) [gebildet mit Zahlen 
an Stelle von Matrizen] fiir die den Formen von Gp (t, ¢,Q) zugeordneten 
{einzelnen] Dirichlet-Reihen auf dem zu (16) analogen Verhalten der Formen 
gegeniiber allen Operatoren 7 (m = 1). Deshalb existiert ein volles System 
linear-unabhangiger Dirichlet-Reihen der betreffenden Schar mit den an- 
gegebenen Produktentwicklungen, wenn ¢ = 1 oder jeder Primteiler von ¢ 
in t, aufgeht. Wenn dagegen diese Zusatzbedingung nicht erfiillt ist und wenn 
man nur wei, daB die Gleichungen (16) fiir die zu Q primen n bestehen, 80 
erschlieBt man aus (T,, II), Satz 42, daB die den Formen v, (t) zugeordneten 
Dirichlet-Reihen Euler-Produkte beziiglich der in Q nicht aufgehenden Prim- 
zahlen p sind. Daher gilt insgesamt die folgende Verscharfung des Satzes 39 
in (T,, II): 

Satz 6. Es sei in den Bezeichnungen von Satz 5 To (t, £,Q) die lineare 
Schar der den Formen 


oo “ mit 
p(t) = EF ane 2 vom Solt,,Q) 
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zugeordneten Durichlet-Rethen 


D(s) = _E am (mt)-*. 


Dann hat die Schar Ty (t, ¢, Q) den Rang , und es gibt eine Basis von Ty (t, e, Q), 
bestehend aus den Dirichlet-Reihen H,(s)(1 Si Su), welche simtlich eine 
Produktzerfdllung von der Gestalt 


(18) H,(s) = -*H®  T, Za (pp sis) 


zulassen. Hier ist c,(1) = 1, das Produkt wird tiber alle Primzahlen p > 1 
erstreckt, die nicht in Q aufgehen, und H‘® (s) bezeichnet eine Dirichlet-Reihe 


Hi? (s) = E bine (lsisup), 


in der b,, = i und b,, = 0, wenn n andere als diejenigen Primfaktoren enthilt, 
die in t und nicht in t, aufgehen. Die Faktoren der Produkte auf der rechten 
Seite von (18) haben, wenn H, (s) die A, -v,(t) (A, eine geeignete Konstante) 
zugeordnete Dirichlet-Rethe darstellt, die Form 


. w,(p) _ e(p)p—*\~? 
—reo | J + > 
Par ( - +r) 
Besitzt eine einzelne Dirichlet-Reihe H (s) aus i €,Q) eine Produktzerlegung 
von der Gestalt 


(19) H(s) = i es | EZ ewe-, (e(1) = 1), 


wo in H® (s) = z b,n~* auBer n = 1 héchstens diejenigen n vorkommen, 
asl 


deren Primjaktoren in Q aufgehen, so stimmt das unendliche Produkt auf der 
rechten Seite dieser Darstellung mit einem der Produkte 


w e ~1\-1 
II (1-74 a ) asisy) 
@, O=1 


tiberein; die in H® (s) vorkommenden n > 1 enthalten nur Primteiler von t, 
die nicht in t, aufgehen. Ist eine beliebige Basis K, (s) (1 S14 < ps) von T(t, e,Q) 
vorgelegt, deren Elemente K, (s) stimtlich eine Produktizerfillung (19) gestatten, 
80 stimmen die unendlichen Produkte auf den rechten Seiten dieser Darstellungen 
bei geeigneter Anordnung der K, (s) mit den Produkten 


r—1l1 1 
II (1- ea on ) G = 1,3,....4) 
(p, =1 
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tiberein. Sdmiliche Dirichlet-Reihen D (s) aus To (t, &, Q) sind ganze Funktionen 
von 8. 

Wenn t = | ist oder jeder Primteiler von t in t, aufgeht, so gilt ersichtlich 
H® (s) = 1(1 Si Sy) und daher folgender Eindeutigkeitssatz: Die Dirichlet- 
Reihen H, (s) (1 S i S pu) sind als Angehérige der Schar Tp (t, e,Q) durch ihre 
lineare Unabhingigkeit und die Existenz einer Produktentwicklung (18) bis auf 
die Reihenfolge eindeutig bestimmt; besitzt eine einzelne Dirichlet-Reihe aus 
To (t, e, Q) eine Produktzerlegung von der Gestalt (19) mit 6, = 1, so stimmt sie 
mit einer der Reihen H, (s) (1 Si S pu) tiberein. 

Dieser Satz 6 ist abgesehen von der im allgemeinen Fall bestehenden Ein- 
deutigkeitsaussage iiber die Funktionen K, (s) eine unmittelbare Folge von 
Satz 5 und der Theorie in (T,, II). Insbesondere ergeben sich die Eindeutigkeits- 
aussagen fiir = 1 und wenn jeder Primteiler von ¢ in ¢, aufgeht, aus (T,, II), 
Satz 40a. Zur Begriindung der Eindeutigkeitsaussage im allgemeinen Fall 
und als methodische Erginzung zu den Beweisen von Satz 5 werden im 
§ 2 einige Uberlegungen ausgefiihrt, die sich auf die Frage der Darstellung der 
hier untersuchten Transformationen in vorgegebenen Formenscharen beziehen. 


Ist erstens N ein Normalteiler von endlichem Index der Modulgruppel"(1), 


so erweisen sich die Transformationen von r (1), angewandt auf die zu N 
gehérigen ganzen Spitzenformen, als metrikerhaltende Transformationen 
beziiglich der im ersten Teil aufgestellten Metrisierung. Sind also zwei Formen- 
scharen S, und Sz zu M vorgelegt, deren Basen sich bei Anwendung der 
Transformationen einer Zwischengruppe U zwischen P'(1) und ® nach zwei 
indquivalenten irreduziblen Darstellungen der Faktorgruppe U/M umsetzen, 
so stehen die beiden Scharen aufeinander senkrecht (Satz 11). Daraus folgt 
insbesondere, da8 zwei ganze Spitzenformen der Stufe Q, die zu verschiedenen 
Teilern oder zu verschiedenen Charakteren gehéren, stets aufeinander senkrecht 
stehen miissen (Satz 12). 


An zweiter Stelle werden die Darstellungen, welche die Operatoren T,, 
mit (»,Q) = 1 in verschiedenen invarianten Scharen von ganzen Spitzen- 
formen der Stufe Q erfahren, mit ahnlichen Methoden untersucht. Hier ergibt 
sich zunachst ein Zusammenhang zwischen den Matrizen, die einem Operator 
T,, mit (n,Q) = 1 in zwei Formenscharen vom gleichen Teiler und Charakter 
zugeordnet sind. Da nach Satz 5 nur eingliedrige Formenscharen eine irre- 
duzible Darstellung des von den T, mit (n,Q) = 1 erzeugten Operatoren- 
ringes vermitteln kénnen, hat man als Analogon des oben genannten Satzes 11 
(iiber die zu einem Normalteiler N gehérigen ganzen Spitzenformen) die all- 
gemeine Aussage des Satzes 15 iiber Paare von Eigenfunktionen gegeniiber 
einem Operator 7, zu betrachten. Sind danach /(t) und g(t) zwei ganze 
Spitzenformen der Stufe Q vom gleichen Teiler und Charakter und beide 
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Eigenfunktionen eines Operators T,, mit (n,Q) = 1, so stimmen entweder die 
zugehérigen Eigenwerte von f(t) und g(t) miteinander iiberein, oder / (t) 
und g(t) stehen aufeinander senkrecht. 

Dieser Satz liBt erkennen, daB die Metrisierung das naturgemaBe Mittel 
ist, um die in der vorliegenden Arbeit behandelte Aufgabe der simultanen 
Diagonaltransformation fiir die den T,, zugeordneten Matrizen zu lésen. Denn 
nach der im ersten Teil entwickelten Theorie der Stufe 1 haben z. B. die in 
Satz 4 des ersten Teils genannten Eigenwerte o, (nm) die Eigenschaft, daB die 
(reellen) Vektoren 


%&<= {e; (1), G4 (2), » +09 Oi (4)} (1 s D < B) 


linear unabhangig sind. Dies allein hat nach dem genannten Satz bereits 
zur Folge, daB die Formen », (t), 0, (t) mit m +i aufeinander senkrecht 
stehen miissen. 

In der Theorie der Stufe Q gibt dieser Satz 15 die Existenz einer Zer- 
legung jeder gegeniiber allen 7,, mit (n,Q) = 1 invarianten Formenschar 
von festem Teiler und Charakter in paarweise orthogonale Teilscharen, die 
aus lauter Eigenfunktionen fiir alle 7, ((n,Q) = 1) bestehen. Die Eigenwerte 
der Formen einer Teilschar sind die gleichen, wahrend die Eigenwertsysteme 
@ (nm), o (nm) ((m,Q) = 1) aweier Formen f(t), g(t) aus verschiedenen Teil- 
schazen nicht iibereinstimmen (Satz 16). Das Beispiel der in § 3 untersuchten 
Formenschar der Primzahlstufe.Q = q vom Teiler g, die aus den normierten 
Darstellungen des Grades qg entspringt, zeigt, daB man gendtigt sein kann, 
solche Formenscharen zu betrachten, deren Teilscharen nicht samtlich ein- 
gliedrig sind. Immerhin gelangt man durch diesen Satz zu der notwendigen 
und hinreichenden Bedingung dafiir, daB eine Basis aus lauter Eigenfunktionen 
gegeniiber allen T,, [(n,Q) = 1] als solche bis auf die Reihenfolge und kon- 
stante Faktoren eindeutig bestimmt sei. Die Giiltigkeit dieses Eindeutigkeits- 
satzes hat zur Folge, daB die genannten Basisformen automatisch Eigen- 
funktionen gegeniiber allen Operatoren 7" (m = 1) sind, falls die Formen- 


schar durch alle diese T‘, als ganzes in sich iibergefiihrt wird (Satz 17). 

Die weiteren Ergebnisse dieser Arbeit beziehen sich auf die gegeniiber 
allen 7‘ (m= 1) invarianten Scharen Sp (t, ¢,Q), deren Teiler die Zusatz- 
bedingung aus Satz 5 nicht erfiillen, also Primfaktoren enthalten, die nicht in 
dem zugehérigen ¢, aufgehen. Hier verdanke ich einer Mitteilung von Herrn 
Hecke ein Beispiel fiir eine solche Formenschar mit Q = ¢ = q° (q eine un- 
gerade Primzahl). in der die in (T,, Il) erklarte Matrix A (q) sicher nicht auf 
Diagonalform transformierbar ist. Dieses Beispiel ist von dhnlicher Be- 
schaffenheit wie das Beispiel des analogen Effekts bei den Eisenstein-Reihen, 
(T,, II), § 10, Satz 45a. Nach Kenntnis dieses Sachverhalts liegt es nahe, anzu- 
nehmen, daB die simultane Diagonaltransformation fiir die den saémtlichen 
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T‘,.(m 21) im einer bei diesen invarianten Formenschar zugeordneten 
Matrizen, wenn sie iiberhaupt méglich ist, nur auf Grund sehr genauer 
Strukturaussagen iiber die betreffenden Formenscharen bewiesen werden kann. 
Daher werden in §3 die Formen der Primzahlistufe Q = q auf Grund der 
Theorie in (T,, II), §11 und 12 eingehend in dieser Richtung untersucht; bei der 
folgenden Darstellung der Ergebnisse wird der soeben genau formulierte Satz 
von der simultanen Diagonaltransformation zur Abkiirzung als das —— 
achsentheorem“ bezeichnet. 

Nach jener Theorie lassen sich die invarianten Formenscharen vom 
Teiler g in eine Anzahl von invarianten Teilscharen zerlegen, die aus der 
Heckeschen Darstellungstheorie durch den Begriff der normierten Darstellung 
erklart sind [(T, II), Satz 56, 57 und 55; die zugehérigen Darstellungsgrade 
sind f = ¢ + 1,4(¢ + 1), g]. Zum Beweise des Hauptachsentheorems werden 
die einzelnen Teilscharen getrennt untersucht. Hinsichtlich der Beweis- 
fiihrung ist an erster Stelle hervorzuheben, daB sie nicht auf einer neuerlichen 
Anwendung der Metrisierung beruht, sondern da8 bereits die systematische 
Ausnutzung des Hauptsatzes 5 der vorliegenden Arbeit in jedem Falle das 
Erreichbare liefert. Die erfolgreiche Heranziehung des Hauptsatzes 5 wird 
durch zwei von Herrn Hecke herriihrende Gedanken erméglicht. 

Der eine Gedanke besteht in folgendem: Zu jeder der genannten Teil- 
scharen G, vom Teiler q gibt es eine ,,Parallelschar“‘ S? vom Teiler 1 der=*t, 
daB die Matrizen A (n) mit (n, g) = 1 in beiden Scharen bis auf einen skalaren 
Faktor iibereinstimmen. Der von den in Gf gebildeten A (n) erzeugte Matrizen- 
ring ist maximal und enthalt daher die in S, gebildete Matrix 4 (q), weil 
diese mit allen diesen A (n) vertauschbar ist. Mithin gewinnt A (q) automatisch 
Diagonalgestalt, wenn man die A (n) mit (n, q) = 1 nach Satz 5 auf Diagonal- 
gestalt transformiert. 

Durch dieses Vorgehen ergibt sich das Hauptachsentheorem fiir alle 
Typen von Teilscharen mit Ausnahme des Typus / = qg [(T, II), Satz 55); 
die Ausnahme besteht nur in dem allgemeinen Fall, da8 die dort auftretende 
Anzahl e positiv ist. Um in dieser Schar Sp (¢) der Invarianten der Gruppe 
Ty (q) eine Basis zu bestimmen, die eine iibersichtliche Umsetzung bei dem 
Operator 7 erfaihrt, nimmt man zunichst ein volles System von linear- 
unabhangigen ganzen Spitzenformen /; (t), fs (t), . . ., f, (t) der vollen Modul- 
gruppe, welche Eigenfunktionen bei allen auf der ersten Stufe erklarten 
Operatoren 7, (n > 1) sind, unter die Basisformen auf. Nach Herrn Hecke 
wahit man dann als weitere e Basisformen zweckmaBig die Formen /; (qt), 
fe (qt), ..., f.(qgt). Ergiinzt man die bisher bestimmten 2¢ Basisformen 
durch z—e zu diesen orthogonale Eigenfunktionen der Operatoren 
T,, ((2,Q) = 1), so gewinnt man eine Basis von Sp (q), in der die Matrix A (q) 
eine sehr iibersichtliche Zerlegung auf Grund -der folgenden beiden Tatsachen 
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gestattet: Erstens gelingt es, die Maximalitét eines gewissen Ringes von 
Diagonalmatrizen auszunutzen, und zweitens setzen sich die beiden Formen 
f(t), f, (qt) fiir jedes einzelne i = 1, 2,...,¢ bei Anwendung von T¢ unter- 
einander um. Hieraus folgt nun, da8 das Hauptachsentheorem in der Schar 
So (g) dann und nur dann gilt, wenn die charakteristischen Wurzeln der zwei- 
reihigen Umsetzungsmatrix der Formen /; (t), /; (qt) fiir jedes i = 1,2,...,¢€ 
voneinander verschieden sind. 

Diese charakteristischen Wurzeln verdienen ein besonderes Interesse. 
Sie sind die Nullstellen des quadratischen Polynoms 


Mg (= 2F—-—age+7 3; +=1,2,...,¢ 
0; (q) ist der Eigenwert von /,(t) bei Anwendung des auf der ersten Stufe 


erklarten Operators 7,. Eine von Ramanujan aufgestellte Vermutung besagt 
im Spezialfall r = 12, wo 


e=1, f,(t) = A(t) = en IT (1 a e2 Bim 1) 


daB |e; (q)| < 2q3, d.h. daB p, (x) nicht zwei verschiedene reelle Null- 
stellen besitzt. In dieser algebraischen Fassung ist die Ramanujansche Ver- 
mutung unmittelbar auf beliebige gerade Dimensionen — r < — 12 iiber- 
tragbar; die Aussage, daB p, , (x) fiir: = 1, 2,...,¢ nicht zwei verschiedene 
reelle Nullstellen besitzt, bedeutet soviel wie 


le@)| sgt?” (l sie). 
Diese Vermutung steht in bemerkenswerter Analogie zu der Riemannschen 
Vermutung fiir die Kongruenz-Zetafunktionen elliptischer Funktionenkérper. 
Denn ersichtlich gilt 
0, (g) ous 
q **%,e(¢") = 1 — 7 + a 
und iiberdies steht rechts der g-Bestandteil des Euler-Produkts der /, (r) 
auf der ersten Stufe zugeordneten Dirichlet-Reihe; /, (t) mu8 dabei so normiert 
werden, daB der niedrigste Fourier-Koeffizient von /,(t) gleich 1 ist. 
Fiir das vorliegende Problem ist nur die Gleichung 


lex (@)| = 2g¢”-” 


von Bedeutung. Hier kann man durch eine einfache arithmetische Uberlegung 
erkennen, daB diese Gleichung bei fest gegebenem r nur fiir endlich viele 
Primzahlen zutreffen kann. Die damit nach den Gedankengingen von Herrn 
Hecke bewiesenen Satze haben folgenden Wortlaut: 


Satz 7. Es sei q eine ungerade Primzahl, t = 1 oder q, ¢(n) ein Rest- 
charakter mod q, % eine gegeniiber allen T!(m > 1) imvariante, Schar vom 
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ganzen Modulformen (Spitzenformen oder nicht) der Art {T' (q), — rn}, die zum 
Teiler t und zum Charakter « (n) gehéren, u der Rang von %%. Dann gilt unter 
einer gleich zu nennenden Einschrinkung das Hauptachsentheorem, also folgender 
Satz: Es gibt eine Basis 


v (t), V2 (t), sey Vy (t) 
von %® derart, daB die Gleichungen 
v; (t)| Th, = @, (m) », (7) (lstsS4) 


fiir alle natiirlichen m bestehen. Die Formen v, (t) (1 S i S pu) sind als Formen 
aus I durch thre lineare Unabhingigkert und thre Eigenschaft, Eigenfunktionen 
bei allen Tt (m = 1) zu sein, bis auf die Reihenfolge und konstante Faktoren 
eindeutig bestimmt. Lst eine Form q(t) aus YW LEigenfunktion gegeniiber 
allen T‘, (m = 1), so stimmt sie bis auf einen konstanten Faktor mit einer der 
Formen v,(t) (1 St S pu) tiberein. 

Der Satz gilt ohne Ausnahme, wenn YB keine der Invarianten der Gruppe 
Ty (q) enthalt. In der Schar Sp (q) der Invarianten von I, (q) gilt der Satz bei 
gegebenem r fiir alle Primzahlstufen q mit Ausnahme von endlich vielen Prim- 
zahlen q = q: (7), do (7), -- + Gy (7), N = N (r). 

Satz 8. Es sei 3 die lineare Schar der den Formen von Y% auf der Stufe q 
zugeordneten Dirichlet-Reihen; wenn %® eine Invariante von I’, (q) enthdlt, so 
sei q von den in Satz 7 genannten Ausnahmeprimzahlen verschieden. Dann gilt: 
Die Schar 3 hat den Rang pu, und es gibt eine Basis von 3, bestehend aus den 
Dirichlet-Reithen H,(s) mit den Eulerschen Produktentwicklungen von der 
Gestalt 

= ~~ 
(20) Hy =e-*(1—-*) [fs DSatpyp-, at) =1 (sis. 
q Pq +=0 
Die H, (s) sind als Funktionen aus 3 durch thre lineare Unabhingigkeit und ihre 
Produktentwicklungen (20) bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Bei 
geeigneter Wahl dieser Reihenfolge gilt 
- ‘: r—1\—! 
H,(s) = (1-20) || (1 —stt ae), Osis 
¢ / pa P P 


Besitzt eine einzelne Dirichlet-Reihe D (s) aus 3 eine Produktentwicklung von der 
Gestalt 





x 


Dis) = t-*(1—4) lI D> er") p-"" 
v q 


r=0 
mit c (1) = 1, so stimmt sie mit einer der Reihen H, (s) (1 < i < mu) tiberein. 
Im Anschj8 an die Beweise dieser Satze wird noch eine rein algebraische 
Frage erértert. Die von Herrn Hecke eingefiihrte Basis der Schar Sp (q) 
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enthilt in den /, (gt) Formen, welche sich aus den Formen /, (t) der Stufe 1 und 
solchen Formen der Stufe ¢ zusammensetzen, die als Formen vom Teiler ¢ 
unmittelbar durch eine normierte irreduzible Darstellung ©, gegeben sind. 
Auf Grund der Ergebnisse des § 2 gelingt es, die Struktur derjenigen Matrix zu 
bestimmen, durch welche die Heckesche Basis mit einer Basis verkniipft ist, 
in der die Formen /, (t) und die genannten Formen der Stufe g vom Teiler ¢ 
getrennt auftreten (Satz 20). 


Bezeichnungen. 

Die Bezeichnungen sind, soweit sie dort bereits auftreten, die gleichen 
wie im ersten Teil. Im iibrigen stimmen sie, von geringfiigigen Anderungen 
abgesehen, mit denen von (T,, I) und (T,, II) iiberein. Hinsichtlich der Schreib- 
weise fiir die Transformation einer Funktion mit einer reellen linearen Sub- 
stitution werde folgende Festsetzung getroffen: 

Es sei r eine fest gegebene natiirliche Zahl, f (t) irgendeine in der oberen 


Halbebene der komplexen Variablen t regulire analytische Funktion, S = - ’) 


mit reellen a,b, c,d und ad — bc > 0 das Koeffizientenschema einer linearen 
Substitution in t. Wir setzen 


f (t)|S = f (St) (er + d)-". 
Dann gilt stets, wenn zwei solche Substitutionsschemata S;,S, mit 


positiven Determinanten vorgelegt sind und ihr Produkt wie iiblich im Sinne 
der Matrizenmultiplikation gebildet wird: 


Uf ()|S1)|S2 = f (t)|S1 Se. 
Ist f (t) eine (eigentlich-) automorphe Form von der Dimension — r zu 


einer gewissen Substitutionsgruppe J’, so besagt die Invarianzeigenschaft von 
f(t) gegeniiber der Substitution mit dem Schema L aus I’, daB 


f(t)|L = f(t). 
Daher gilt fiir eine solche automorphe Form f (r): 
f (t)|S, = f (t)| So, 
wenn S, und S, sich um einen vorderen Faktor ZL aus I unterscheiden. 
Hieraus ergibt sith nun die allgemeine Erklarung des Operators T,, mit 
(n,Q) = 1 fiir eine Form f(r) der Art {J"(Q),:— r}: Es sei B ein Vertreter- 
system der Linksklassen von ©, nach der vollen Modulgruppe derart, daB 


alle Vertreter S von B die‘Kongruenz S = S, (mod Q) erfiillen, wo S, = (5 og 8 


Dann ist 
f{(x)|T, =n'-*- LY F(t) |S. 
sc8 
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Durehfiihrung der Beweise. 


§ 1. 


Die Operatoren 7, zur beliebigen Stufe Q mit (nm, Q) = 1. 

Hilfssatz 2. Es sei p eine Primzahl, die nicht in Q aufgeht. Dann existiert 
ein gemeinsames Vertretersystem GB der Rechts- und Linksklassen von D, nach 
I (1) derart, da simtliche Vertreter = S, = (5 .) (mod Q) sind. 


Beweis (kleine Buchstaben bedeuten ganze Zahlen. Die Vertreter R, W 
der Rechtsklassen und der Linksklassen seien wie im Hilfssatz 1 des ersten 
Teils gewahit und bezeichnet): Es sei 

_(P? p= 0 7 
R A 1) R, =( 0 p) (modQ), R,cI'(i), 


U= € i) h = — rp (modQ). 


Dann ist, wie man durch Ausrechnen bestitigt, 
RL =S, (modQ) mit L = R,U*c F'(1). 


Fir R = 0») umd L CF Q) ist dagegen offenbar RL = S, (mod Q). 


Wir beweisen zunichst, daB die S — (° 9 = RL mit LcT'(1), die 


S = 8, (mod Q) erfiillen, bei gegebenem R durch Wahl von L allein ein vor- 


geschriebenes (a,c) = 4 = 1 oder p erhalten kénnen. Sei erstens R = Ss . 


Dann ist ~ = (pa,y). Man setze einerseits R, -(6 ~ dann kommt 
» = (pp’,Q) = 1. Man setze andererseits 
p uQ). , 
R= (70 “gd mit p = p+, pop =1 (mod pq); 
, , 10 
dann kommt yu = (pp’, pQ) =p. Sei zweitens R= (95) = 5» also 
# = (@, py); 4 = 1 ergibt sich fir L = I, u = p fir 
1+2Q —2zQ : es 
L =( 2Q ae mit sQ + 1 = 0 (mod p). 
Wir beweisen ferner: Wenn » = 1 (also 4 = p), 80 ist bei gegebenem R 
durch Wahl der L und L’ aus J" (1) allein ein gegebenes » erreichbar, fiir welches 


S = RL =L'W=S,(modQ), W=() *). 
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Sei R gegeben. Wie bereits bewiesen, existieren eine Matrix Me = (4%) 
und zwei Matrizen L, L’ aus (1) mit RL = L'W, =S, (modQ). Zu dem 
gegebenen » bestimme man j und k so, daB 7Q + % —=»+kp. Dann gilt 


W, U* = U' W, RLU’? = L' U* W =S, (mod Q), qe. d. 
Hilfssatz 3. Es sei g eine natiirliche Zahl, S<O,. Dann gilt 
P(Q9) cS" T(Q)S, PQ) cS*T(QgS8c FQ). 
Hilfssatz 4. Es seien {(t)wnd g(t) wei ganze Spitzenformen {I (Q), —r}, 
es sei g eine natiirliche Zahl, SC D,. Dann gilt 
FS, PO) Fey = FP), P()|9S~ )i9y: 


Beweis. Wir setzen S* = 8, so daB f (r)|S = g * f(x)|S*. Nach 
(10), Hilfssatz 3 und den Uberlegungen des dritten Abschnitts in (K I) ergibt 
sich 

(f(z) |S, ? (T))F 95) = g * (f (t)|S*, @ (T)),-1 Figs 


= g *(f (t),  (t) | S*~*) 99) 
= (f(t), 9/98" )rQ,. 

Aus der Integralumformung des dritten Abschnitts in (K I) erschlieBt 
man ferner den folgenden . 

Hilfssatz 56. Ist N ein Normalteiler von endlichem Index der Modul- 
gruppe, und sind f(t), p(t) ganze Spitzenformen der Art {R, — r} mit ganzem 
r>0, so gilt fiir jedes L aus I'(1): 

(fF (=)|L, @(t)_ = (F(t) (IL). 


Dieser Hilfssatz bedeutet, daB die Matrizen L aus I" (1) metrikerhaltende 
Tranaformationen in der metrisierten Schar der ganzen Spitzenformen 
{R, — r} vermitteln. 

Hilfssatz 6. Es seien {(t), p(t) ganze Spitzenformen {I (Q), — 1}, 
beide vom gleichen Teiler t und vom gleichen Charakter ¢ (n). Ist p eine Primzahl, 
die nicht in Q aufgeht, T, der eingangs erklarte Operator, so gilt 


(Zs, 9 (x) = e(P)(F(e), & (74). 
Die Skalarprodukte ohne Index sind hier und im folgenden in bezug auf 
die Gruppe T'{Q) zu bilden. 
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Beweis. Es sei j (Q, p) der Index von I’ (Qp) in I’ (Q), B ein Vertreter- 
system von O, nach TF (1) von den in Hilfssatz 2 angegebenen Eigenschaften. 
Man hat nach Hilfssatz 4 
(f()|7,. e(*)) 


1 py 
= 7, pl (1 To PO) Fen ~~ 7@, P) DMs, P (Viren) 


—1 on 

= fam 2,0 y(t)|pS yr 
Hier bilden die p S“* nach Hilfssatz 2 ein Vertretersystem der Linksklassen 
von ©, nach I°(1) mit p S* = (? °) (mod Q). Daher bilder die X= R, pS™* 
ein Vertretersystem der Linksklassen von 0, nach I (1) mit X = S, (mod Q). 
Ersetzt. man in den Skalarprodukten der letzten Summe g (t) durch 

€ (p) 9 (t)| Ry = 9 (*), 

so ergibt sich die Behauptung. 

Satz 9. Es seien f(t) und y(t) ganze Spitzenformen {I (Q), — 1}, beide 
vom gleichen Teiler t und vom gleichen Charakter «(n). Dann gilt fiir beliebiges 
natiirliches n mit (n,Q) = 1, wenn T,, die in (T,, Il) und eingangs erklarte Be- 
deutung hat: 

(fF (e)1 Tn, (x) = e () (F(*), v(t)! T,). 

Beweis. Es geniigt ersichtlich, den Satz fiir n = p* zu beweisen, wo p 
eine nicht in Q aufgehende Primzahl und h eine natiirliche Zahl ist. Der Satz 
sei fiir n = p'(1 <1 Sh) bereits bewiesen. Aus 

7, = T(p'), T(p**) = T(p)T (p) — p—' Ry T (p'—?) 
{(T,, IL), 8. 320], Hilfssatz 6 und der Induktionsannahme folgt 
(f(x)| T(p***), ple) 
= (f(t) | T(p") T(p), vl) — p—* e(p)(F (=) | T(p*~"), 9(*)) 
= e(p***) (f(t), p(t) | T(p") T (p)) — e(p***) pr—* e (p) Ff (=), ele) |T (w*—*)) 
= e(p***)(f(t), p(e)| T (p**?)). 
Beweis von Satz 5. Es sei q(t) = {gy (t), go(t), -- +» Y, (t)} eime 
normierte Orthogonalbasis von Gp (t, e,Q) und 
q (r)|7,, = A (n) q (t), A (n) = (Aix (n)) (i, k = 1, 2, ooey #4). 
Man erhalt nach dem Vorgehen in (KI), Abschnitt 4 
Ayn (m) = (9| Tn, Pe) = €() (Ge, Pe| Ta) = € () Anc(m) 
fiir i,k = 1,2,...,n, also 
(21) A(n) = e(n)A(n). 
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Nun 148 sich bekanntlich eine quadratische Matrix A mit komplexen 
Elementen dann und nur dann unitar auf Diagonalform transformieren, wenn A 
mit A’ vertauschbar ist. Daher ist zunichst jedes einzelne A (n) unitar auf 
Diagonalform transformierbar, und das in (K I), Abschnitt 4 angewendete 
Verfahren gestattet jetzt den Nachweis dafiir, daB die endlich vielen linear- 
unabhangigen A (n) durch eine unitére Matrix simultan auf Diagonalgestalt 
transformiert werden kénnen. 

Die beiden am Schlu8 von Satz 5 gemachten Eindeutigkeitsaussagen 
folgen aus (T,, II), Satz 40a. 

Zum Schlu8 dieses Paragraphen werde der eingangs angedeutete Gedanke 
iiber die simultane Diagonaltransformation der Matrizen, die in einer Basis 


von S(t, e,Q) den simtlichen Operatoren 7‘ (m 21) entsprechen, kurz 
ausgefiihrt. 


Es sei x ein Restcharakter modt,. Der Operator X = X,, der der 
Form F (t) aus S (t, «,Q) mit der Fourier-Entwicklung 


x at 
F(t)= Sage 4 
=1 
die Form ; : 
F(x)|X,=G(t) = Saz(ke % 
k=1 
aus S (t, ey, Q) zuordnet, vermittelt nach (T,, II), Satz 36 eine eineindeutige 
und gegeniiber Linearkombinationen isomorphe Abbildung der Schar S(t, e,Q) 
auf die Schar S (t, ey, Q). Nach (T, II), Gleichung (16) gilt bei Zusammen- 
setzung dieses Operators X, mit einem T%, (m 2 1): 
F (t)| XT), = x (m) - F (t) | T..X,- 
Bezeichnet nun q(t) einen Basisvektor von GS (t, ¢,Q), q* (t) = q (t)| X, 
den zugeordneten Basisvektor von G (t, ey?,Q), wird ferner 
q (t)| TY, = A (m) q(t), g* (t)| Th, = A* (m) g* (z) 
geschrieben, so folgt die in der Einleitung genannte Relation 
A* (m) = x (m) A (m) [m > 1, (m, t)) = 1). 
Daher erhalten in der Tat alle A* (m) (m = 1, x ein beliebiger Restcharakter 


mod ¢t,) automatisch Diagonalgestalt, wenn man die simtlichen A (m) mit 
m =1 auf Diagonalgestalt transformiert. 


§ 2. 
Erginzungen. 


In dem Beweise von Satz 5 spielt die simultane unitare Transformierbar- 
keit endlich vieler Matrizen mit komplexen Elementen auf Diagonalgestalt 
eine entscheidende Rolle. Deshalb soll unter die Satze dieses Paragraphen, die 


4* 




































die bisher aufgestellte Theorie in einigen Richtungen abschlieBen, ein alge- 
braischer Satz aufgenommen werden, der die genauen Bedingungen fiir den 
genannten Effekt formuliert; er kann nach den bereits zitierten Aussagen 
als bekannt gelten. 

Satz 10. Es seien A, Az,..., A, quadratische Matrizen mit komplexen 
Elementen von n Zeilen una Spalien. Notwendig und hinreichend dafiir, dag 
diese Matrizen mit Hilfe einer einzigen unitéren Matrix U auf Diagonalgestalt 
D, = UA,U—" (1 Si S38) transformiert werden kinnen, sind folgende Be- 
dingungen. 
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a) A,A; =A, A, (l <i <s), 
b) A,A, = A,A; (i,k = - 2, eee 8). 


Die weiteren Satze, die auch in der Inhaltsiibersicht andeutungsweise 
genannt wurden, kénnen als Aussagen iiber das Verhalten des Skalarprodukts 
zweier ganzen Spitzenformen / (t) und ¢ (t) aufgefaBt werden, wenn / oder » 
einer Transformation aus der vollen Modulgruppe oder einem Operator T,, 
mit (n,Q) = 1 unterworfen wird. 

Uber die Anwendung der Transformationen aus der vollen Modulgruppe 
gilt zunachst der folgende 

Satz 11. Es sei R ein Normalteiler von endlichem Index der Modulgruppe 
T'(1), U eine Untergruppe der Modulgruppe mit NR CU, F die Faktorgruppe 
U/M. Es seien ferner 

F=f), fe), -- fa (O} 
und 
q = {91 (t), Ps (t), we. Pu (t)} 
zwei Systeme von ganzen Spitzenformen f,, p, der Art {R, — r}, und 
es seien sowohl die Komponenten von { als auch die Komponenten von q 
linear-unabhangig. Bei Ausiibung der L von U mégen sich die f, nach einer 
irreduziblen Darstellung B von %, die p, nach einer irreduziblen Darstellung € 
von § umsetzen, wo B und € einander nicht dquivalent sind. Bezeichnet S die 
von den {,, S* die von den p, aufgespannte Schar, so gilt 
(f(t), @ (=) = 0 
fiir alle f(t) aus S und alle p(t) aus S*. 

Beweis. Es seien B(L) = (6,, (Z)), C (L) = (c,, (L)) die den L aus u 
zugeordneten Matrizen der Grade m bzw. uw in den Darstellungen 8 bzw. C€. 
Wir setzen y,;, = (/;, Pe)g und bezeichnen die i.a. rechteckige Matrix 
(vx) (1 Stsm, 1 Sk Sy) mit fT. Dann ergibt sich fiir beliebiges L aus U 
ohne Benutzung der Inaquivalenz von 6 und € nach Hilfssatz 5: 


(22) (|Z, Pedy = Eb Lyyn = (his gr | L~")y = = Cx» (L*) 94+ 
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also 
B(L)f=Ffc(L’). 


Wendet man diese Formel zunichst auf den Spezialfall f = q an, nachdem 
man in der Schar S* eine normierte Orthogonalbasis q* an Stelle von q 
eingefiihrt hat, so erkennt man, da8 die zur Basis q* gehérigen Umsetzungs- 
matrizen C* (L) fiir die Z aus U saimtlich unitar sind. Die Behauptung folgt 
nun aus dem Schurschen Lemma, weil die Darstellung € offenbar als unitaér 
vorausgesetzt werden darf. 

Aus dem Schiirschen Lemma ergibt sich iiberdies der folgende 


Zusatz zu Satz 11. Ist [ nicht die Nullmatriz, so ist m = pu, die Deter- 
minante |[| der Matrix [ verschwindet nicht, und die Matrix [ vermittelt die 


Aquivalenz zwischen der Darstellung ® und der Darstellung der C(L~*), 
Lou, 

Fiir N = I (Q) liefert die Anwendung des Satzes 11 speziell 

Satz 12. Es seien f(t) und p(t) ganze Spitzenformen {I (Q), — r} und 
entweder beide Eigenfunktionen von U mit verschiedenen Multiplikatoren, oder 
zu den Teilern t bzw. t' von Q gehérig, wo t + t', oder beide Eigenfunktionen 
fiir alle R, [(a,Q) = 1], aber mit verschiedenen Charakteren. 

Dann sind { (t) und p(t) zueinander orthogonal. 

Zum Beweise der ersten Aussage wihlt man als Zwischengruppe U die 
Gruppe der Matrizen L von T (1) mit L=U* (mod Q) (k ganz). Aus der ersten 
Aussage folgt nach (T,, II), 8. 322 unmittelbar die zweite. Fiir die dritte Aus- 
sage setze man U gleich der Gruppe derjenigen L aus I’ (1), welche mod Q den 
R, mit (a,Q) = 1 kongruent sind. — Satz 12 ergibt sich im iibrigen ohne 
Benutzung des Schurschen Lemmas unmittelbar aus Hilfssatz 5. 


Nach diesem Satz 12 und (T,, II), Satz 35 la6t sich Satz 9 dahin erginzen, 
daB die Skalarprodukte 


(f(t)|T., p()) und (f(t), ~(t)|T7,) 


beide verschwinden, wenn /(t) und g(t) zu verschiedenen Teilern oder zu 
verschiedenen Charakteren gehéren. 

Uber das Verhalten der Skalarprodukte (f(t), y (t)) bei Ausiibung eines 
Operators 7’, [(n,Q) = 1] auf f(t) oder g (t) erkennt man nach (21) zunachst 


Satz 13. Es sei in den Bezeichnungen von Satz 5 S, = GS, (t, e,Q) eine 
echte Teilschar von So = Sp (t, e,Q), welche durch einen Operator T, mit 
(n,Q) = 1 in sich tibergefiihrt wird, Dann geht auch die Schar Sp = S(t, e,Q) 
der 2u S, orthogonalen Formen von Sp durch T,, in sich tiber; die Matriz A (n), 
die die Wirkung von T,, in einer aus zwei normierten Orthogonalbasen von S, 
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und S, bestehenden Basis von Sy beschreibt, zerjallt vollstindig in die S, und Ss 
zugehorigen Teilmatrizen. 

Die allgemeinste Aussage tiber das Verhalten der Skalarprodukte (/, p) 
bei Anwendung eines 7, auf / oder @ besteht in dem folgenden Satz, der 
sich unmittelbar aus den elementaren Eigenschaften des Skalarprodukts und 
dem Satz 9 ergibt. 


Satz 14. Es seien f; (t), fe (t), ..., fm (t) und ; (t), G2 (Tt), ---, Y(t) 
zwei Systeme von Formen aus S (t, e, Q); jedes dieser Systeme bestehe aus linear- 
unabhingigen Formen und werde durch Anwendung eines Operators T,, mit 
(n,Q) = 1 in sich tibergefiihrt. Ist demnach 

f () _ {hi (t), he (t), oon hn (z)}, q (t) — {91 (7), Pe (7), coe ?,(T)} 
mit 
f(t)\ 7, = A (m) F(t), @(t)| 7, = P () q (zx), 
ferner T = (y;,,) die Matrix der 
Yixn = (fc (7), x (7) (lsism,1sksy), 
so gilt die Matrizengleichung 
A (n) f = e(n) FP (n). 
Zum Beweise schlieBt man nach Satz 9 analog zu (22) mit 
A (n) = (Ave ()), P(m) =(o:2(m)) (4 =1,2,..., m bzw. yp): 


CIT we) = FA, Cm) (C2). 94 (2) 
= elm(f(e (2) 2,) = em) F 0,0) 1,00). 9, (0). 


Aus diesem Satz folgt zunichst von neuem, da8 die beim Beweise von 
Satz 5 auftretende Matrix A (n) der Gleichung (21) geniigt; dariiber hinaus 
aber noch folgendes: 

Satz 15. Es seien f(t) und p(t) zwei ganze Spitzenformen {I (Q), — r} 
vom gleichen Teiler t und vom gleichen Charakter e(n). Es seien ferner { (t) 
und  (t) Eigenfunktionen fiir einen Operator T,, mit (n,Q) = 1, also ' 

f(t)|T. = Anf(t), 9 (t)| Tn = On (t)- 
Dann ist entweder 
(23) An = Ons 
oder {(t) und g(t) stehen aufeinander senkrecht. 
Zum Beweise wende man Satz 13 auf die volle Schar GS (t, e,Q) und die 


von p(t) erzeugte eingliedrige Teilschar GS, (t, ¢,Q) an. Dann ergibt sich 
nach (21) 9, = ¢(m) 0, und daraus nach Satz 14 die Behauptung. 
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Aus diesem Satze geht hervor, daB zwei Formen aus Gp (t, ¢,Q), welche 
Eigenfunktionen bei allen Operatoren T,, mit (n,Q) = 1 sind, notwendig auf- 
einander senkrecht stehen miissen, wenn ihre Eigenwerte fiir ein einziges n 
nicht iibereinstimmen. 

Hieraus folgt 

Satz 16. Es sei (in den Bezeichnungen von Satz 5) p(t) eine Form aus 
So (t, e,Q) und p(t) Higenfunktion fiir alle Operatoren T, mit (n,Q) = 1. 
Bezeichnet n,, den Eigenwert von gy (t) bei Anwendung von T,,, so gibt es einen 
Indexwert i = a, so dag 

"Nn = @, (n) fiir alle natiirlichen n mit (n,Q) = 1. 


Jede der in Satz 5 erklarten Scharen Sp (t, e,Q) zerfallt auf eine und nur 
eine Weise in Teilscharen S,, So, . . ., Sz, . - -» Sm der folgenden Beschaffenheit: 
Jede Teilschar S, (1 Sk S m) besteht aus lauter Eigenfunktionen gegeniiber 
allen Operatoren T,, [(n,Q) = 1]; alle Formen von S, haben bei Anwendung 
eines jeden T,, die gleichen Eigenwerte. Dagegen haben irgend zwei Formen, die 
aus den verschiedenen Teilscharen S,, S, (j + k) stammen, bei Anwendung von 
mindestens einem T,, [(n, Q) = 1] zwei voneinander verschiedene Eigenterte und 
stehen daher aufeinander senkrecht. 

Die (formal unendlichen) Eigenwertvektoren 0,, 09, .. ., 04, -.-, 0,4, deren 
i-ter 0, die Komponenten w, (n) (n > 1, (n,Q) = 1) aufweist, zerfallen in genau 
m Systeme von untereinander gleichen Vektoren. Jeder solche Vektor 0, (1 Si Sp) 
faBt die Rigenwerte der Formen genau einer Teilschar S, (1 < k S m) zusammen; 
er tritt unter allen 0, (1 S it S pu) genau so oft auf, wie der Rang von S, angibt. 
Jede Basis von Sp (t, 2,Q), die aus lauter Eigenfunktionen gegeniiber allen 
T,, {(m,Q) = 1] besteht, setzt sich aus Basen der siimtlichen Teilscharen 
Si, Sg, ..., Spy... ., S_ zusammen. Die in Satz 5 genannte Basis der v, (t) 
(1 Si Sp) tst als normierte Orthogonalbasis von lauter Kigenfunktionen gegen- 
tiber allen T,, [(n,Q) = 1] dann und nur dann bis auf die Reihenfolge und kon- 
stante Faktoren des Betrages 1 eindeutig bestimmt, wenn alle Teilscharen S, 
(lsSk<sm) eingliedrig sind, d.h. wenn m=" ist. Dieser Sachverhalt 
(m = p) liegt dann, aber (wie die Theorie in § 3 zeigt) nicht nur dann vor, wenn 
t = 1 ist, oder wenn jeder Primteiler von t in t, aufgeht. 

Aus Satz 16 folgen die Eindeutigkeitsaussagen iiber die Dirichlet-Reihen 
des Satzes 6. Denn selbstverstindlich ist irgendeine, aus lauter Eigen- 
funktionen gegeniiber allen T,, [(n,Q) = 1] bestehende Basis von Sp (t, ¢, Q) 
als solche dann und nur dann bis auf die Reihenfolge und konstante Faktoren 
eindeutig bestimmt, wenn die in Satz 16 formulierte Eindeutigkeitsaussage 
iiber die v, (t) (1 < 4 S ,) zutrifft, d. h. wenn alle Teilscharen S, (1 < k < m) 
eingliedrig sind, d. h. wenn m = , ist, d. h. wenn alle « Vektoren o, (1 SiS) 
voneinander verschieden sind. 
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Die Giiltigkeit dieses Eindeutigkeitssatzes hat, wie man leicht einsehen 
kann, eine sehr weittragende Bedeutung. Denn es besteht der folgende 

Satz 17. Es gelte der genannte Hindeutigheitssatz, d.h. es seien die in 
Satz 16 erklarten Eigenwertvektoren 0, (1 S 1% S yu) sdimtlich voneinander ver- 
schieden.  Bezeichnet T irgendeinen linearen Operator, der die Schar 
Sp (t, e,Q) als ganzes in sich tiberfithrt, und der mit allen T, [(n,Q) = 1} 
vertauschbar ist, so ist jede Form aus Sp (t, ¢,Q), die Eigenfunktion gegeniiber 
allen T,, ((n,Q) = 1) ist, auch Eigenfunktion des Operators T. Dies gilt also 
fiir die Formen 0,(t) (1 Si Sp) (und nur fiir diese). Ist insbesondere die 
Schar So (t, ¢,Q) invariant gegeniiber allen Operatoren T‘ (m2 1), so sind 
all (2) igenfunlsionengopeniber allen Operatoren (1S 4S p.m & 
es gilt in Sp (t, e,Q) also das Hauptachsenth 

Die Schar Sp (g) der Invarianten der enn? , (q) gibt ein Beispiel dafiir, 
daB die Voraussetzung des Satzes 17 nicht eine notwendige Bedingung fiir die 
Giltigkeit des Hauptachsentheorems darstellt. 








§ 3. 
Theorie der Primzahlstufe Q = g. 


Eine entscheidende Rolle spielt hier der folgende Satz von Hecke [(T,, II), 
8. 329, s. auch (T, 1), Satz 19], den ich unter den Voraussetzungen seiner 
spiteren Anwendungen fiir beliebige Stufe Q formuliere. 


Satz 18. In den Bezeichnungen von Satz 5 sei entweder t = 1 oder jeder 
Primteiler von t auch Teiler von t,. Dann ist (bei Wahl einer beliebigen Basis 
von Sp (t, e,Q)) der Ring, der von den dieser Basis zugeordneten Matrizen A (n) 
mit (n,Q) = 1 erzeugt wird, maximal, d.h. jede mit allen i (m) vertauschbare 
Matriz gehért dem Ringe an. 

Von hier ab wird vorausgesetzt, daB die Stufe Q eine Primzahl 
Q=q23 ist. 

Nach der Theorie in (T,, II), §12 treten drei Typen von invarianten 
Formenscharen vom Teiler ¢ = q auf. Sie sind in (T, II), Satz 55, 56, 57 
beschrieben. Dabei wird hier und im folgenden unter einer invarianten 
Formenschar eine Formenschar verstanden, die durch alle Operatoren 
T*, (m = 1) in sich iibergefiihrt wird ; t bezeichnet den Teiler der Formenschar. 

Die beiden Scharen aus Satz 56 gehéren zu zwei verschiedenen konjugiert- 
komplexen Charakteren éo (), @, (m). Da nach (T,, II), Satz 48 die Matrizen 
A, () und A,,1() fiir (n,Q) = 1 bis auf einen skalaren Faktor mit den zum 
gleichen » gehérigen Matrizen iibereinstimmen, nach denen sich eine Basis 
einer Schar vom Teiler 1 umsetzt, ist der Ring, den die A, (m) erzeugen, und 
ebenso der Ring, den die A,, ,(m) erzeugen, maximal [(n,Q) = 1]. Der erste 
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enthilt also die Matrix A, (q), der zweite die Matrix A, ,(q), und diese beiden 
Matrizen erlangen von selbst Diagonalgestalt, wenn man die A, (m) und die 
Ag+1 () [(n,Q) = 1] gem&B Satz 5 auf Diagonalgestalt transformiert. 

Die gleiche Methode liefert das analoge Ergebnis fiir die Schar vom 
Teiler g aus Satz 55 (T,, II), vorausgesetzt, daB die dort erklirte Rangzahl ¢ 
verschwindet. 

Die Schar vom Teiler g aus Satz 57, die aus den beiden verwandten Dar- 
stellungen des Grades {f = } (¢ + 1) entsteht, laBt sich wie folgt behandeln: 
Nach (T,, II), Satz 52 besteht die Untergruppe & aus den Automorphismen fy, 
wo N ein quadratischer Rest mod q ist. Wir wihlen den identischen Auto- 
morphismus £, und den Automorphismus £, mit einem festen Nichtrest 
vy mod q als Reprisentanten der beiden Nebengruppen von 4. Die in (T, II), 
Satz 57 genannten 4 (y+ 1) = / invarianten Scharen bezeichnen wir mit 
S, (1 Si Sf); S, sei die Schar vom Teiler g. Hier zeigt nach (T,, II), Satz 47a 
jede der beiden Teilscharen von GS, (1 <1 < /), die den Resten bzw. Nicht- 
resten mod g gem&B (T,, II), Satz 52 zugeordnet sind, das Verhalten (TT, II), 
Gleichung (43) bei Ausiibung derjenigen 7,,, deren n ein quadratischer Rest 
mod q ist. Wenn dagegen n ein quadratischer Nichtrest mod q ist, dann ver- 
tauschen sich die beiden Teilscharen, und zwar so, daB wieder die Matrizen 
auf den rechten Seiten der (T,, II), (43) entsprechenden Gleichungen, welche 
die eine Teilschar in die andere iiberfiihren, von i unabhingig sind, da8 aber 
links der Faktor 7,(N) bzw. x, (N) x; (»*) [NV =v } (mod q)] auftritt, je 
nachdem, ob man von den Resten zu den Nichtresten iibergeht, oder umgekehrt. 
Nun finden sich nach (T, II), Satz 36 unter den Charakteren ¢,(n) der 
4(g— 1) Scharen S, vom Teiler 1 (1 Si <}(g—1)) sdmtliche Rest- 
charaktere ¢(n)modg, welche die Bedingung ¢(— 1) = (— 1)’ erfiillen. 
Daher und wegen der Formel e, (mn) = , (n*) x (n) finden sich auch unter den 
a (n*) (1 Si S4(q — 1)) sémtliche Charaktere auf der Gruppe der Reste 
mod q; insbesondere gibt es also einen Indexwert i = A, fiir den x,(n*) = 7, (n*) 
bei beliebigem n. Fiir die eine Schar S, vom Teiler g bedeutet dies, daB der 
Ring, den die in G, erklarten Matrizen A, (n) mit (n, q) = 1 erzeugen, maximal 
ist, weil A,(m) mit A, (m) tibereinstimmt. Hieraus folgt wieder, daB A, (g) 
automatisch Diagonalgestalt erhalt, wenn man die A, (nm) mit (n,g) = 1 
gem&B Satz 5 auf Diagonalgestalt transformiert. 

Die in Satz 55 erklarte Schar vom Teiler q erfordert eine etwas ausfiihr- 
lichere Diskussion, falls, was nun vorausgesetzt werde, die Vielfachheit e > 0 ist. 

Diese Schar Sp (q) besteht aus den simtlichen Invarianten der Gruppe 
T, (q); die Dimension — r der Formen von Gp (q) ist gerade. Wir verschaffen 
uns eine Basis von Sp (g) in folgender Weise: Es sei zunachst 


h (t), fe (t), oe ep iP (t) 
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ein volles System linear-unabhingiger ganzer Spitzenformen zur vollen 
Modulgruppe, und zwar sei nach Satz 4 des ersten Teils 


fe (t)| 7. = 4 () fi, (2) (lstse, n 21). 


Dabei ist, wie angedeutet, » eine beliebige natiirliche Zahl, und es kann 
unter 7,,, wenn (n,q) = 1, der auf der Stufe q erklirte Operator verstanden 
werden. Hingegen hat man hier und im folgenden zwischen dem auf der ersten 
Stufe erklarten Operator 7, und dem auf der q-ten Stufe erklarten Operator T' 
zu unterscheiden. Der Fourier-Koeffizient von e***‘* einer jeden Form 
i, (t) (1 SJ Se) sei = 1, 80 daB die f, (t) auf der ersten Stufe zugeordnete 
Dirichlet-Reihe H, (s) eine Eulersche Produktentwicklung besitzt. 


Zu diesen Formen f,(t) (1 Se) nehmen wir nun die Formen 
f? (t) = f (qt) (lsitse) 


hinzu. Aus (T,, II), Satz 41 folgt, daB die 2¢ Formen /;, (t) und f¥ (rt) zu- 
sammen linear-unabhingig sind. Man zeigt iiberdies, etwa auf Grund von 
(T,, II), Satz 42 oder nach dem Beweise von (T,, II), §7, Hilfssatz 3, daB 


FF-(t)| Pn = 4 () fe () (lstse; 7, = Th; 221, (n,9) = 1). 


SchlieBlich ergiinzen wir die 2 e Formen f; (t), /* (t) zu einer Basis von Sp (q), 
indem wir eine orthogonal-normierte Basis der zu allen /,,/* (1 Si Se) 
orthogonalen Teilschar innerhalb GS, (g) anfiigen. Nach Satz 13 und Satz 5 
werde erreicht, daB die neuen Basisformen g, (t) (1 St S z — e) sémtlich 
Eigenfunktionen gegeniiber allen auf der Stufe q erklarten 7, mit (n,q) = 1 
sind. Die Anordnung der damit aufgestellten Basisformen von Gp (q) sei mit 
p = = —e diese: 


(24) 91 (t), Jz (t), de | In (t), f? (t), fF (t), e009 ft (tr), hi (t), fe (t), eee f.(t). 


Das Verhalten der /,(t), ff (t) bei Anwendung des Operators T! wird 
durch héchst einfache Formeln beschrieben. Man erkennt zunachst unmittelbar, 
daB 


ff (x) |T¢ = fe (x) (lsise). 
Ferner ergibt sich aus der Definition der Operatoren T, und T, dab 


q A(t) +h) | 72 = f(T, = oMht) Asise, 


also 


f(t) | T2 = — Qe + 6) Kel) (l Ste). 





Konstruktion der Lésungen einer Riemannschen Funktionalgleichung. II. 59 


Demgema8 schreiben wir die Umsetzungsmatrizen der Basis (24) bei Anwen- 
dung der Operatoren T,, [(n,q) = 1] und T¥, indem wir sie nach dem Be- 
setzungsschema (z — e, e, e) aufteilen, wie folgt: 


A(n) O 0 
A (n) = ( O Pin) O ((m,q) = 1). 
O O P(n) 
P (mn) = (0; (m) 5,4) (G,& = 1,2,...,¢), 
A(n) = (8; (m) 4, ,) (é,&4 = 1,2,...,.2—e), 
A(q) G H 
A(@ = (0 0) I | 
0 —¢g-'I P(g) 


Hier bezeichnet O die Nullmatrix der betreffenden Zeilen- und Spaltenzahl, 
I = I, die Einheitsmatrix von e Zeilen und Spalten, P (q) die oben erklarte 
Matrix P (nm) mit g an Stelle von n. 

Nun ziehen wir den wesentlichen Schlu8 dieser Untersuchung: Der 
Ring &, der von den Matrizen “e ol [(n,q) = 1] erzeugt wird, ist maximal. 
Denn sind 
(25) Galt) = (Fale), Fa(t),-. Fa(t)) (hk = 1,2,...,9) 
die qg gegeniiber den 7,, mit (m,q) = 1 invarianten Systeme, die aus der 
normierten Darstellung von ©, nach (T,, II), Satz 55 entspringen, und ist 
unter diesen {§, (t) das (einzige) System vom Teiler q, so bilden die Formen 


(26) F(t), F(t), «+» FG (t)s fr (ts halt), «+» fel) 
eine Basis von So (q). Die Matrix, die die Basis (26) in die Basis (24) iiberfiihrt, 


AB 
hat im Besetzungsschema (z, e) die Gestalt ( 0 1): und daher setzt sich das 


System §, (t) bei Anwendung eines 7,, mit (n,q) = 1 nach der Matrix 
_ _— A(n) 0 
M(n) = 4-" ( 7 Pin))4 
um. Andererseits erfahrt jeder Vektor , (t) (1 < h S g — 1) durch dieses T,, 
die“ Transformation mit der Matrix z¥(n) M(n), wo z% (mn) einen Rest- 
charakter mod qg bezeichnet, also A%,(t) die Transformation mit der 


A 
Matrix 7* (n) -( ryan und damit ist nach Satz 18 die Maximalitaét des 


Ringes ® bewiesen. 
Nun hat die Vertauschbarkeit der Matrizen A (n) und A (q) zur Folge, daB 
A(n) O , A(q) G ‘ Aq) #H 
(" Pin) mit ("Q o) und mit ("5 Pia) 


vertauschbar ist. Daher besitzt A(q) Diagonalgestalt und G und H sind 
beide gleich .O. 
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Zur Diagonaltransformation von A (q) andern wir die Reihenfolge der 
Basisformen (24) in die Anordnung 
(27) 91 (t), 92 (t), er In (t), h (t), ff (t), he (t), hs (t), sey % (t), Pa (t) t 
ab. Die Matrix A* (q), nach der sich diese Basisformen bei Anwendung von ; 
se umsetzen, hat im Besetzungsschema (z — e, 2) die Gestalt 

2 0 

(28) ar =(“? 
wo K eine Kiastchenmatrix des Grades 2¢ bezeichnet: K enthilt e zweireihige 
Diagonalkastchen K,(1 1% e) und auBerhalb dieser nur Nullen als 
Elemente; 


K, = (0 5 .") (lsise). 


Wir schreiben mit nicht-negativem oder positiv-imaginérem Wurzel- 


zeichen 
& = & (9g) = 4.0:(9) + 4 Ves(g?® —4¢q7-', 


indie 1 ; 

f=) =te—Wea@roigs | TS 

und erkennen, da8 A*(q) dann und nur dann auf Diagonalgestalt transformiert 

werden kann, wenn &, + é, fiir alle i = 1, 2, . . ., e, oder, was dasselbe besagt, 

wenn 0; (q) + + 2 Fae "(1 <ise). In jedem Falle aber sind die Formen 

M(t) =A) — ER), w=) -—ER(e) (lsStse) 

simtlich Eigenfunktionen gegeniiber allen Operatoren T*% (m > 1), und zwar 

sind ihre Eigenwerte zum Operator 7 gleich £; bzw. &,. Diese Zahlen é,, &; 

sind die Nullstellen des g-Faktors in der /, (t) auf der ersten Stufe zugeordneten 

Dirichlet-Reihe. Daher gestatten die den Formen g, (t) und y,(t) auf der 

Stufe q zugeordneten Dirichlet-Reihen L, (s), M, (s) die Eulerschen Produkt- 
entwicklungen 


L,(s) = r(\-4 _ ~ It al p’ ) 1 


M,(s) = q-* (1 - ay I (- un ay 1 ISise). 


Die Diagonaltransformation der Matrix A* (q) wird, wenn sie méglich ist, 
durch Einfiihrung der Formen 9, (t), y, (t) an Stelle der Formen /; (t), /¥ (t) 
(1 St Se) in die Basis (27) bewirkt. Man erhalt dann durch diese Ersetzung 
eine Basis von Sp (g), die aus lauter Eigenfunktionen gegeniiber allen Opera- 
toren T? (m = 1) besteht. Im iibrigen existieren bei gegebenem r nur endlich 
viele Primzahlstufen g, bei denen die genannte Transformation nicht aus- 
fiihrbar ist. Denn alle 0, (n) (1 <i Se, m ] 1) liegen in dem reellen alge- 
braischen Zahlkérper K, der aus dem Kérper der rationalen Zahlen durch 
Adjunktion der 9, (n) mit i, n = 1,2,...,¢ hervorgeht.. Wenn sich A* (q) 
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nicht auf Diagonalgestalt transformieren laBt, so gilt eine der beiden 


Gleichungen 9, (q) = + 2 qt *~ fir mindestens ein i (l St sSe), K ent- 
halt also wegen r = 0 (mod 2) die Zahl jg. Das aber kann nur fiir endlich viele 
Primzahlen q zutreffen. 

Wir formulieren die in diesem Paragraphen bewiesenen Sitze iiber die 
invarianten Scharen vom Teiler q der Primzahlstufe q folgendermaBen: 


Satz 19. Es sei q eine Primzahl > 3. Die aus den irréduziblen normierten 
Darstellungen der Grade f = q + lundf = 4 (gq + 1) entspringenden invarianten 
Scharen vom Teiler q haben die Eigenschaft, daB der von den zugehérigen 
Matrizen 1 (n) mit (n,q) = 1 erzeugte Matrizenring maximal ist. Die (bis auf 
die Reihenfolge und konstante Faktoren eindeutig bestimmten) Basisformen, die 
siimtlich Eigenfunktionen gegeniiber allen Operatoren T,, [(n,q) = 1] sind, sind 
automatisch paarweise orthogonal und Eigenfunktionen bei allen Operatoren 
T? (m=). 

Es bezeichne So (q) die Schar der Invarianten der Gruppe I, (q). Vom 
den in Satz 16 erklarten Teilscharen S, (1 S k S m), die in der Anzahl.m = x 
vorhanden sind, haben x — eden Rang 1 und eden Rang 2. Die Basisformen (27) 
von Spo (q) sind stimtlich Eigenfunktionen fiir alle T,, [(n,q) = 1], und die ihnen 
(nach Hinzufiigung geeigneter konstanter Faktoren) zugeordneten Dirichlet- 
Reihen haben sémtlich eine Eulersche Produktentwicklung beziiglich aller Prim- 
zahlen p, einschlieBlich p = q; indessen ist der Nenner des q-Faktors bei den 
Dirichlet-Reihen zu f,(t), ff (t) (auch abgesehen von dem Faktor q-*), nicht 
linear, sondern quadratisch in q-*. Die Basisformen (27) setzen sich bei An- 
wendung von T! nach der Matrix A* (q) aus (28) um. Dann und nur dann, wenn 


olg) + + 2qt—” fiir alle i = 1,2,...,¢ (was bei gegebenem r fiir alle 
Primzahlen q mit héchstens endlich vielen Ausnahmen zutrifft), existiert eine 
Basis von Sp (q), die aus lauter Eigenfunktionen gegeniiber allen T%, (m = 1) 
besteht. Die Basisformen sind hierdurch bis auf die Reihenfolge und konstante 
Faktoren eindeutig bestimmt. Die ihnen zugeordneten Dirichlet-Reihen haben 
Produktentwicklungen von der Gestalt (T,, 11), Gleichung (20) (mit Zahlen an 
Stelle von Matrizen). 

Die charakteristischen Wurzeln der Matrix A* (q) zerfallen gema8 der 
Darstellung (28) in zwei-vdllig verschiedene Typen. Der eine Typus, die 
charakteristischen Wurzeln der Teilmatrix A (q), ist ‘nur durch die Theorie 
der Stufe g zuginglich. Ein von Herrn Hecke im Spezialfall e = 0 kiirzlich 
entwickeltes Verfahren *) zur Berechnung dieser Eigenwerte laBt sich wortlich 
auf den allgemeinen Fall (e > 0) iibertragen. Es zeigt sich, daB die genannten 


elliptischen Modulfunktionen; erscheint im Furtwangler-Festband der Monatshefte 
fiir Mathematik und Physik, Wien. 
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Eigenwerte samtlich gleich + q? r oder — q? p sind, und daB der Anzahl- 
iiberschu8, also die Spur der Matrix A (qg), durch die am SchluB der zitierten 
Arbeit angegebene Formel mit der Klassenzah] des imaginarquadratischen 
Zahlkérpers R (V—q) zusammenhaingt. Den anderen Typus der charakteri- 
stischen Wurzeln bilden die Zahlen &,, &;(1 <i <e), die bereits durch die 
Theorie der ersten Stufe volistandig erklart sind. Auf sie bezieht sich die ein- 
gangs erwahnte verallgemeinerte Ramanujansche Vermutung. 

Zum SchluB soll unter Heranziehung der Ergebnisse des § 2 die Frage 
erértert werden, durch welche Matrix sich der Ubergang von der Basis (24) 
der Schar S, (qg) zu einer anderen Basis vollzieht, in der die Formen der 
normierten Darstellung G, von den Formen /, (t) der Stufe 1 getrennt auf- 
treten. 

Es bezeichne S, die von den Komponenten von %, (rt) aufgespannte 
lineare Teilschar von Sp (q). S, ist gegeniiber allen T,, mit (n, q) = 1 invariant 
und iiberdies nach Satz 11 als die zu allen /,; (t) (1 < + S e) orthogonale Teil- 
schar von GS» (gq) gekennzeichnet. Daher liegen die Formen 


91 (T), 92 (T), ---, Jp (T) 


in S,. Nach Satz 13 la8t sich das System dieser Formen zu einer normierten 
Orthogonalbasis 


G (t) = {91 (4), ge (T), ~~ +5 Go (T)s Go+i(T)s -- +» Gu (T)} 
von GS, erginzen, deren Komponenten samtlich Eigenfunktionen fiir alle 
Operatoren T,, mit (n,q) = 1 sind. 

Dieser Vektor g (t) spielt in dem urspriinglichen System der normierten 
Darstellungen ©, die Rolle des Vektors §, (t). Man erkennt dies, indem man 
die Matrix P, die %, (t) in g (t) = P§&, (t) iiberfiihrt, auf alle Vektoren %, (7) 
(lsh <q) anwendet. Wird g,(t) = P§,(t) (1 Sh Sq) geschrieben, 
so setzen sich die i-ten Komponenten (1 <i < 2; 7 fest) der simtlichen 
Vektoren g, (t) (h = 1,2,...,q) bei Anwendung der Substitutionen LZ aus 
T'(1) nach den gleichen Matrizen C (L) um, nach denen sich die i-ten Kompo- 
nenten der Vektoren {, (t) selbst umsetzen. Uberdies erfahren alle g, (rt) 
bei Anwendung der 7, mit (n, gq) = 1 und in den Bezeichnungen von (T,, II), 
Satz 48 die Umsetzung 

G»>(t)| TZ. = Val) gat); Va(m) = xa (m) V (mn) = n(n) Pa(n) P-? 

(ls hs q), 
wo wieder V (mn) von h unabhiangig ist. Nach der angegebenen Konstruktion 
haben alle V (n) [(n,¢) = 1] Diagonalgestalt. 

Wir nennen jetzt § (t) den Basisvektor iiber Sp (g) mit den Kompopenten 
(24), q (t) den Basisvektor iiber Sp (q) mit den Komponenten g, (t) (1 <% < 2), 


Dap hes. 





Tap eyes- 
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i, (t) (1 St Se). Die Komponenten von q(t) sind paarweise orthogonal. 
Fiir die Komponenten von 5 (r) gelten die folgenden Orthogonalitatsrelationen : 


(9: (t), fF (t)) = (Q(t), f(t) =9 (lSisaz-e, 1Sk<e), 
(9: (t), Ge (t)) = See (i,k = 1,2,...,2—e), 
(f(z), fe (4) = 0 (i,k = 1,2,...,e; ik). 
Aus der letzten Relation ergibt sich nach Hilfssatz 4 [e =g=¢,S= a 4) 
(fF (x), fF (x) = 0 (i,k = 1,2,...,e; +b). 
SchlieBlich entnimmt man aus Satz 15, daB 
(f(t), fF (x) = 0 (6,4 = 1,2,...,¢; ¢ + k), 
vorausgesetzt, daB q > e ist. Denn die Komponenten der voneinander linear- 
unabhangigen Vektoren 
Tt; = {0, (1), 0% (2), ee hy 0: (e)}, tT, —_ {o. (1), Ox (2), er ey Ox (e)} 


treten als Eigenwerte von /,(t) bzw. ff (t) bei Anwendung der 7, mit 
1 sn se auf, weil diese » zu q prim sind. 


Aus diesen Orthogonalitatsrelationen folgt zunachst, daB die Matrix W, 
die q(t) in 5 (t) = W q(t) iiberfiihrt, im Besetzungsschema (zx — e, e, e) 


die Gestalt 1oo 

W=|0 Y 2| 

00! 
aufweist, wo D eine e-reihige Diagonalmatrix bezeichnet. 
Hier kann nun durch eine Permutation, die auf die Komponenten 
In+1 (7), Jn+2 (t), s+ Ge (t) 

von q(t) anzuwenden ist, erreicht werden, daB auch Y zu einer Diagonal- 
matrix wird. Denn sowohl der von den Matrizen V, (m) als auch der von den 


A 
Matrizen ( i. Pia) [(n, q) = 1] aufgespannte Ring ist maximal. Beide 


Ringe fallen daher mit dem Ringe Rp aller Diagonalmatrizen des Grades x 
zusammen, in welchem durch die Transformation mit der Teilmatrix 


Wt = C ’) von W ein Automorphismus induziert wird. Daraus folgt, 
daB Y nach einer Zeilenpermutation Diagonalgestalt annimmt. 

Satz 20. Es sei (in den Bezeichnungen von (T,, Il), Satz 55) q > e. Jeder 
Basis von der Gestalt und den Eigenschaften der Basis (24) von Spo (q)-entspricht 
eine weitere Basis 

q(t) = {91 (7), go (t), -- + 95(T)s Go41 (T)s - + +» Ge (T)s fi (4), «+ +» fe (T)} 
von Sp (q) der folgenden Beschaffenheit: Zu jeder Form g, (t) (1 Si S 2; 4 fest) 
gehéren q Formen g}(t) [h = 1,2,...,9; 9f (t) = 9; (t)] derart, dap diese 
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q Formen g* (t) sich bei Anwendung der Substitutionen der vollen Modulgruppe 
nach der gegebenen irreduziblen normierten Darstellung ©, umsetzen; insbe- 
sondere haben also alle Formen g’ (t) (1 Si < 2,1 Sh Sq — 1) den Teiler 1. 
Die Formen g; (t), .. -, 9p (T), Gp +1 (7), - - - Ge (4) bilden ein normiertes Ortho- 
gonalsystem und stehen tiberdies stimtlich auf allen’ Formen {,(t), ..., fe (t) 
senkrecht. Bei Anwendung der Operatoren T,, mit (n, q) = 1 erfahrt jeder Vektor 

, (t) = (oh (t), gh (t), ..-, gh(T)} (’lshksq) 
die Umsetzungen durch die Matrizen x, (n) V (n), wo V (m) eine von h unab- 
hiingige Diagonalmatriz, 7, (n) den in (T, II), Satz 48 definierten Charakter 
bezeichnet. Die Matrix W, welche q(t) in die Basis (24) von Spo (q) diberfihrt, 
hat im Besetzungsschema (x — e, e, e) die Gestalt 


I O -4 
W= 0 dD, De}. 
0 0 T/} 


Hier werden durch I Einheitsmatrizen der betre{fenden Grade, durch O Null- 
matrizen und durch D,, D, Diagonalmatrizen dargestellt. 


(Eingegangen am 19. 4. 1939.) 


Anmerkung bei der Korrektur. 

1. In dieser Zerlegung der Matrix W sind die Elemente der Diagonalmatrix D, 

reell. Denn ist {(r) eine ganze Spitzenform der vollen Modulgruppe, /*(r) = / (qr), 
0-1 
Z= * ; ), 80 gilt 
f(x) |Z=fP(r), 2o=—dql. 
Daraus ergibt sich nach Hilfesatz 4: 
ms | _— + 
Np, = UBD jg, =e NIZ Vp, = IM: 

Also ist (/, /* re reell und die Behauptung bewiesen. 


2. Wenn eine Dirichlet-Reihe D(s), die einer ganzen Modulform {I(Q), —r} 
entepricht, eine Eulersche Produktentwicklung beziglich aller Primzahlen p mit 
(p,Q) = 1 besitzt, so hat sie die Gestalt 

Ds) = K (8) P(s; e,Q, 0); 
hier bezeichnet P (s; ¢,Q,0) ein Produkt von der Gestalt der unendlichen Produkte 
(aiber die p mit (p,Q) — 1) aus Satz 6, und K(s) eine Dirichlet-Reihe, in der nur 
tiber die aus Primteilern g der Stufe Q zusa tzten natiirlichen Zahlen 
summiert wird. Ich habe nun inzwischen bemerkt, daB sich die Struktur der 
Funktionen K(s), die in diesem Zusammenhange auftreten, mit vdllig elementaren 
Methoden bestimmen la8t. Wenn zudem neben P(s;¢,Q,0) auch K(s) in ein 
Produkt von Dirichlet-Reihen zerlegt werden kann, in deren jeder nur die Potenzen 
einer einzigen Primzahl vorkommen, so l&8t sich auch die Struktur der Faktoren 
dieses Produkts bestimmen. Die in der Uberschrift formulierte Aufgabe wird da- 
durch insofern gelést, als sie auf die Diskussion der linearen Relationen zwischen 
denjenigen wohlbestimmten elementaren Funktionen zurickgefihrt ist, aus denen 
sich die genannten K (s) linear mit konstanten Koeffizienten kombinieren. 





Uber die Iteration der ganzen transzendenten Funktionen, 
insbesondere von sin 2 und cos 2’). 
Von 


Hans Tépfer in Hilden (Rheinland). 
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I. Einleitung. 


Nachdem durch Fatou?) die Grundlagen fiir die Iteration ganzer trans- 
zendenter Funktionen mit dem Beweis der untenstehenden Sitze I, II und IIT 
gelegt worden sind, sollen in der vorliegenden Arbeit einige allgemeine Sitze 
bewiesen und die elementaren ganzen transzendenten Funktionen sin z und 
cos z, deren Behandlung mit auch anderweitig verwendbaren Methoden ge- 
schehen wird, iteriert werden. 

Ist F (z) eine ganze transzendente Funktion, so sind ihre Iterierten F, (z) 
definiert mit: 

F,(z) = F(z); F,(z) =F (F,_,(2), (vy = 2,3,...). 


=—9 


Eine Punktmenge $ heiBt ,,invariant‘‘, wenn mit z auch F (z) in $ liegt; 
sie heiBt ,,vollstaéndig invariant’, wenn auBerdem aus F (z) c $ stetsz c P 
folgt. Gilt z, = F, (zo), so ist z, der ,,v-te Nachfolger“ von zp; wird fiir ein z_, 
die Gleichung F, (z_,) = 2 erfiillt, so ist z_, ein ,,»-ter Vorginger“ von 2p. 
Alle Nachfolger jedes Punktes einer invarianten Punktmenge $ liegen in P; 
alle Nachfolger und alle Vorgiinger jedes Punktes einer vollstandig invarianten 
Punktmenge $ liegen in BP. 


1) D 38. Die vorliegende Arbeit wurde von der Philosophischen Fakultét 
der Universitat Kéin als Dissertation angenommen. — Anregung und Férderung 
durch Prof. Dr. H. Cremer. 

%) Fatou, Sur l’it¢ration des fonctions transcendentes entiéres, Acta mathematica 
47 (1926). 
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Falls F (z) einen Ausnahmewert A besitzt, ist er nach Picard der einzige 
und F (z) hat die Form: 


F (z) = A+ P(z)e®, 


wobei P (z) ein Polynom und G (z) eine ganze Funktion ist. Im speziellen 
Fall 
F (z) = a+ (e—a)*e® 


(u ganze Zahl = 0), heiBe « ein ,,Fatouscher Ausnahmewert“ u-ter Ordnung. 
Offenbar besitzt jeder vom Fatouschen Ausnahmewert verschiedene Punkt 
unendlich viele Vorginger zweiter und héherer Ordnung?). 

Alle Punkte, in denen die Gesamtheit der F,(z) nicht kompakt *) ist, 
bilden die Menge , der stets auch der Punkt o zugerechnet wird. Ein ,,ab- 
stoBender Fixpunkt“ N-ter Ordnung z (Fy (z) =z, |F', (z)| > 1) gehért 
z. B. zur Menge %, ebenfalls ein ,,rational indifferenter Fixpunkt“ z (Fy (z) = z, 
Fy (z) = e****, wobei @ rational ist), wahrend ein ,,anziehender Fixpunkt*‘ 
z (Fy (2) = 2, |F'y (z)| <1)in %, der Menge aller Punkte, in denen die Folge 
der F, (z) kompakt ist, liegt 5). 

Unter einem Gebiet © (zur Unterscheidung mitunter auch 6, genannt) 
wird ein von Punkten aus § gebildetes Gebiet verstanden, dessen Rand zu § 
gehort. 

Die benutzten Satze von Fatou lauten: 


Satz I. Bei der Iteration einer ganzen transzendenten Funktion entsteht 
stets eine vollstiindig invariante und perfekte Menge §. 

Satz II. & ist identisch mit der Ableitung der Menge aller Fixpunkte. 

Satz III. Hin beschrinktes Gebiet A, das den eventuell vorhandenen Fatou- 


schen Ausnahmewert weder im Innern noch auf dem Rande enthdlt und im tibrigen 
beliebig ist, sei gegeben ; dann gibt es zu jeder Umgebung 6 eines beliebigen Punktes P 





3) Vgl. L.c., S. 338. 
*) Die Funktionenfolge F, (z) hei®t im Anschlu8 an Montel bei z, kompakt (Montel 
nannte es ,,normal‘, siehe z. B. Montel, Lecons sur les familles normales de fonctions 
~.analytiques et leurs applications, Paris 1927; die Topologie verwendet seit Fréchet 
die Bezeichnung ,,kompakt“, der auch jetzt der Vorzug zegeben werden soll), wenn eine 
Umgebung um 2, existiert, in-der folgendes gilt: Aus jeder beliebigen unendlichen 
Teilfolge der Gesamtheit aller F(z) lat sich stets eine unendliche Teilfolge aus- 
wahlen, die dort gleichmaBig gegen eine. endliche und damit regulare Funktion oder 
gleichmaBig gegen den Wert cc konvergiert. 

®) Eine Darstellung der Iteration der rationalen Funktionen, in der auch auf 
ganze transzendente Funktionen anwendbare Grundbegriffe und Satze niedergelegt 
werden. gibt Cremer, Uber die Iteration rationaler Funktionen, Jahresber. d. Deutsch. 
Math.-Ver. 38 (1925); dort findet sich auch ein Beweis fiir den obigen Satz. 
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von § ein N (P,d, A), 80 dag & durch jedes F, (2) mit » = N (P, 6, A) auf 
ein Gebiet abgebildet wird, welches A enthiilt. 


Il. Der einfache Zusammenhang der von § erzeugten Gebiete; 
die Héchstanzah! vollstindig invarianter Gebiete. 


1. Ist eine der Grenzfunktionen der F, (z) in einem Gebiet © nicht = o , 
so erhellt leicht*), da8 G einfach zusammenhingend ist. Im Falle jedoch, 
daB in G: lim F, (z) = ist, laBt sich a priori keine Aussage iiber den Zu- 
sammenhang machen; hier sollen in gewissen Fallen die unten gebrachten 
Feststellungen Abhilfe schaffen. 


Gegeben sei ein invariantes, einfach zusammenhingendes Gebiet 6. 
© wird nach Riemann durch eine regulére Funktion s + S (z), die, ab- 
gesehen von einer umkehrbar eindeutigen Abbildung des Kreises auf sich, 
eindeutig bestimmt ist, auf das Gebiet |s| <1 eineindeutig abgebildet. 
Da F(z) das Gebiet auf sich abbildet, existiert eine regulire eindeutige 
Funktion t = T (s), die |s| <1 auf |t| <1 abbildet und die Funktional- 
gleichung 

S (F (z)) = T (S (2)) 


erfiillt. ZT (s) ist zu untersuchen ’). 

Im Falle eines Zentrums *) ist die Schrédersche Funktion S (z) identisch 
mit der eben genannten Funktion S (z), wahrend T (s) speziell gleich e® *‘” s 
( irrational) ist. 

Die Bestimmung von 7 (s) wird (bei der Untersuchung von F (z) in 6) 
in manchen Fallen einfache geometrische Sachverhalte aufdecken, wahrend 
aber auch umgekehrt Abbildungen des Einheitskreises auf sich durch eine 
ganze transzendente Funktion, die ein invariantes Gebiet, besitzt, dessen 
Abbildung der gegebenen Abbildung des Einheitskreises auf sich entspricht, 
geometrisch besser gedeutet werden kénnen (siehe Iteration von cos 2). 


Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips und der Abbildung von 
[s| = 1 auf |t] = 1 kann T (s) nie ganz transzendent sein; dagegen besteht 
die Méglichkeit, daB 7 (s) rational wird (siehe Iteration von sin 2). 


6) Satz von WeierstraB; siehe auch Cremer, Uber die Schrédersche Funktional- 
gleichung und das Schwarzsche Eckenabbildungsproblem, Ber. d. Math.-Physik. KI. d. 
Sachs. Akad. d. Wissensch. zu Leipzig 84 (1933), S. 318. 

7) Diese Untersuchungen lassen sich auch auf ein mehrfach zusa haingendes 
Gebiet itibertragen. A 

8) Falls ein ,,irrational indifferenter Fixpunkt* [F (z) = z, F’(z) = et tio 
w irrational] zu § gehért, ist er ein Zentrum‘. Bisher hat sich noch kein Beispiel fir 
ein rationales oder- ganz transzendentes Zentrum finden lassen. Vgl. hierzu Cremer, 
Uber die Schrédersche Funktionalgleichung [siehe FuBnote %)]. 





5* 
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2. Nun ein Kriterium %): Evzistiert ein Gebiet Go, das ~ als Randpunkt 

besttzt, so sind alle Gebiete G,, die nicht mit Gp identisch sind, einfach 

hiingend; ist Go mehrfach enhiingend, so ist es vollstindig 
invariant. 

Dies la8t sich folgendermaBen beweisen: Sei 6* ein mehrfach zusammen- 
hangendes Gebiet; es enthilt also eine Kurve, die einen Punkt von § um- 
schlingt. Da eine ebenfalls von der Kurve eingeschlossene Umgebung des 
Punktes von § existiert, in die nach Satz III fiir alle n > N ein Vorginger 
n-ter Ordnung von Gy hineinreicht, und jeder Vorgiinger von G» auch als 
Randpunkt besitzt, so haben alle diese Vorginger von ©, mit der einfach 
geschlossenen Kurve, d. h. auch mit 6* Punkte gemeinsam, sind mit diesem 
folglich identisch. ©* geht durch alle F,, (z) (n => N) auf Gp iiber, das sich 
hiermit als invariant erweist. Nun ist aber jeder Vorgiinger von Gp 
invariant, da er o als Randpunkt besitzt (Wiederholung des obigen 
Beweisganges), ©, ist folglich vollstandig invariant und identisch mit dem 
mehrfach zagammenhingenden 6*. 


3. Das eben gebrachte Kriterium vermittelt z. B. die folgenden Resultate : 
Besitzt die Funktion F (z) einen zu § gehérigen asymptotischen Wert 6 
und enthalt ©) den nach o laufenden Weg, auf dem im F (z) = 6, so sind 


alle nicht mit Gp» identischen Gebiete G, einfach zusammenhangend. 


Besitzt F (z) einen Fatouschen Ausnahmewert « vom Grade u = 2 (oder 
vom Grade « = 1; in diesem letzteren Falle muS auBerdem vorausgesetzt 
werden, da8 er anziehend oder ein Zentrum ist), so sind alle durch § erzeugten 
Gebiete einfach zusammenhangend; die letzte Feststellung folgt leicht, wenn 
man bedenkt, daB Fatousche Ausnahmewerte vom Grad u => 2 anziehende 
Fixpunkte sind (F’ ().= O und lim F, (2) = « in dem zu « gehérenden Gebiet) 


und ebenso wie die vom Grade « = 1 asymptotische Werte darstellen. 


Weiter gilt: Existiert ein Gebiet G) derart, daB unendlich viele Vorginger 
erster Ordnung mindestens eines seiner Punkte einem Gebiet G_, (eventuell 
= G,) angehéren, so sind alle nicht mit G_, identischen Gebiete und, wenn 
Go + G_, ist, aile Gebiete einfach zusammenhingend. 


Existiert ein vollstindig invariantes Gebiet ©, so sind alle iibrigen 
eventuell noch existierenden Gebiete einfach zusammenhingend. Sind also 
mehr als ein vollsténdig invariantes Gebiet vorhanden, so sind alle durch § 
erzeugten Gebiete ©, einfach zusammenhingend. 








*) Diesem Kriterium lassen sich, etwa von Beispielen ausgehend (z. BP. Behand- 
lung von e*), weitere in der gleichen oder ahnlichen Art hergeleitete zufiigen; hier soll 
es nur auf die Darlegung der Methode ankommen. 
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4. Dieses letzte Ergebnis la8t leicht die Anwendung eines von Ahlfors?®) 
ausgesprochenen Satzes zu, der sich auf einfach zusammenhingende Gebiete 
bezieht. Das Ergebnis dieser Anwendung ist der folgende Satz, der wegen der 
Méglichkeit, daB die Menge § gemeinsamer Rand von mindestens drei 
vollstandig invarianten Gebieten sein kann ™), besonderes Interesse hat: 
Es gibt héchstens zwei vollstindig invariante Gebiete 12), Dies ergibt sich, da die 
von Ahlfors mit m, bezeichneten Werte in einem vollstandig invarianten Gebiet 
gleich o sind. 


III. Beweis, da8 die Menge § kein isoliertes Jordan-Kurvenstiick enthilt. 


Bei der Iteration der rationalen Funktionen untersuchte Fatou 1%) 
die Beschaffenheit der Menge § vor allem in dem Falle, daB sie eine 
der topologisch einfachsten Punktmengen, namlich eine Kurve darstellt 1). 
Die unten wiedergegebene Untersuchung fiir ganze transzendente Funktione: 
fiihrt zu folgendem Satz: 


Die Menge §& enthilt kein isoliertes Jordankurvenstiick. 


Anders formuliert: Es ist unmdglich, daB es einen Punkt P der Menge * 
gibt, um den eine Umgebung U existiert, so daB gilt: Es gibt eine solche 
topologische Abbildung des Kreises |s| < 1 auf U, daB die reellen s, und nur 
diese, auf die in U liegenden Punkte von § abgebildet werden. 


©) Siehe Ahlfors, Quelques Propriétés des Surfaces de Riemann correspondant 
aux Fonctions méromorphes, Bulletin de la Société Math. de France 60 (1932). 
Sein Satz lautet auf den vorliegenden Fall zugeschnitten: Sind g einfach zusammen- 
hangende Gebiete gegeben, die keinen Punkt gemeinsam haben, und nimmt man an, 
da% ein beliebiger Zweig der Umkehrfunktion einer ganzen transzendenten Funktion 
sich im Innern des »-ten Gebietes so fortsetzen l4Bt, daB in einem Punkte des Ge- 


bietes zum mindesten m, verschiedene Zweige erzeugt werden, 80 ist: x = =q-—2. 
me. 

1) Siehe Brouwer, Zur Analysis Situs, Math. Annalen 68 (1910), S. 427. 

12) Fatou behandelte die Frage der Héchstanzah] der vollstandig invarianten 
Gebiete fiir rationale Funktionen; seine Methode kann hier nicht tibernommen werden, 
da er wesentlich die endliche Anzahl aller vorhandenen Verzweigungspunkte verwendet. 
Siehe Fatou, Sur les équations fonctionnelles, Bulletin de la Société Mathématique 
de France 47 (1919), S. 183ff. 

18) Fatou, Sur les équations fonctionnelles, Bulletin de la Société Mathématique 
de France 48 (1920), S. 250. 

14) Er bewies dort, daB die Menge §§ auBer einem Kreisbogen keinen isolierten 
analytischen Kurvenbogen enthalten kann, und sprach aus, daB der Satz sich auch 
beweisen lieBe, wenn statt des analytischen Kurvenbogens ein Jordanbogen, der an 
jeder Stelle eine Tangente besitzt, angenommen wird. 











70 H. Tépfer. 


Beweis. Die Annahme, da8 ein Punkt P existiert, wird zum Widerspruch 
gefiibrt. Da in jedem Gebiet 6 héchstens ein Fixpunkt liegen kann 5), ent- 
halt U héchstens zwei in § gelegene Fixpunkte, alle iibrigen (siche Satz II) 
gehéren zu . Ein mit dem eventuell vorhandenen Fatouschen Ausnahme- 
wert « nicht identischer Fixpunkt Q der Menge § wird ins Auge gefaBt; er 
habe die Ordnung L. Nach Satz III besitzt er in U mindestens drei auf D, 
dem Bild der reellen s in |s| < 1, liegende, nach wachsendem s geordnete 
Vorgiinger Q' ,, Q?.,, Q%,, gleicher Ordnung A, wobei der , zwischen“ Q! , 
und Q3 , liegende Teil von D, er heiBe Do, keine weiteren Vorgiinger A-ter 
Ordnung von Q enthalt. Durch F, (z) wird Do auf eine in Q beginnende und 
endende und Q enthaltende Kurve €, abgebildet. Aus der Abbildung von Dy 
durch F, (z) ist klar, daB wegen der vollstandigen Invarianz von § und § 
in der Nahe eines jeden Punktes von €, die Menge § lediglich aus den Punkten 
von €, besteht. 

Diese letzte Feststellung fiihrt wesentlich die Entscheidung herbei: 
Da €, den Fixpunkt Q enthilt, ist es gegeniiber der Iteration von F, (z) 
eine invariante Menge. Fiir alle z aus € und ein hinreichend gewahltes 
reelles G gilt dann (vy = 1, 2,...) 


\F,1(@)| $6. 


Die bei der Iteration von F (z) entstehende Menge % ist identisch mit der bei 
der Iteration von F, (z) entstehenden Menge § **). Diese Feststellung vereint 
mit der Tatsache, daB in jeder Nahe von o Punkte aus § liegen, stellt einen 
Widerspruch zu Satz III dar, womit die Existenz eines Punktes P unméglich 
wird. 


IV. Uber die Struktur der Menge § bei abstoBenden Fixpunkten. 


Ist der abstoBende Fixpunkt a ungleich dem Fatouschen Ausnahmewert « 
erster Ordnung und erreichbarer Rand punkt eines invarianten, einfach zusammen- 
héingenden Gebietes ©, so gilt unter der Voraussetzung, daB der Multiplikator- 
F'(a) = re‘? nicht positiv ist (r > 1,0.< 9 <2 2): Fiir jeden in & liegenden 


45) Enthalt ein Gebiet G einen anziehenden Fixpunkt | n-ter Ordnung, so gilt 
fir allezin G: lim F,, (z) = 1. Wiirde in G neben/ noch ein anderer Fixpunkt !’ 
Ruse 


r=1,2,.. 


(U' ist anziehend oder ein Zentrum) von der Ordnung n’ liegen, so gilt lim F,,,(l')=V'; 
POSE, B, «ce 


dies steht im Widerspruch zu:!= lim F,,(l')= lim F (l’). Neben einem an- 
vai,2,... r=1,2 
ziehenden Fixpunkt kann also kein weiterer Fixpunkt in © liegen; 6 kann aber auch 
hochstens ein Zentrum besitzen, wie aus den Eigenschaften der in Il, 1 angegebenen, 
zu einem ,,Zentrumgebiet’‘ gehérenden Funktion 7 (s) hervorgeht. 
16) Dies gilt wegen des Satzes Il, da die Menge der aus der Iteration von F (z)- 


sich ergebenden Fixpunkte identisch ist mit der bei der Iteration von F L{?) entstehenden. 


rnn’ 
= bees 
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Weg € = z(t) (0 <t <1) mit Jim 2 (t) = a erfiillt die stetig erklarte Funktion 
arg {z (t) — a} die Bedingung: 
jim arg {2 (t) — a} =+o oder —@, 


Dieser Satz besagt geometrisch, daB abstoBende Fixpunkte (+), in 
deren Nahe sich die Funktion wie eine echte Drehstreckung (Drehwinkel 
+ 0!) verhalt, von einem einfach zusammenhingenden invarianten Ge- 
biet G aus héchstens auf einer ,,spiralig’ gewundenen Kurve erreichbar 
sind. — Der Satz wird bei der Iteration von cosz Verwendung finden. 


Die Voraussetzung des nichtpositiven Multiplikators ist wesentlich, da 
Fatous Beispiel !7) F (z) = z + 1 + e~* abstoBende Fixpunkte mit positivem 
Multiplikator enthalt, die von dem einfach zusammenhangenden und voll- 
stindig invarianten Gebiet © (= ) aus auf geradem Wege erreicht werden 
konnen. 


Der Satz lat gegebenenfalls die Méglichkeit zu, aus der Struktur der 
Menge % festzustellen, da8 alle abstoBenden Fixpunkte einen positiven Multi- 
plikator besitzen 18). 

Beweis. Der Bequemlichkeit diene folgende Transformation: Bekannt- 
lich 1*) existiert bei a eime regulare Funktion S(z) = s, die eine passend 
gewahlte Umgebung U einschlieBlich deren aus einer einfach geschlossenen 
analytischen Kurve bestehenden Rand auf |s| <1 eineindeutig abbildet, 
so daB dort die Schrédersche Funktionalgleichung 


S (F (z)) = re? S (z) 


gilt. Wird nun noch die offenbar mégliche topologische Abbildung des AuBeren 
von U einschlieBlich dessen Rand auf |s| = 1 vollzogen, wobei die Abbildung 
des Randes auf |s| = 1 identisch ist mit der durch S (z) vollzogenen, so ist 
die z-Ebene topologisch auf die s-Ebene abgebildet. Die folgenden Unter- 
suchungen spielen sich nur noch in der s-Ebene ab; dabei ist unter G* das 
Bild von @, unter €* = s(t) das Bild von € = z(t), unter F*(s) die in die 
s-Ebene transformierte Abbildung F (z) usw. zu verstehen. 


Im Kreise |s| < 1 liegen Punkte von G*; zu jedem dieser Punkte gehort 
ein Gebiet, dessen simtliche Punkte in G* und |s| < 1 liegen und das ,,gréBt- 
mégliche Ausdehnung“ besitzt. Zwei Fille sind zu unterscheiden: 


17) Siehe Fatou, Acta math. 47 (1926), S. 358ff. 

18) Siehe z. B. die Iteration der rationalen Funktion z* (§ ist identisch mit dem 
Einheitskreis), fiir die der Satz ebenfalls gilt; hier 1ABt sich das Resultat auch auf 
rechnerischem Wege erhalten. 

19) Siehe Koenigs, Recherches sur les équations fonctionnelles, Annales de |’ Ecole 
Normale (3) 1 (1884). 
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a) Es gibt mindestens ein derartiges Gebiet mit <.indestens einem 
Punkt P5, dessen Vorginger erster Ordnung (vermége der Iteration von 
re‘’s) im selben Gebiet liegt. 

b) Es gibt kein Gebiet mit der genannten Eigenschatt. 

Zua) Der Punkt P*, und sein Vorginger P*_, lassen sich d irch einen ganz 
im betreffenden Gebiet gelegenen Weg miteinander verbincen. Werden alle 
Vorgiinger dieses Weges aufgesucht, die sich durch Umkehrung der Dreb- 
streckung (F*(s) = re‘%s in |s| < 1) finden lassen, so ergibt sich ein Weg 
At (t) (0 St 51), der s = 0 mit P§ verbindet und bei dem die n 0 <t <1 
stetige Funktion arg fh’ (t)} — arg {h*(1)} bei t = 0 entweler gegen — o 
oder + o verliuft. Wird die s-Ebene vermége » = lgs in die v-Ebene ab- 
gebildet, so erscheint der Weg A‘ (t) in unendlich vielen Exempiaren h’ (t), 
deren jedes nur nichtaquivalente Punkte besitzt (zwei Punkte v, und v2 
heiSen aquivalent, wenn v; — v2 ein ganzes Vielfaches von 2 221 ist); enthielte 
namlich ein Exemplar zwei aiquivalente Punkte, so folgte die Existenz einer 
den Punkt s = 0 umschlingentlen, ganz in ©* gelegenen Kurve, was der 
Annahme des einfachen Zusammenhangs von 6‘ widerspricht. 

Vier benachbarte Exemplare Aj (t), Aj; (t), Ajj; (t) und Ay (t) beranden, 
wenn ein Teil einer zur imaginaren Achse parallelen Geraden hinzugerechnet 
wird, drei verschiedene nach rechts beschrankte Gebiete. Der Weg € (siehe 
Satz) wird nur fiir hinreichend kleine ¢ betrachtet! ,,Zwischen“ hj, (t) und 
hj, (t) liegt mindestens ein Punkt von €’, dem Bild von €; fiir das zugehérige 
Exemplar gilt: es liegt ganz ,,zwischen“ Aj (t) und Ajy (t); wiirde namlich ein 
Punkt ,,auBerhalb“ liegen, so hatte das betreffende Exemplar mit mindestens 
zwei h* (%)-Exemplaren einen Punkt gemeinsam, es existierte also eine in 
@* liegende, den Punkt s = 0 umschlingende Kurve; dies ist wegen des ein- 
fachen Zusammenhangs von 6’ unméglich. Es folgt: 


lim arg {s (t)}} = jim arg {fh (t)}} =+ @. 


Zu b) Es wird sich zeigen, daB dieser Fall nicht méglich ist. 

Zu einem in G* und r|s| <1 liegenden Punkt Rj, der sich durch einen 
ganz in 6‘ und |s| < | Rj) liegenden Weg 24 mit s = 0 verbinden laBt, wird 
der Nachfolger R} und der s = 0 mit Rj verbindende Nachfolger 24 von Lf 
aufgesucht; 24 liegt ganz in |s| <1. 2% und 24 haben auBer s = 0 keinen 
gemeinsamen Punkt. Rj und R4 werden durch einen nach |s| > 1 gelangenden, 
ganz in G* liegenden Weg R* miteinander verbunden. 26 + R* + Li = M’ 
ist bei passender Wah] von &’ eine einfache geschlossene Jordankurve, 
die das beschrinkte Gebiet U* berandet. Im Innern von &* liegen Punkte 
von %*, andernfalls Rf, und R{ durch einen ganz in |s| < 1 und G* liegenden 
Weg miteinander hitten verbunden werden kénnen, was mit der Annahme b) 
im Widerspruch stiinde. Da a + a, gibt es nach Satz III in M einen Vor- 
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ganger N-ter Ordnung von s = 0. Das Gebiet & wird durch F%, (s) auf ein 
beschranktes Gebiet U5, abgebildet, das s = 0 im Innern enthilt. %‘, besitzt 
wegen der analytischen Herkunft von F%,(s) (F%,(s) ist gebietstreu!) nur 
Randpunkte, die aus Nachfolgepunkten N-ter Ordnung von Wt’ bestehen. 
Der N-te Nachfolger Dt, von M’* muB also eine Teilmenge enthalten, die ein 
Gebiet berandet; das s = 0 im Innern enthalt; dann wiirde s = 0 aber mit zu 
dem einfach zusammenhingenden Gebiet G* gehéren, wie der folgende Satz 
ergibt: Bilden innere Punkte eines einfach zusammenhingenden Gebietes 3 
den Rand eines beschrinkten Gebietes 8, so gehért jeder Punkt von & zu 3, 


w. z. b. w. 


V. Die Iteration von sin z. 
1. Da in 0 <2 < 2: 0 <sinz <2z und in — 2 <2 < 0:2 <sinz <0, 
gilt fiir alle reellen z: 
lim F(z) =0 (F, (z) = sin z). 
[Wegen der Monotonie der Werte F, (z),. . . existiert ein Grenzwert a (|a| <1) 
mit: a = lim F, (z) = lim F (F, (z)) = sina, d.h. a = 0}. 
2. Falls 2 = 2+ iy (x und y reell) gesetzt wird, so ist: 
sin z = €oj y sin z + + Gin y cos z. 
Wird 2’= 2’ + iy’ gesetzt (z’ und y’ reell), so ist: 
ze’ =Cofysinz; y' = Sinycosz. 
Unter Ansehung der Formeln la8t sich nun die unten verwendete Tatsache 
aussprechen: Die Strecke mit den Punkten z = z+ ty, wobei OS 2S > 


y = k(k> 0) sein soll, geht durch z’ = sinz in den im ++-Quadranten 
liegenden Bogen der Ellipse 
x’? y? 
Cope + Sine = 
iiber, und zwar laufen bei Betrachtung der Punkte der Strecke von rechts nach 
links die entsprechenden Bildpunkte auf dem Ellipsenbogen auch von rechts 
nach links. Beachtenswert ist noch, daB in k > 0: 
a > 0, dGink > 0; 

d. h. mit wachsendem k (k > 0) wachsen auch die Haupt- und Nebenachsen 
der zugehérigen Ellipsenbogen. 

3. Es werde die Punktmenge §* definiert: Jeder ihrer ku. -ktez = z+ ty 
erfiillt die Bedingungen: 


0< 255; OSyS162; 05 y 51,3. 


1 
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Die Punktmenge $, besteht aus $%* und den Punkten, die man durch 
Spiegelung der Punkte von $§* an der Geraden z = > der Geraden y=0 


und dem Punkt 2 = z erhalt. Die Punktmenge , besteht also aus dem in 


der Fig. 1 dargestellten Sechseck einschlieBlich Rand, jedoch ohne die beiden 
Randpunkte 0 und x (* schraffiert!). Die Punktmenge $, erhalt man aus ;, 
indem man diese an der Geraden z = 0 spiegelt, und allgemeiner findet man 
die Punktmengen $, (n = 0, +1,...), indem man die Menge 2) um n- 2 
verschiebt. 

4. Es wird nun zunachst gezeigt, daB $* durch sinz derart abgebildet 
wird, da8 jeder Punkt in das Innere von $, gelangt. Nach den Ausfiihrungen 
unter 2. geniigt es zu zeigen, daB 


a) der Punkt z = 5 + 1,3% auf einen Punkt der z-Achse abgebildet 
wird, der < x — 3 ist, und 
b) die Punkte z= 2+ ty mit 0<25h und y = 1,62 in das 


Innere von $3, abgebildet werden. 


Zu a) Dieser Punkt ist sofort erledigt, da®) Gof 1,3 <2 — ©. 


Zu'b) Hier ist zu zeigen, daB in O0< 2s a erstens: 


Gin 1,6 z cos z < 1,3, 
und zweitens: 
Gin 1,6 x cos z < 1,6€of 1,6 z sin 7. 


Der erste Punkt laBt sich erledigen, indem man unter Benutzung der ersten 
Ableitung der auf der linken Seite der Ungleichung stehenden Funktion 


zeigt, daB diese Funktion in 0<2< 7; von 0 monoton bis zum Werte 


Sin 1,3 cos ra <1,3 steigt. Und der zweite Punkt ist gezeigt, wenn die 


Funktion 
1,6 Cof 1,6 z sin z — Gin 1,6 rcosz 
1 


mO<zs = als positiv dargetan ist (wie sich wieder mit der ersten Ableitung 


zeigen laBt, steigt sie n0< 2S 7 monoton ab 0). 


Da nun sin 2 = sinz und sin (> +2) = sin (> —2), wird , durch 
sinz in das Innere von , abgebildet. $, ist also eine invariante Menge; 
die inneren Punkte gehdren dann wegen des Satzes III zu §; aber auch die 


*°) Fiir diese und sp&tere numerische Auswertungen siehe z. B. Jahnke-Emde, 
Funktionentafeln, Leipzig 1933. 
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zu $, gehérenden Randpunkte von $, sind in ¥, da ja ihre Nachfolger erster 
Ordnung zu § gehéren (Satz I). 

Durch $, wird das invariante Gebiet ©, bestimmt, in dem wegen des 
Resultats unter 1.: lim F, (2) =0 


gilt, d.h. G, ist ein Anziehungsgebiet des rational indifferenten Fixpunktes 
z= 0. 


Leicht ist nun mit Satz III wegen sin (— z) = — sin z auch der Nachweis, 
daB Po ganz in § liegt. Bo bestimmt das Gebiet Go (+ Gj, wie sich in 6. 
zeigen wird), das analog zu ©, gefunden wird und zu diesem symmetrisch 
beziiglich der y-Achse liegt; auch dieses ist invariant und zudem Anziehungs- 
gebiet des rational indifferenten Fixpunktes z = 0. Allgemein bestimmt jedes 
$,, ein G,, und zwar sind die Ge, (n = 0, + 1,...) Vorgingergebiete erster 
Ordnung von ©» und die Ge,,, (n = 0, + 1, ...) Vorgingergebiete erster 
Ordnung von G,. Zudem gilt fiir jedes z in jedem 6,,: 


_ lim F, (2) = 0, 


womit auch erwiesen ist, daB jedes Gebiet G,, sowie jedes seiner Vorginger- 
gebiete einfach zusammenhiangend ist. . 

5. Es wird nun Fj (z) = cosz untersucht. Es ist: 

| F', (z)|® = Cof*y cos*z + Gin®y sin? 2. 

Man kann nun folgendes beweisen: In jedem Punkt z, der in keinem der §,, 
einschlieBlich der Punkte n 2 liegt, ist | F', (z)| > 1. Und in gewisser Hinsicht 
noch scharfer ist der folgende Satz: Jedem Punkte z, der in keinem $,, und 
keinem der Kreise |z —n2| < N > 0 liegt, entspricht |F (z)|> M > 1, 
wobei M eine Funktion von N ist. Bewiesen sind diese beiden Satze offenbar 
dann, wenn gezeigt ist, daB 

a) bei festgehaltenem, beliebigem z fiir y=0: |F (z)|* eine monoton 
wachsende Funktion von y und 

b) in jedem Randpunkt der $,, auBer den Punkten n x: | F' (z)|? > 1. 


Der Beweis von a) erfordert keine Miihe, und zum Beweis von b) sei gesagt, 
daB fiir beliebige x: | Fi (x + 1,3%)| > 2 und | F(z +71.62)|? eine fiir 
x > 0 von |F{ (0)|* = 1 aus wachsende Funktion ist. 

6. Nach der Vorbereitung in 5. laBt sich beweisen, daB der Nullpunkt 
Hiufungspunkt von Nachfolgern eines jeden Punktes aus § ist. Andernfalls 
gibt es nimlich zu einem in § befindlichen z) ein N, > 0, daB fiir alle 
z, = F,(%): |z,-—na| > N, (n=0, +1,...) ist. Da weiter kein z, in 
einem der 6G, liegt, so gilt nach 5.: |F; (z,)| > M, > 1 fiir alle v. Mit Hilfe 


des Blochschen Satzes und der Tatsache, daB die Geraden zx = (2 + 1) 3 
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(n = 0, + 1, ...) auf die z-Achse abgebildet werden, la8t sich die Annahme 
zum Widerspruch fiihren. Dabei verwendet man die Formel: 


F’, (29) = Fi (9) Fi (%) - - - Fi (2,1) 
und bedenkt, daB es in der Folge der |F’, (z)| beliebig groBe Werte gibt, 


d. h. die in § liegenden Punkte mit |z — z| < R nach Bloch auf Gebiete 
abgebildet werden, die beliebig groBe Kreise und somit Strecken der Ge- 
raden z = (20+ 1) > enthalten. Eine spezielle Folgerung aus obigem 
Satz ist die Feststellung, daB die Geraden sc = naz (n= 0, +1, ...) zu 
 gehoren. 

7. Wegen sinnz =.0 gibt es ein 6,>0, daB die Punkte z mit 
|z + n2a| <1(m = +1,...) keinen Vorginger erster Ordnung in der Punkt- 
menge derjenigen z besitzen, die durch |z —na| < 6, (n = 0, +1, ...) 
charakterisiert sind. Ist tga, = 1,6 (= <% < =) so gilt: Es gibt ein 
6, <1, daB fiir alle z mit 0 <|z| < 6, und m% S argz S 2 — a oder 
a+ % Sargz [22% — a gilt: |sinz| > |z|. 

Bekanntlich existiert nun zu |z| < d, ein Kreis |z| < 43 (0 < 63 < d. <1), 
dessen simtliche Punkte durch F(z) in |z| < 4, einmal angenommen werden. 
Mit dem Ansatz 6 = Min {6,, 6,} laBt sich nun abschlieBend mit Verwendung 
des ersten Resultats unter 4. sagen: Jeder Punkt z* mit 0 < |z*| < 6 und 
% S argz* < a — w& oder 7+ a S argz* < 2 m — aw besitzt genau einen 
Vorgiinger z®, erster Ordnung in der Punktmenge derjenigen z, die durch 
0 <|z| < dunday S argz < a — ag oder x + a% S argz S 2 a — ap charak- 
terisiert sind, zudem ist: |z,| <|z*| und weiter gilt: Die Gesamtheit der 
Vorgiinger erster Ordnung z’, (n = 0, + 1, ...} von 2* befindet sich in den 
Kreisen |z — na| <6 (n = 0, + 1, ...), wobei die Vorginger erster Ordnung 
der Punkte z’, (n = +1, ...) nicht in |z —na| <6 (n = 0, +1, ...) 
legen. 

8. Nach der Voruntersuchung in 7. lat sich jetzt beweisen, daB, falls 
die Folge der F,(z) in |z — 2| < R kompakt ist, die Nachfolgegebiete von 
|z — 2o| < R in Gp oder G, ausmiinden. Angenommen, dies ware nicht der 
Fall! Wegen 6. gibt es eine Teilfolge », der », daB fiir z, = F,, (2): 
jim 2, = 0 gilt. (Die », seien von vornherein so ausgewahit, da8 fiir alle » 
gilt: |z, || <|z,,| <@ und zudem fir alle » < »,: |2,| } |z,,|-) 

Alle z, liegen auBerhalb der Punktmengen ,,, und insbesondere gilt 
fiir die z, , daB: 


% Sargz, Sa—% oder 1+ % Sargz, S22 — aw. 
Von z,, nach a gelangt man’nach 7. nur, wenn ein Nachfolger von z,_ 
in ein Gebiet |z — nxz| <4(n = + 1,...) gelangt; dies ist aber nur méglich, 
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wenn ein Nachfolger z,. in ein Gebiet gelangt, welches weder die $, noch 
|z—na| <d(n = 0,4 1,...) enthalt. Inden z,e ist also | F (z)| > M,>1. 
Aus der Anwesenheit der Folge 2, folgt also die Existenz einer Folge z,. 


mit |F(z)| > M,> 1. Analog zu 6. kann nun die Behauptung bewiesen 
werden. 


9. Zusammengefaft: Die Menge & besteht aus der Gesamtheit der Ge- 
raden t= nx (n = 0, + 1, ...), deren stimtlichen Vorgingern und der Ab- 
leitung der Punktmenge dieser Vorgdnger, die tibrigens wegen des Fehlens von 
Fizpunkten auf den Vorgéngern von x = nz nach Satz II nur einen Teil 
von % darstellen. In jedem durch § erzeugten Gebiet © ist: jim F , (z) = 90, 
d.h. alle © sind einfach zusammenhingend. Zudem ist jedes ©  Vorgéinger- 
gebiet von Go oder G,, den beiden Anziehungsgebieten des rational indifferenten 
Fixpunktes z = 0. Selbstverstindlich ist die Menge § wie auch § gegen die 
Transformation z+ nz (n = 0, +1, ...) invariant. 


Bemerkenswert ist hier noch, daB § (wie auch in den beiden von Fatou 2!) 
behandelten Beispielen) die Ableitung der Gesamtheit der abstoBenden 
Fixpunkte ist. 


10. Nach diesem grundlegenden Resultat lassen sich bei einiger Rechnung 
weitere Einzelheiten der Iteration von sin z herleiten. Z. B. kann durch 
Aufsuchen der Vorginger der Geraden y = 0 und z = na(n = 0, + 1,...) 
eine Vertiefung der Anschauung von den Mengen § und § stattfinden. Die 
Geraden x = (2n + 1) 3 (n = 0,+1,...) sowie y=0 sind die Vorginger 
erster Ordnung der Geraden y= 0 und die Vorginger erster Ordnung 
der Gerader zs =n (n=0,+1, ...) erfiillen die Gleichung Cof y sin z = an. 
Sie haben etwa den in der Fig. 1 gezeichneten Verlauf. Fig. 1 ist so zu lesen, 


daB ausgezogene Kurven abgesehen von isolierten Punkten in § und ge- 
strichelte in § sind. 


11. In Verfolg des unter II, 1 niedergelegten Gedankens werde fiir das 
einfach zusammenhingende Gebiet G die Funktion T (s) aufgesucht (fiir ©, 
ergibt sich analoges). 


Zunachst die Untersuchung von S(z)=s: Wird z= — = auf den 


Punkt s = 0 abgebildet, wobei iiberdies S’ ( — =) positiv sei, so ergibt sich, 
daB die reellen Punkte des zur z-Achse wegen F,,(z) = F,, (2) symme- 
trischen Gebietes G auf die reellen Punkte von |s, < 1 iibergehen, 
insbesondere auch den Randpunkten z = — a und : = 0: s = — 1 und 





*1) Acta mathematica 47 (1926), S. 358 ff. 
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s = + 1 entsprechen, wie auch symmetrisch zur z-Achse liegenden Punkten 
der z-Ebene zur reellen Achse der s-Ebene liegende symmetrische Punkte 
entsprechen 


y 














Nach diesen Feststellungen iiber die Funktion S (z) kénnen die Forde- 
rungen, die an die Funktion T (s) gestellt werden miissen, angegeben werden: 
a) T (s) =¢t bildet |s| <1 auf |t| <1 ab. 
b) T (0) = k, wobei 0 <k <1. 
c) Jedes |t} <1 mit ¢ +k besitzt in |s| <1 genau zwei Vorginger. 
wahrend ¢ = k nur einen Vorganger dort hat. 
d) Reelle Werte s gehen auf positive Werte ¢ mit k <t <1 iiber. 
An Hand dieser Forderungen la8t sich beweisen, daB die Funktion 
+k 
T (s) = oni 
einen richtigen Ansatz darstellt. Leicht erhellt, daB dieser Ansatz auch der 
einzig mogliche ist. 


In Gp» (wie auch in G,) gibt es also ein in — = wurzelndes ,,Strahlen- 


biindel“ (das vermége S_ , (s) entstehende Bild der Radien des Kreises | s| < 1), 
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das durch ,,quadratische Abbildung“ auf sich (jeder Strahl wird auf den- 
jenigen mit doppeltem Anfangswinkel bei — > abgebildet) und weitere 


Abbildung auf ein in z = — 1 wurzelndes Strahlenbiindel (das Bild aller 
durch s = k laufenden, zu |s| = 1 senkrechten Kreise) die Funktion sin z 
in Gp» verdeutlicht. Oder anders: Es gibt eine Schar konzentrischer Kurven, 


die — ; einfach umschlingen und Gp ganz iiberdecken (das Bild der Kreise 


|s| = konst. <1), die sich ,,quadratisch“ untereinander abbilden (jede 
Kurve geht auf eine weiter innen liegende unter Verdopplung des Um- 
laufes iiber) und dann auf eine Schar konzentrischer Kurven, die — 1 ein- 
fach umschlingen und Gp ganz iiberdecken (das Bild der Kreise, die orthogonal 
sind zu den Kreisen, die durch s = k laufen und zu |s| = 1 senkrecht stehen), 
iibergehen und so die Abbildung sin z in ©» verdeutlichen. 

In Go gilt die Funktionalgleichung: 


S2(z)+k 


S (sin z) = ES ()+1° 


12. Die Resultate beziiglich der Menge lassen sich noch verallge- 
meinern: Die bei der Iteration jeder der Funktionen 


+sinz+n2 (n = 0, +1,...) 


entstehende Menge & ist itdentisch mit der bei der Iteration von sinz ent- 
stehenden. Der Beweis folgt leicht aus der Kenntnis des folgenden, wegen 


Gen (2) = * 00 Fan (2) + P, (w = 1,2,...), 
Gon41 (2) = #4 0 Fong (2) + P, (n = 1, 2,...) 


richtigen Satzes: Lassen sich zu der ganzen transzendenten Funktion F (z) 
fiinf Konstanten p, x, 4, 9 und o angeben, da8 die Gleichungen 


F (z+ p) =*F (2), 
F (xz) = AF (2), 

F (xiz) = F (2), 
F (oz) = 0 F(z), 

F (902) = F (2) 


in der ganzen Ebene erfiillt sind, so ist die durch Iteration von F (z) ent- 

stehende Menge & identisch mit derjenigen Menge %, die bei der Iteration von 
G (z) = o F (2) + p 

entsteht. 
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VI. Die Iteration von cos z. 


1. Vorweg sei bemerkt, daB die bei der Iteration von cos z entstehende 
Menge § identisch ist mit der Menge %, die bei der Iteration einer jeden der 
Funktionen 

+cosz+nz2 (n= 0, +1, ...) 
entsteht (siehe V, 12). 

Falls z = 2 + ty (x und y reell) gesetzt wird, ist: 
F; (z) = cosz = Cof ycos z — i Gin y sin z. 

Offenbar wird das in 0 S x S 27z liegende Stiick der Geraden y = k + 0 
auf die Ellipse 

z'2 y? 

Core + Sint 
abgebildet. Die Gleichung zeigt, daB z = 0 stets das Zentrum der Ellipse, 
die Hauptachse (Richtung der reellen Achse) gleich Coj k und die Neben- 
achse gleich | Gin k| ist. 

Es gibt genau einen reellen Wert /, der die Gleichung . 


=] 


f = cos} 


erfiillt; es ist 0 << / <1 und | Fj (f)| <1, 4. h. der Fixpunkt/ ist anziehend. 
Es gibt eine reelle Zahl g > 0, die der Gleichung 


geniigt; g erfiillt die Ungleichung: 
0,88 < g < 0,89. 


2. Da 2€of@k =Cof 2k+1 und 2Gin®k =Cof 2k—1, geht der 
Parallelstreifen, dessen Punkte z = z+ iy durch |y| Sg charakterisiert 
sind, durch F, (z) auf die Ellipse < + y® = 1 (Inneres und Rand) iiber. 

Die Gerade y=9 besitzt.mit der Ellipse > + y® = 1 genau einen 
Schnittpunkt mit negativem Realteil s <0; offenbar ist: s = — 2 (1 — g?). 

Zunachst wird nun untersucht, wohin die Punktmenge s < z <0, 
0S y S1 abgebildet wird; dabei wird verwendet, dab — $ <s<0. Jede 
im Rechteck s < 50, OS y S11 liegende, zur z-Achse parallel laufende 
Strecke y = k (0<k <1) wird wegen z’ = €oj k cos z und y’ = — Ginksinz 
schlicht auf einen Ellipsenbogen abgebildet, der, falls die im Rechteck 
liegende Strecke von ihrem rein imaginaéren Punkt aus durchlaufen wird, 
in der reellen Achse ansetzt, (beziiglich der ganzen Ellipse gesehen) positiv 
durchlaufen wird und dazu nur Punkte enthilt, die im +-+-Quadranten 
liegen. Nach dieser Bemerkung ist klar, daB, falls gezeigt wird, daB die 
Punkte z = z + iy mit z = s,0 < y < 1 durch cosz auf Punkte iibergehen, 
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deren Imaginarteil kleiner als g ist, auch erwiesen ist, daB alle Punkte 
ss2xs0, OSyS1 auf Punkte z’ = 2’ + iy’ abgebildet werden, die 
in 0S y' Sq liegen. Dies gilt aber, da die Funktion y’ = — Gin ysins 
in 0 Sy S1 von O bis — Gin1 sins <g monoton steigt. 

Durch F, (z) werden also alle Rechtecke, deren Punkte z = z + iy: 
ly} S1 und na—|s| Sex Snax+|s| (n=0, +1, ...) erfiillen, auf 
ein Gebiet abgebildet, das in der durch 0 S | y| < g charakterisierten Menge 
liegt. 
Nun ist klar, daB alle Punkte z = x + iy, die entweder |y| <1 und 
nx—\|s| Srsnx+|s| (n=O, +1, ...) oder |y| Sg erfiillen, eine 
gegeniiber der Iteration von cosz invariante Punktmenge darstellen. Alle 
inneren Punkte dieser Menge gehéren somit zu ; aber auch die Randpunkte 
gehéren zu §, sind doch mindestens die Nachfolger zweiter Ordnung eines 
jeden Randpunktes im Innern von |y| <g, d.h. in §. 

Das wieder etwas eingeschrinkte Resultat dieses Abschnittes lautet 
also: Alle Punkte 2 = x + iy mit |y| <g gehéren zu § und folglich zu dem 
zum anziehenden Fixpunkt / gehérenden Gebiet ©, das natiirlich auch einfach 
zusammenhangend ist. 

3. Es ist: 

| Fy (z)|? = |sinz|* = Cof? y sin? z + Sin? y cos? z. 
Mit Hilfe dieser Gleichung und dem unter 2. Gesagten ist es nun ein Einfaches 
zu zeigen, da in allen Punkten z, die nicht zu © gehéren: | F; (z)|* > M > 1 
ist; und wie bereits bei der Iteration von sin z durchgefiihrt, laBt sich auch 
beweisen: Es gibt keinen Punkt 2), in dessen Umgebung die Folge der Ite- 
rierten von cos z kompakt ist und dessen Nachfolger nicht in 6 ausmiinden. 
[Verwendet wird die Tatsache, daB die Geraden z = na (n =’0, + 1, ...) 
Vorginger erster Ordnung der reellen Achse sind.} Hier fallt leicht auch 


ein weiteres Resultat ab: Die Menge § ist die Ableitung aller abstoBenden 
Fixpunkte. 


4. Da die Geraden sx = na (n = 0, + 1,...) neben y = 0 die Gesamt- 
heit aller Vorganger erster Ordnung aller Punkte der reellen Achse darstellen, 
gilt also: Alle Vorganger erster Ordnung aller Punkte der reellen Achse liegen 
in G; hieraus laBt sich unter Betrachtung von F_, (z), der Inversen zu F, (2), 
sofort das Resultat herleiten: Bei der Iteration von cos z besteht die Menge & 
aus einem einzigen einfach zusammenhingenden Gebiet G, dem Anziehungs- 
gebiet des Fixpunktes f. 

Eine etwas bessere Vorstellung von G, als die bis jetzt vermittelte, erhalt 
man, wenn man die Vorginger erster Ordnung der Geraden z = nz (zu © 
gehérig) n = 0, --1, ..., aufsucht: Die Vorginger der Geraden x = 0 
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bestehen aus den Geraden z= (2n+1)5 (n = 0, +1, ...), und die 
Gesamtheit aller Vorgiinger der Geraden z = nx (n = +1, ...) erfiillen 
die Gleichung: 

Co y cos z = nx, (mn = +1,...). 
Die Fig. 2 ist so zu lesen, da8 alle gezeichneten Kurven zu © gehéren. 


vw 























5. Die Menge § ist beziiglich der Geraden y = 0 und z = nx (n = 0, 
+1,...) symmetrisch, d.h. in y> 0, 0 <2 <2 befinden sich Punkte 
aus f§, andernfalls es nirgendwo Punkte aus § gibe; folglich gibt es auch 
Punkte aus § im in der Figur rechteschraffierten Gebiete, ebenso im links- 
schraffierten. Dae-rechtsschraffierte Gebiet heiBe ein Zipfel, ebenfalls das 
linkeschraffierte und alle analogen; die Geraden y = 0 und z = n > trennen 
also eine Reihe von Zipfelpaaren voneinander; jeder Zipfel reicht bis « . 

Die z.B. im rechtsschraffierten Zipfel liegende Menge aller Punkte 
aus § bildet ein Kontinuum. Also gilt allgemein: In jeden Zipfel ragt von o 
her ein Kontinuum hinein, welches die dort vorhandenen Punkte aus 
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darstellt. Selbstverstindlich ist die Menge wie auch § gegen die Trans- 
formation z +2 (n = 0, +1, ...) invariant. 


6. Wie eine leichte Uberlegung zeigt, gibt es unendlich viele abstoBende 
Fixpunkte erster Ordnung, und zwar ist der Multiplikator eines jeden nicht 
positiv; die Voraussetzungen des unter IV formulierten Satzes sind also 
gegeben. Die Menge % ist in der Nahe jedes Fixpunktes entweder spiralig, 
oder aber thre Struktur ist derart, daB der Fixpunkt von § aus nicht erreichbar ist. 


Vil. Erweiterung des Resultats Fatous beziiglich F(z) = e*. 


Sei F, (z) = e*. Der einzige im Endlichen gelegene Windungspunkt 
von F_, (z), der Inversen zu F, (z), liegt in z = 0. Jim F, (0) = ow, dh. es 
gibt bei der Iteration von e* keine anziehenden Fixpunkte 2%). 

Falls Gebiete ©, existieren, so sind sie alle einfach zusammenhangend: 
Falls in einem Go eine endliche Grenzfunktion existiert, ist dies klar, falls 
jedoch in einem Gp die einzige Grenzfunktion gleich ist, so wird die Folge 
der g,(z) = Fa betrachtet. {§ und § sind gegen die Transformation 
z+ 22% invariant (n = 0, +1, ...). 


Jeder Punkt der reellen Achse gehért zu §. Angenommen, 2 der reellen 
Achse gehére nicht zu %, sondern in |z — z| < R sei die Folge der F, (z) 
kompakt, d. h. dort gilt: lim F,(z) = . Es existiert mindestens ein 
Punkt z* von §. Sei lg |z*| = @ (reell). Es gibt run eine unendliche Folge »’ 
der » (v' > 2), daB fir alle »’: |F,, (z)| > e® fiir alle |z—~|<R. Fir 
die F,,_, (2) gilt dann R{F,,_, (z)} >@ fiir alle |z —%| <R. Da nun 
unter den |e) | beliebig groBe Werte vorkommen, so gibt es nach dem 
Satze von Bloch gewi8 ein N, daB durch Fy (z) der Kreis |z — z| < R auf 
ein Gebiet abgebildet wird, das rechts von ® {z} = G einen Kreis enthilt, 
dessen Radius gréBer ist als x. Es gibt also rechts von der Geraden ® {z} = @ 
eine zur imaginiren Achse parallele Gerade § {z} = G’ (@’ > G@), die ganz 
zu % gehért. Der Kreis vom Radius e® gehért somit auch zu §, ebenfalls 
sein gesamtes Inneres, also auch z* (denn |z*| = e* < e“’); dies ist ein Wider- 
spruch gegen die Annahme. 





23) Falls ein anziehender Fixpunkt a existiert (| F', (@)|< 1), so ist das zu ihm 
gehérende Gebiet © einfach zusa hingend. In © befindet sich nun stets ein 
Windungspunkt z, von F_;(z) ( lim F, (z,) = a); ware dies némlich nicht der Fall, 

¥-—> & 


so wire die auf G bezogene Funktion 7'(s) (siehe II, 1) eine reine Drehung um 
8 (a) = 0, also: |F; (a)| = 1. 
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Es ist unméglich, daB die Nachfolger eines Punktes zp), in dessen Um- 
gebung |z — %| <R die Folge der F,(z) kompakt ist, der Ungleichung 
|z,| 21+ 6 (6> 0) geniigen (z, = F, (zo), » > N). Zuniachst ist: 

dF 


dz (20) = 2 2... « 2p. 


dF 
Falls nun |2;.2¢...zy| = k, 80 ist: 2 (| =k(l+6)*-*. Nach 
dem Blochschen Satze gibt es somit ein M, daB Fy (z) den Kreis |z — z9| < R 
auf ein Gebiet abbildet, welches einen Kreis vom Radius > a enthilt. Es 
wiirde somit ein Stiick einer Geraden y= n2a (n= 0, +1, ...) mit 





zu % gehéren. Damit ist die Annahme zum Widerspruch gefiihrt. 
Aus obigem Satze folgt insbesondere die Fatousche Feststellung, da8 
kein Gebiet G existiert, in dem lim F, (z) = o *3). Dariiber hinaus gilt: 
Gehért z 2u %, so besitet die Ableitung der Punktfolge z, = F, (zo) 
mindestens einen Punkt 2* mit |z*| = 1.) 


%) Siehe Acta mathematica 47 (1926), S. 370. 

*) Haselen, Sur l’itération de log (1 +z), Enseignement math. 80 (1931), 
bringt ein Resultat beziiglich der Iteration von log (1 + z) bzw. e* — 1. Beziiglich 
der letzten Funktion )4Bt sich nach Kenntnis der Ausfiihrungen dieser Arbeit leicht 
sagen: ® {z) < 0 ist ein invarianteé Gebiet, das tiberdies, da der einzige Windungs- 
punkt von log(l + 2) in ihm liegt, das vollstandig invariante Gebiet © bestimmt. 
AuBer den Punkten n22i(n = 0, + 1, ...) gehdren alle rein imaginiren Punkte 
zu ©. In G ist lim F,(z) = 0. Die Menge § besteht aus der halben reellen Achse 
mit R {z} =O (Beweis analog zum entsprechenden Beweis bei der Iteration von e*), 
ihren simtlichen Vorgingern und der Ableitung dieser Punktmenge. 


(Eingegangen am 5. 2. 1939.) 


Uber die ¢-Funktion einfacher hyperkomplexer Systeme. 
Von 


Bruno Schoeneberg in Hamburg. 





YW sei ein einfaches System vom Grade g iiber seinem Zentrum 3 und D 
eine Maximalordnung aus &. Ferner bezeichne |a) ein ganzes Rechtsideal 
aus © und N |a) die Restklassenzahl mod.|a). Dann ist die ¢-Funktion 
von D durch 

1 

1 8) = meg 

(1) C= 2 ire 

wo iiber alle ganzen, von Null verschiedenen Rechtsideale aus D summiert 
wird, definiert. Frl. Hey hat gezeigt*), wie sich ¢ (s) aus der Dedekindschen 
¢-Funktion ¢3 (s) des Zentrums 3 von & und aus dem Verzweigungsverhalten 
der Primideale von 3 in © berechnen Ja8t. Ihrem Beweis liegt die Artinsche 
Begriindung der Arithmetik hyperkomplexer Zahlen*) zugrunde. Im folgenden 
soll die von Herrn Hasse gegebene Begriindung*) fiir die Herleitung des 
Heyschen Ergebnisses herangezogen werden. Der Beweis wird dadurch, wie 
mir scheint, durchsichtiger. 

Um die Konvergenz der Reihe (1) kiimmern wir uns zunichst nicht. 
Sie wird sich zum SchluB ohne weiteres aus ihrer Darstellung durch die ¢-Funk- 
tion des Zentrums und elementare Funktionen ergeben. 

Sei nun p ein Primideal aus 3, 3, die p-adieche Erweiterung von 3. 
und &, dasjenige einfache System, das aus & entsteht, wenn man den Koeffi- 
zientenkérper 3 von YU zu 3, erweitert. O, sei die p-adische Grenzmenge 
von ©, d.h. die Menge aller p-adischen Grenzwerte p-adisch konvergenter 
Folgen von Elementen aus ©, und entsprechend sei a, die p-adische Grenz- 
menge von a. Nach Hasse ist dann ©, Maximalordnung in Y, und a, Rechts- 
ideal in bezug auf ©,, wenn a ein solches in bezug auf © ist. Weiter gilt 
(Hasse, a. a. O., Satz 66, 67): Jedes Rechtsideal a in bezug auf eine Maximal- 
ordnung © von & ist der Durchschnitt von Y und allen a zugeordneten a, c%,. 
Dabei sind nur endlich viele a, + ©,. Man nennt a, die p-Komponente 


1) K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen, 
Dissertation (Hamburg 1929). 

*) E. Artin, Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen, Abb. Math. Sem. Hamburg 
5 (1927). 

3) H. Hasse, Uber go -adische Schiefkorper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik 
hyperkomplexer Zahlsysteme, Math. Annalen 104 (1931), S. 495. 
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von a. Umgekehrt gibt es bei festem © zu jedem vorgegebenen System von 
,-Rechtsidealen a®, wo nur endlich viele a® + ©,, ein Rechtsideal a in 
bezug auf ©, dessen p-Komponente a, gerade das vorgegebene a” ist. Die 
Darstellung |a) = [a,,..., a, , &} als Durchschnitt von endlich vielen 
a,, + O,, mit U ist also in beiden Richtungen méglich und eindeutig. Setzen 
wir noch den Durchschnitt [a,,, U] = a(p,), so ist a (p) ein O-Rechtsideal, 
fiir das nur die p-Komponente mit diesem p von ©, verschieden ist. Dann 
gilt |a) = [a (p,), . . ., @ (P,)). 

Von jetzt seien alle auftretenden Ideale in ihrer Maximalordnung ent- 
halten. Zunichst beweisen wir: Die ¢-Funktion von © ist gleich dem Produkt 
der fiir alle p c 3 gebildeten ¢-Funktionen von D,. Dazu beachten wir, daB 
fiir den gréBten gemeinsamen Teiler von a (p,) und a(p,) bei p; + p, die 
Gleichung (a (p,), a (p,)) = © besteht. Man erkennt das sofort, wenn man 
zu den p-adischen Grenzmengen iibergeht. Daraus folgt a, +a, = 1 mit 
geeigneten a, <a(p,), 2; Ca (p,) und weiter N [a(p,), a(p,)] = Na(p,) Na(p,). 
Allgemein gilt dann: 

N [a (p,), .-., @(Py)] = Na(p,) ... N a(p,). 
Damit erhalten wir die Gleichung 
(2) (8) , Pe 
Nun ist aber die Restklassenanzah! von D mod. a(p) gleich der von D, mod. a,. 
Denn einerseits ist Noa(p) No, a,, wie man durch Ubergang zu den 
Grenzmengen erkennt, und andererseits No, a, S Noa(p), da mod. a, jedes 


1 





Element aus O, einem Element aus 0 kongruent ist. Damit ist 
1 a 





apeoNalpy — ay od, * 4% 
Aus (2) folgt also 
(3) C(s)= IT &o,(s)- 
°c3 


Zur Berechnung von fo, (8) beachten wir, da8 &, voller Matrizenring von 
einem Grade k, iiber einem Schiefkérper S, ist. Der Grad von G, iiber 3, 
sei n,. Dann besteht die Gleichung 

mk, = 9. 
Das Primideal p C 3, wird in der Maximalordnung 0, von G, die n,-te 
Potenz des einzigen Primideals # C o,, 

p= p”. 
@ ist Hauptideal, 9 = (x), und es gilt 


N., (p) = Na, (p)". 
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Verzweigungsordnung und Restklassengrad von G, iiber 3, stimmen also 
iiberein. », > 1 ist nur der Fall, wenn p in © zerfillt. p ist die n,-te Potenz 
eines Primideals aus 0, dessen (nm, — 1)-te Potenz die genaue Potenz ist, 
die in der Differente von D aufgeht. In o, sind alle Ideale zweiseitig und von 
der Form (x’). Beim Ubergang zu D, bleibt (x) Primideal. In ©, erhalt 
man eine Maximalordnung durch die Gesamtheit der Matrizen k,-ten " Grades 
mit Elementen aus 0,. Die iibrigen Maximalordnungen catetahen aus dieser 
durch einen inneren Automorphismus. Daraus folgt, daB die ¢-Funktion 
in D, und wegen (3) auch die ¢-Funktion in © nicht von der Auswahi der 
Maximalordnung abhingen. Wir wihlen daher ©, als die eben genannte 
spezielle Maximalordnung. Hier wird jedes Rechtsideal a, von einem Element 


i OG - sag & 


Gay BR, «24 @ 


° ° 
Bex, Bay +++ ae 


mit @;, Co, erzeugt. Die Norm von a, in 0, ist also bei k = k, 


k 
No, a» = IT (No, (x) 
} i=1 


oder, wegen N,, (2) = (N,, (a), 
on No, d = (No, (2))"** °° *"* 


Wahlt man nun die a,, aus einem festen Restsystem mod. 2”, so gibt es jn a, 
genau eine auf diese Weise normierte erzeugende Matrix. Die Anzahl der 
normierten Matrizen ist demnach bei festen Diagonalelementen x‘ gleich 
N,, (2)? **'%2+---+@—D%, Damit hat sich nach (4) folgende Gleichung 
ergeben: 

oo N,, (m)°°%1 + 2% + --- +E Dy 


1 
fo, (8) wan Py Np5 a = N,, (ax) t ++ + 7%) Be . 


a 
a CO, p Pp yr eee HO 








ie No, sages Ns, (»)"? und Na (p) = Nz (p) ist bei n=, 
Wa (p)(0-n +2 +--- + 0-2) 
Py N3 (p)%™* oe tm) ake 


fo, (8)= 





Vyvseey =O 
re 1 1 1 
1—N (p)—"e*9* 1-3 (p)" hp #00" 1— Ng (py "9 Bp ep” 





Hier ist fiir alle p mit Ausnahme der Differententeiler n, = 1 und k, = g. 
Setzen wir daher zunichst immer nm, = Lund bringen denn, erst zur Kersehter 
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den Faktor an, der von den Differententeilern kommt, so erhalten wir aus 
(3) fiir ¢(s) die Darstellung 


v 
P Tl (i— N; (p)~ caine 
6) ts) = [J ts@s—«-») [J = 


i=1 P I: ne N; (py 8 (nat— ™))) 





durch die Dedekindsche ¢-Funktion des Zentrums und elementare, von der 
Differente herriihrende Faktoren. Fiir reelles s > 1 handelt es sich hier um 
ein endliches Produkt von konvergenten Reihen mit positiven Gliedern. 
Daraus folgt die Konvergenz von ¢ (s), wie man sieht, wenn man den einge- 
schlagenen Weg riickwirts geht. 

Im Falle der verallgemeinerten Quaternionen iiber dem Kérper der 
rationalen Zahlen wird (5) zu 


(6a) $(0) = ¢x(28) fe(2s—1) Jf (1-7). 
pla P 

Dabei ist {2 (s) die Riemannsche ¢-Funktion und A die Diskriminante der 
Maximalordnung. N |a) ist hier das Quadrat einer ganzen rationalen Zahl — 
im allgemeinen Fall, wie man aus (5) sieht, die g-te Potenz. Setzen wir 
N |\a) = n|a)* mit n|a) = A > 0, so besagt (5a), daB die Anzahl der Lé- 
sungen von n |a) = A fiir jedes natiirliche A gleich der Summe der positiven, 
zu A teilerfremden Teiler am A ist. Unter der Voraussetzung, daB die Klassen- 
zahl 1 ist, erhalten wir so die Anzahl der wesentlich verschiedenen Darstellungen 
einer natiirlichen Zahl durch den Betrag einer quadratischen Form in vier 
Verinderlichen, die als Normenform der Maximalordnung zugeordnet ist. 


(Eingegangen am 12. 9. 1938.) 








Uber die Fortsetzbarkeit analytischer Funktionen 
mehrerer Verinderlichen 
und den Zusammenhang der Singularititen. 


Von 


H. Behnke in Minster (Westf.). 


In einer Arbeit: Sulla distribuzione delle singolaritaé delle funzioni d 
due variabili complesse [Atti 1. congr. Uni. Mat. Ital. 8. 183—186 (1938)} 
beweist R. Caccioppoli, daB, wenn bei einer iiberall eindeutigen Funktion 
{ (w,z) der Rand des Regularitiatsbereiches ausschlieBlich von dreidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten gebildet wird, die eine zweimal differentiierbare 
Darstellung gestatten, der Rand zusammenhingend ist. Dieser Satz giJt auch 
ohne die obigen strengen Voraussetzungen und lat sich auch in seiner allge- 
meinen Form mit den heutigen Mitteln einfach beweisen. Lediglich die 
Klarung einiger ganz allgemeiner Begriffe und Satze — betreffend die nicht- 
schlichten Bereiche iiber dem Raume der z;, ..., 2, — macht Miihe. Da er 
eine allgemeine Aussage iiber die topologische Struktur der Regularitats- 
bereiche betrifft, mége dieser Beweis hier folgen. Wir zeigen zunichst: 

Satz 1. Ist die Funktion f (w, z) endlichblittrig, so ist die Gesamtheit ihrer 
singuldren Punkte zusammenhingend. 

Zuniachst die nétigen Erlauterungen zu diesem Satze! Wir fiihren diese 
sogleich fiir die Funktionen von n komplexen Verinderlichen aus, da wir den 
vorstehenden Satz spater entsprechend ausdehnen. Wie ganz allgemein iiblich 
in der heutigen Literatur, schlieBen wir den Raum der komplexen 2, .. ., 2» 
projektiv ab. Wiirden wir den Raum nach den einzelnen Veranderlichen 
getrennt abschlieBen (siehe WeierstraB und Osgood; Osgood, Lehrbuch der 
Funktionentheorie II, 1, 8. 56), so wird Satz 1, wie schon R. Caccioppoli be- 
merkt, falsch. Z. B. hat der Regularitatsbereich von 


Nw8) = a tay 
dann keinen zusammenhangenden Rand, da (o,1) und (o,2) hier ver- 
schiedene Punkte sind. In diesem Falle miiBte der Sachverhalt des Satzes 1 
komplizierter ausgedriickt werden. 
Ein Bereich 1) $ iiber dem projektiv abgeschlossenen Raume der 2;, ..., 2, 
heiBt endlichblittrig, wenn bei Vorgabe irgendeines Grundbereiches © im 


1) Siehe H. Behnke und P. Thullen, Erg. d. Math. u. i. Grenzgebiete 3, 3 (ferner 
abgekiirzt: B.-T., Bericht) S. 7. 
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schlichten z,, ..., Z,-Raum es zu jedem abgeschlossenen, ganz im Innern 
von © gelegenen Teilbereich G* eine natiirliche Zahl VY (G, G*) gibt, so 
daB von M +1 Punkten des Bereiches 8, die iiber &* gelegen sind, 
mindestens zwei durch ein Kurvenstiick verbindbar sind, dessen Grund- 
punkte simtlich in G liegen*). Eine Funktion heift entsprechend endlich- 
blattrig, wenn es ihr Regularitatsbereich ist. 

Ein endlichblattriger Bereich wird im Gegensatz zu einem unendlich- 
blattrigen Bereich durch Hinzunahme seiner erreichbarer. Randpunkte ab- 
geschlossen. Dabei soll eine unendliche Folge P,, Pz,..., Py,... von 
Punkten eines Bereiches 8 iiber dem projektiv abgeschlossenen Raume der 
21, «++; 2 die Darstellung eines erreichbaren Randpunktes R von 8 genannt 
werden, falls 3) 

1. die P,, sich in 8 nicht haufen, 

2. die Folge der zugehérigen Grundpunkte P,, gegen einen Grandpunkt R 
konvergiert, we 

3. es zu jeder Umgebung U (R) von R ein mp gibt, so daB je zwei Punkte 
Pa, und P,,, mit m,, ™_ >m> in B durch ein Kurvenstiick verbindbar 
sind, dessen Grundpunkte ganz in U (R) liegen. 

Entsprechend sagen wir, daB die Folgen P,, Pz, ... und Q;, Qe, .. 
denselben Randpunkt darstellen, wenn 

1. lim P,, = limQ, = R, 

2. es zu jeder Umgebung U (2) ein |, gibt, so daB fiir m, k > ly die Punkte 
P,,, und Q, durch ein Kurvenstiick in 8 verbindbar sind, dessen Grundpunkte 
ganz in U (R) liegen. 

- Von den nicht-erreichbaren Randpunkten sind im folgenden Beweise 
des Satzes | nicht stérend jene, die vom Typus der nicht-erreichbaren Rand- 
punkte sind, welche in schlichten Bereichen der z-Ebene auftreten und fiir diese 
Bereiche ausfiihrlich in den grundlegenden Arbeiten von C. Carathéodory 
untersucht wurden‘). Stérend aber sind die Randpunkte, die durch Uber- 
lagerung von unendlich vielen Blattern iibereinander entstehen. (Z. B. auf 
der Flaiche von logz der Randpunkt, der durch die Gesamtheit der dem 


*) GemaB dieser Definition gibt es also schon schlichte Bereiche, die nicht endlich- 
blattrig sind, z. B. der Bereich, der aus dem Quadrat 0 < x < 1,0 < y < 1 entsteht, 
wenn die ,,Stacheln“ z = =, 0O<y< > n= 1,2,... herausgenommen werden. 
Andererseits ist der Bereich mit dem Verzweigungspunkt der Ordnung Unendlich im 


Nullpunkt und den Kreisen |z|< + als Blattern ein endlichblattriger Bereich. 

*) B.-T., Bericht S. 13. 

*) C. Carathéodory, Uber die gegenseitige Beziehung der Rander bei der kon- 
formen Abbildung des Innern einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis, und Uber die 
Begrenzung einfach zusammenhangender Gebiete, Math. Annalen 73 (1913), 8. 365 
bzw. 323. 
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Grundpunkte 1 iiberlagerten Punkte definiert wird.) Da aber die Unter- 
scheidung dieser beiden Typen nicht-erreichbarer Randpunkte im Falle be- 
liebiger Bereiche (insbesondere schon der allgemeinen Riemannschen Flachen) 
begrifflich schwerfiallig ist, wollen wir durch unsere Voraussetzung alle Be- 
reiche mit nicht-erreichbaren Randpunkten ausschliefo~ 

In unseren Vorbemerkungen zeigen wir noch: 

I. Ein endlichblittriger Bereich ® wird durch Hinzunahme seiner erreich- 
baren Randpunkte abgeschlossen. Es sei P,, Pz, ..., Pm, ... eine beliebige 
Folge von Punkten aus 8. Die Grundpunkte der P,, mégen als Haufungs- 
punkt insbesondere einen Punkt Po aufweisen. P?, P}, ... sei dann eine 
solche unendliche Teilfolge der P,,,, da8 die Grundpunkte P* der P* gegen P, 
konvergieren. U,, Uz, ... sei eine unendliche Folge von Umgebungen von 
Po, se daB U,, © oe a m = 1, 2,..., und die U,, sich auf Py) zusammen- 
ziehen. Aus den P* greifen wir nun eine solche unendliche Teilfolge P\}? 
heraus, da8 die Punkte P{) dieser Teilfolge alle in B tiber U, miteinander 
verbindbar sind. Es sei Q, = P. P®, m = 2, 3, ... sei weiter eine solche 
unendliche Teilfolge der P®’, m = 2, 3, ..., so daB die P'? alle iiber Uz in B 
miteinander verbindbar sind. Es seiQ, = P} usw. Die Folge derQ,, Qs, .. 
definiert dann einen erreichbaren Randpunkt von 8. Also hat jede unendliche 
Folge von Punkten aus $ eine konvergente Teilfolge. 

Eine Folge erreichbarer Randpunkte R®, R®,. . . heiBt gegen R = lim P,, 
konvergent, wenn 1. im abgeschlossenen Raume der Geundpunite lim R” = R 
und 2. fiir eine Darstellung P“) der R® gilt: Zu jeder Umgebung U (R) gibt 
es ein %, 80 daB die P? fiir vy > vm und m > m(v) alle in 8 allein schon iiber 
U(R) miteinander verbindbar sind. 

Die Konvergenz einer Folge von erreichbaren Randpunkten ist unabhangig 
von der Darstellung der Randpunkte. 

Es weist auch jede Folge von erreichbaren Randpunkten eine konvergente 
Teilfolge auf. Zunachst kénnen wir namlich aus der Folge von Randpunkten 
eine Teilfolge R herausgreifen, deren Grundpunkte gegen den Punkt R 
konvergieren. P‘ seien die gegebenen Darstellungen der R®’. U, (R) sei eine 
Folge > ig R honvergiorender eee mit U,(R)> U,, “{(R), R-» 
Q, = P&,, sei fiir jedes k = 1,.2, ... aus der Folge der P®, m = 1, 2, 
so gewahlt, daB alle P® mit m > m (k) iiber U,,,(R) liegen und in U,(R) 
mit P®,, verbindbar sind. Die Q, liegen also in 8. So weist die Folge der 
Q,,” =1, 2, ..., eine konvergente Teilfolge Q,, auf. Zu einer beliebig heraus- 
gegriffenen Umgebung U (R) gibt es also ein 4, so daB iiber U(R) die Q, | 
mit 4 > “o in B miteinander verbindbar sind. Fiir « > 4, liegen die U, (2) 
in U(R); also sind die Q, |, « = me, Me = Max (wo +1, w + 1), mit allen 
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Pe’, Ze und m > m(r,), iiber U (R) verbindbar. Die R’” konvergieren 
gegen R = limQ, . 


II. Ein unendlichblittriger Bereich © weist stets nicht-erreichbare Rand- 
punkte auf. Laut Definition gibt es zu € einen Grundbereich 6 und einen 
abgeschlossenen. ganz in @ gelegenen, gleichfalls schlichten Bereich 6*. 
daB von der unendlichen Folge P,, Pz, ... von Punkten auf € und iiber 6 
keine zwei durch Kurven auf € verbindbar sind, deren Grundpunkte samtlich 
in G liegen. Keine Teilfolge der P,, P2, . . . konvergiert in € oder definiert 
einen erreichbaren Randpunkt. Denn wenn cohen fiir eine Teilfolge P?, P¥,... 
die Bedingung lim P* = P* erfiillt sein mag, so sind doch die P* iiber UPS), 
falls nur U so klein g gewahit ist, daB es in G* liegt, nicht miteinander ver- 
bindbar. 


Insbesondere folgt also, daB Satz 1 aquivalent ist mit 


Satz la. Weist der Regularitdtsbereich der em- oder mehrdeutigen Funk- 
tion f (w. 2) nur erreichbare Rand punkte auf, so ist die Gesamtheit der singuldren 
Stellen von { (w, z) zusammenhdngend. 


Der Rand eines Bereichés $ (die singuliren Stellen einer Funktion 
f (w.2z)) heiBt zusammenhdngend, wenn bei jeder Zerlegung des Randes in 
zwei Teilmengen, M, und Mt., mindestens ein Punkt von M, Haufungs- 
punkt der M. oder mindestens ein Punkt von M, Haufungspunkt der M, ist. 


1. Angenommen nun, Satz 1 wire nicht richtig. Dann zerfallt die Menge 
der Randpunkte von f (w, z) in zwei abgeschlossene Teilmengen M, und Mz, 
die keinen Punkt gemeinsam haben. Die im Bereiche zwischen Punkten 
von M, und M, verlaufenden Strecken (man beachte, daB alle Verzweigungs- 
stellen gemaB der Definition des Bereiches iiber dem Raume der z,, z2, .. .. 2» 
zu den Randpunkten zu zahlen sind und es deshalb sicher solehe Verbindungs- 
strecken gibt) haben Langen, deren untere Grenze d > 0 sei. Wegen der 
Abgeschlossenheit des Bereiches gibt es einen Punkt R, auf M, und einen 
Punkt R. auf M., so daB eine in B verlaufende Verbindungsstrecke von R, 
nach R, die Lange d hat. Andererseits gibt es ein N > 0, so daB fiir alle 
Punkte von M,, fiir deren Koordinaten |w|? + |z|? > N2, die Verbindungs- 
strecken zu Punkten von M, eine Lange > 2d haben und Entsprechendes auch 
bei Vertauschung von WM, und M, gilt. 


Ware die Aussage nicht richtig, so gabe es also eine Folge R, mit den 
Koordinaten (t,,2,) auf M, und eine zugeordnete Folge R', (1, =.) auf 
Me, 80 daB 

L(R,, Ri) <2d 


und 


[wy |? + [zn] > 2, 
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L (R, R*) die Lange der Verbindungsstrecken zwischen R und R*. Dann 
konvergieren aber die R, und die R', gegen denselben unendlich fernen Punkt. 
Es ist namlich: 

™ wtf, wv, 4 


fo ae k 


% ata, a+4, 1 544," 





wobei 
A, =, —w,, 4 =%—2z% und | A,l, | Ap) <2d. 


Daraus folgt in jedem Falle: lim = = lim — und das bedeutet, daB die unend- 
k 


k 
lich fernen Punkte R, = lim R (w,, z,) und R, = lim R’ (ww. 2) zusammen- 
fallen entgegen unserer Annahme. 

2. Wir bilden nun den Durchschnitt des Regularitatsbereiches 8 mit der 
Hyperkugel RK x, um 0 (0, 0) und dem Radius N,. Dieser Durchschnitt ke nn 
in getrennte Bereiche zerfallen. Aus diesem Grunde wahlen wir V, > NV 
so groB, daB alle tiber Ry liegenden Punkte von 8 iiber Ry, in B miteinander 
verbindbar sind, und mindestens VN, = 3N. %* sei nun derjenige Bereich 
unter den Bereichen, die bei der Durchschnittsbildung von 8 und Sy, ent- 
stehen, welcher alle Punkte von % iiber Ry enthalt. B* ist ein Regularitiits- 
bereich 5). Jeder Teilbereich T von $*, dessen Grundbereich TI ganz im 
Ipnern von Ry, liegt, ist endlichblattrig, denn es ist 

My. (G, G*) S Mg (G, G*) 
bei jeder Wahl von G c Ky,- 

Der Bereich 8* hat iiber dem Inneren von Ry, nur solche Rand- 
punkte, die entweder zu Mt, oder M, gehéren. Auf Grund von | gibt es 
in 8* und zwar schon iiber Ry zwischen M, und Mt, eine Verbindungs- 
strecke der Linge d. pt 

3. Fiir B* gilt der Heine-Borelsche Uberdeckungssatz. Ist N eine abge- 
schlossene Punktmenge ganz im Innern von 8* und ist jedem Punkte P 
von N eine Umgebung U (P) aus 8* zugeordnet, so gibt es endlich viele 
Punkte P,..... P, in R, so daB U(P;)..... U(P,) ganz N iiberdecken. 

Zum Beweis beachten wir zunichst. daB die Menge N einen Mindest- 
abstand d* > 0 vom Rande von %* hat. Ist S ein Punkt des Grundraumes 
und A ein Punkt von ® iiber der Hyperkugel 2 mit dem Radius ¢*/8 um 8S. 


so gehért eine A umfassende Hyperkugel 2, mit dem Radius a und einem 


Mittelpunkt iiber S ganz zu 8*, denn alle diese Punkte sind um weniger als d* 
von A entfernt. Die Anzahl solcher sich nicht schneidender Hyperkugeln in 
B* mit Mittelpunkt iiber 2, die ganz zu B* gehéren, ist beschrinkt, denn 
sie sind ja alle iiber 22 nicht miteinander verbindbar. So ist ihre Anzahl 


5) Siehe B.-T., Bericht 8S. 74. 
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kleiner als M (2 2, 2), wo 22 die zu 2 konzentrische Kugel mit doppeltem 
Radius ist. Der Heine-Borelsche Uberdeckungssatz ist aber richtig fir 
jede abgeschlossene Punktmenge von ®, die in einer der abgeschlossenén 
Hyperkugeln 2,, 22, ..., 2, liegt; also ist er auch richtig fiir die abge- 
schlossene Teilmenge von ®, die iiber 2 liegt. Nunmehr setzen wir den Beweis 
in tiblicher Weise an. Wir umgeben 8* mit einem Hyperwiirfel §. Ware 
der Satz in 8*; also auch iiber § fiir R falsch, so gilt gleiches fiir einen Teil- 
hyperwiirfel $, mit halber Seitenlinge usw. Die ineinander liegende Folge 
der Teilhyperwiirfel §, $1, . . . konvergiert gegen einen Punkt S. Sobald die 
Teilwiirfel so klein sind, da8 sie in 2 liegen, haben wir einen Widerspruch. 
Der Heine-Borelsche Uberdeckungssatz ist bewiesen. 

4. Da 8* ein beschrinkter Regularitatsbereich ist, gibt es zu jedem 
Punkte P aus $*, der eine Randdistanz kleiner a hat, eine in B* regulire 
Funktion g, (w, z), die in allen Punkten aus $*, die eine Randdistanz gréBer 
a haben, dem Absolutbetrag » -oshnge att phates Die Menge © der 
Punkte aus'B* mit einer Randdistanz gleich 4 6) ist abgeschlossen und be- 


schrankt. Zn jedem Punkte R von 6 gibt es cine Hyperkugel % (R) um R 
und eine Funktion gp (w,z), so daB ign (w, 2)| in  (R) gréBer als in allen 


Punkten von 8* mit einer Randdistanz > <. Wir kénnen nun endlich 
viele Punkte R,, ..., R, von © wihlen, so da8 durch: 

(1) \9r, (w, z}| < \9n, (R,)| j =1,2,...8, 
ein Bereich € definiert wird, der alle Punkte aus $* mit einer Randdistanz 
= £ umifaSt und keine Punkte aus %* mit einer Randdistanz <<. Wir 


setzen noch , 
9p, (@, 2) 

Ik; (wo, 2)= ia 92,(8)| ° 
Dann ist der Bereich € darzustellen durch: 
(2) gk, (w, z)| <1. 
Jeder Randpunkt S von € ist nun nicht mehr als © von einem Randpunkt 
von $* entfernt. So zerfallen die Randpunkte von €, fiir die | w|* + |z|? < N2, 
in zwei getrennte Mengen Mf und M. Hat S eine Distanz < 4 von M,, 
so notwendig eine Distanz gréBer 3d von M,. In diesem Falle rechnet S zu 
MF; im umgekehrten Falle zu MF. Auch kann weder M* noch Mi leer sein, 
denn schon die ganz in $* verlaufende Verbindungsstrecke von R, nach R; 


(siehe Punkt 1 des Beweises) schneidet zweimal den Rand von € und deshalb 
MF wie MF. Es gibt zwischen Punkten von M? und M$ ganz in € verlaufende 


*) d die im Teil 1. dieses Beweises definierte Zahl. 





Ul-lfeq 


Ut lee 
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Verbindungsstiicke, die kiirzer als d sind, nimlich etwa die von € 
herausgeschnittenen Teile der Strecken (R,, Ri) fiir geniigend groBe k. 
Andererseits sind Verbindungsstrecken zwischen M? und Mf, wenn fiir den 
Anfangs- oder mindestens den Endpunkt |w|* + |z|* = N*, sicher linger 
als 24-24 = 5% g sei das Minimum aller méglichen Verbindungs- 
strecken von Mf und M$ in €. Dann gibt es konvergente Folgen Ri von 
MF und RP von MF, so dab , 

lim L (R®, R®) = 4, 

lim RY = RY auf Mt, 

lim RP = R® auf Mt 
und RY wie R® in |w|* + |z|? < N2. 

Fir die in € verlaufende Strecke von Ri) nach R® ist also 


L (RY, RY) = 4a, 
Durch Rf lauft eine analytische Flaiche §,: 
(3) gf* (w, 2) = 1. 


gt* (w, z) = ef Ik;, (w,z), wo g* (w,z) eine der in (2) vorkommenden 
Funktionen ist, also in ganz $* regular ist. §, dringt nicht in € ein. Ent- 
sprechendes gilt fiir Ri und die analytische Flache §-: 

(4) 92* (w,z) = 1. 

5. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir nun annehmen, 

daB in bezug auf R (w', 2) und RY (w®, 2) gilt 
2) a= 2” = 2, 
Die Auflésungen von (3) und (4) in einer geniigend kleinen Umgebung von 
RY bzw. von R® nach z ergeben 
w =f, (2), w=fz (2), 
wo /, (z) und /, (z) (eventuell mehrdeutige) analytische Funktionen sind, die 
sich in 2% algebraisch verhalten. 

Da und §, in den Bereich € nicht eindringen, muB |/,(z) — /2(z)| 
in einer Umgebung von z = 2, welcher der durch w” laufenden Zweige von 
f1(z) und der durch w® laufenden Zweige voh /,(z) auch gewahlt wird, groBer 
oder gleich a sein, wihrend 

lf: (20) — fe (%0)| = 4 
ist. Da es zu /; (z) — fe (z) in einer Umgebung von 2p eine ortsuniformisierende 
Veriinderliche gibt, ist dies nicht méglich, es sei denn |/, (z) — /, (z)| =a. 

In diesem Falle kénnen w = /; (z) und w = f, (z) den Rand von € nicht 

verlassen, denn sonst kamen zwischen M? und Mi kleinere Differenzen als a 
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vor. Da der Rand von € ganz in $* liegt, kénnen die zu /, (z) und /, (z) ge- 
hérigen impliziten Funktionen nicht singular werden. So bleibt, wie wir auch 
mit den Schnitten z = const weiterriicken, immer 
\f: (2) — fe @)| =e. 

Infolgedessen kamen auch fiir solche z noch Distanzen a < d zwischen 
M* und MF vor, wo fiir mindestens einen der zugehérigen Randpunkte 
|w|* + |z|2 > N®. Das widerspricht den Ausfiihrungen unter 2. Also ist 
auch dieser Ausnahmefall ausgeschlossen. Eine Minimaldistanz zwischen 
MF und MF kann nicht auftreten. Das miiBte aber nach 4. der Fall sein, 
wenn MM, und M, eine Minimaldistanz hatten. Also folgt nach den Bemerkungen 
unmittelbar unter Satz la, daB der Rand von $8 zusammenhangend ist. 

Nun zu den Bereichen iiber dem Raume von n = 2 komplexen Verinder- 
lichen z;, 22, ..., 2,! Hier kénnen wir nicht den Zusammenhang des Randes 
durch Schnitte des Bereiches mit analytischen ,,Ebenen‘‘ von vier Dimensionen 
nachweisen (es sei denn richtig, daB diese Schnitte auch immer endlich- 
blattrig sind). Es gilt jedoch wieder: 

Satz 1b. Ist die Funktion f (z,, ..., z,) endlichblittrig, so ist die Gesamt- 
heit ihrer singularen Punkte zusammenhdngend. 

Wir miissen zunachst beginnen wie beim Beweise von Satz 1. Wir bilden 
wieder die Bereiche 8* durch Schnitt von 8 mit der Hyperkugel 


|zy|2 + |ze|?+...+ |2n/2 = N? 
und den Bereich €, der von den Hyperflachen 
\9u, (21, 2, -- +» %)| <|9n, (R,)|, 7 ee 


berandet wird. .@ sei wieder die Minimalentfernung zwischen M¥ und Mf. 
Sie komme vor bei der Verbindung der Randpunkte 


1 1 1 2 2 
Roh, a...) and BP EO, &, ..., om. 
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen: 
s) =3® fir k =2,..., 9. 
Nunmehr bilden wir den Schnitt z, = 2), = =z{,...,z, =z mit € 


und betrachten die Schnittkomponente, in der die Verbindungsstrecke zwischen 
RiP und RY liegt. (Wir lassen also offen, ob vielleicht dieser Schnitt mehrere 
getrennte vierdimensionale Bereiche liefert.) Es folgt jetzt nach den Uber- 
legungen in 5, daB es auBerhalb |z,|* + |z2|% + |a3|2+...+ |a,|2 SN? 
auch noch Randpunkte von M¥ (bzw. MF) gibt, die zu Punkten von M$ 
(bzw. MF) Verbindungsstrecken aufweisen mit einer Linge a <d. Gleiches 
gilt erst recht fiir © selbst, und das widerspricht der Definition von N. Die 
Annahme, der Rand von % sei nicht zusammenhiangend, fiihrt notwendig zu 
einem Widerspruch. 
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Eine unmittelbare Folgerung des Satzes 1b ist der 


Satz 2. Ist die endlichblattrige Funktion f (z,, ..., %) reguldr und ein- 
deutig auf einer geschlossenen, tiber dem z,, . . ., Z,-Raume gelegenen (2 n — 1)- 
dimensionalen Fliche %. nachdem in einem Punkte P von & eines der in 
diesem Punkte zugelassenen Funktionselemente von { gewihlt ist, lapt sich 
ferner f nicht von einer Seite von § zur anderen ohne Uberschneidung der 
nun auf § eindeutig festgelegten Funktionselemente fortsetzen, so ist f nach 
einer Seite von % unbeschrinkt fortsetzbar. 

In diesem Falle ist namlich § eine Uberlagerungsmannigfaltigkeit einer 
geschlossenen (2 — 1)-dimensionalen Fliche §*, die ganz im Regularitats- 
bereich von f/ gelegen ist und ihn in zwei Teile zerlegt, so daB wegen des 
Zusammenhangs des Randes unseres Regularititsbereiches in einem Teile / 
iiberall regular sein muB. 

Der bekannte Satz von Hartogs und Osgood: ,,I[st die Funktion f(z; ,...,2,) 
in sémtlichen Randpunkten eines schlichten, beschraénkten Bereiches 8 mit 
zusammenhangendem Rande regular und eindeutig, so laBt sich / ins ganze 
Innere von % hinein regular und analytisch fortsetzen‘-, laBt sich also erginzen 
durch einen Sonderfall des Satzes 27): 

Satz 2a. Ist die schlichte Funktion f{ (z,, ..., z,) in sdmtlichen Rand- 
punkten eines schlichten Bereiches 8B regulir, so laBt sich f im alle bis auf 
héchstens einen der zusammenhingenden Teilbereiche fortsetzen, in die der ab- 
geschlossene Raum durch den Rand von ® zerlegt wird. 

Die Teilbereiche, in die der abgeschlossene Raum durch 8 zerlegt wird. 
seien 8,, Bo, .... 

Dann ist die vorgegebene Funktion f (z,, .. ., z,) auf Grund von Satz 2 
iiberall im Innern von , oder iiberall im AuBern von 8, regular. Trifft dies 
fiir das AuBere zu, so sind wir fertig. Andernfalls ist aber f nicht nur im 
Innern von %,, sondern wieder wegen Satz 2 im Innern von By regulir. usw. 
Fiir » = 1 sind die vorstehenden Satze natiirlich alle ungiiltig. 


7) Siehe auch F. Sommer, Bereiche ohne geschlossene innere Singularititen- 
mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 114 (1937). 


(Eingegangen am 30: 5. 1939.) 
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Uber Systeme von linearen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 
Von 


Wei-Liang Chow in Shanghai (China). 





C. Carathéodory hat bei seiner Begriindung des zweiten Hauptsatzes 
der Thermodynamik!) den folgenden Satz iiber eine Pfaffsche Gleichung 
bewiesen: Wenn eine Pfaffsche Gleichung in jedem Punkte die Eigenschaft 
hat, daB es in jeder Umgebung von ihm Punkte gibt, die sich nicht durch eine 
Integralkurve der Gleichung mit ihm verbinden lassen, dann ist die Gleichung 
vollstindig integrierbar. Dabei ist unter einer Integralkurve einer Pfaffschen 


Gleichung 2% (x, ..., %) dz, = 0 eine stiickweise stetig differenzierbare 
Kurve®) z, (¢) zu verstehen, deren jedes stetig differenzierbare Stiick (auch 
in den Endpunkten) der Gleichung ~% (2, (¢), . +» % (t)) = 0 geniigt. 


Diesen Satz, den Carathéodory durch eine geometrische Konstruktion der 
Integralhyperflachen bewiesen hat, werden wir nun in einer ganz anderen 
Weise beweisen und gleichzeitig auf Systeme von Pfaffschen Gleichungen 
verallgemeinern. Unsere Methode besteht darin, da8 wir zuerst in bekannter 
Weise das Pfaffsche System auf ein System von linearen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zuriickfiihren und dann die von einem Punkte 
aus durch einen aus den Charakteristiken dieser Differentialgleichungen zu- 
sammengesetzten Wege erreichbaren Punkte untersuchen. Dabei stellt es 
sich heraus, daB dieselben Betrachtungen uns auch die Mittel in die Hand 
geben, einen neuen Aufbau der Integrationstheorie der Systeme von linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu gewinnen, der dem 
iiblichen in vielen Hinsichten vorzuziehen ist. Wiahrend namlich die iibliche 
Theorie fiir ein vollstandiges System von den Koeffizienten und den Lésungen 
‘nur einmalige stetige Differenzierbarkeit voraussetzt, fordert die Heranziehung 
der Klammerausdriicke bei den nichtvollstindigen Systemen viel mehr. 
Erstens mu8 wenigstens geniigend oftmalige Differenzierbarkeit von den 


1) Math. Annalen 67 (1909), S. 369. 

*) Eine Funktion heiit stetig differenzierbar, wenn sie stetige partielle Ab- 
‘leitungen erster Ordnung besitzt. Eine Kurve x, (t) heiBt stetig differenzierbar, wenn 
die Funktionen -z,(¢) so sind. Eine Kurve heifit stiickweise stetig differenzierbar, 
wenn sie stetig und aus endlich vielen stetig differenzierbaren (abgeschlossenen) Kurven- 
stiicken zusammengesetzt ist. 
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Koeffizienten vorausgesetzt werden, so daB die herangezogenen Klammer- 
ausdriicke iiberhaupt sinnvoll sind; zweitens miissen die Lésungsfunktionen 
selbst als zweimal stetig differenzierbar angenommen werden, damit die 
herangezogenen Klammerausdriicke auch diese Funktionen als Lésungen 
besitzen. Indem wir nun in unserer Theorie statt der Klammerausdriicke 
eine Art Umformungsausdruck verwenden, kénnen wir auch bei den nicht- 
volistandigen Systemen mit der Voraussetzung der einmaligen stetigen 
Differenzierbarkeit sowohl bei den Koeffizienten wie bei den Lésungen aus- 
kommen. DaB diese Voraussetzung der einmaligen stetigen Differenzierbarkeit 
selbst im Falle einer einzigen Gleichung nicht ohne weiteres zu unterlassen 
ist, hat O. Perron durch lehrreiche Beispiele gezeigt *). 





Es sei Xf = D2 ~~ , linearer Differentialoperator. Sind die Funk- 


tionen f; (xz) in Pe lense eines Punktes a = (a,, ..., @,) stetig differen- 
zierbar ®), dann kann bekanntlich aus der Theorie der gewshnlichen Differen- 
tialgleichungen folgendes behauptet werden: Das System von Differential- 
gleichungen os = B,; (x) definiert in der Umgebung von a eine eingliedrige 
Gruppe (genauer Gruppenkeim) von stetig differenzierbaren Transformationen 
T(t): 2 = 9; (21, .. + Mn, t) = g; (2, t) 
mit g,(z,0) = 2, Die Differenzierbarkeitsbedingung bedeutet genauer: 
9; (21, .--+) Za, t) sind stetig differenzierbare Funktionen von 2), ..., Z, 
und ¢ in der Umgebung von 2; = a), ..., Z, = @,,¢ = 0. Der Operator X/ 
ist also die erzeugende infinitesimale Transformation einer eingliedrigen 
Gruppe von stetig differenzierbaren Transformationen T(t). Diese Eigen- 
schaft von Xf ist nun invariant gegeniiber beliebigen stetig differenzierbaren 
Transformationen in der Umgebung von a, wahrend die stetige Differenzier- 
barkeit der Koeffizienten f, (x) dabei verlorengehen kann. In anderen Worten, 
die stetige Differenzierbarkeit der Transformationsgruppen, aber nicht die 
der infinitesimalen Transformationen, hat eine geometrische Bedeutung bei 
Zugrundelegung der Gruppe aller stetig differenzierbaren Transformationen. Da 
wir uns im folgenden auf diesen geometrischen Standpunkt stellen und nur, 
mit geometrisch invarianten Begriffen operieren wollen, so werden wir statt 
der infinitesimalen Transformation Xf vielmehr die dadurch erzeugte Trans- 
formationsgruppe 7 (t) als Hauptgegenstand unserer Betrachtung stellen, 
und werden daher von der stetigen Differenzierbarkeit der infinitesimalen 
Transformationen keinen Gebrauch machen. In der Tat brauchen die infinite- 
simalen Transformationen der nach unserem spiter anzugebenden Verfahren 
konstruierten vollstandigen Erweiterung eines gegebenen Systems keineswegs 


*) O. Perron, Math. Zeitschr. 27 (1928), S. 549. 
7* 
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stetig differenzierbar zu sein, auch wenn diese Eigenschaft dem gegebenen 
System zukommt. 


Eine in der Umgebung von a stetig differenzierbare Funktion ¢ (7j, . . ., z,) 
heiBt ein Integral von X/, wenn sie der Gleichung X gp = es B; 3 =0 
geniigt. Die Funktion  (z) ist bekanntlich genau dann ein Integral von Xf, 
wenn sie eine Invariante der durch Xf erzeugten Transformationsgruppe T (¢) 
ist, dh. p (21, ..., Ln) = — (Gi (Z.4), ---+-Gn (x, t)) fiir alle 2, ..., %,t 
in der Umgebung von 2, = 4), ..., %, = @,,t = 0. 

Der Punkt a hei®t regular fiir X/, wenn nicht alle 8, (a) gleich Null sind, 
sonst heift er singular. In einem reguliren Punkte hat X/ ein System von 
n — 1 Integralen ¢, (z), ..., @a—1(z) mit der Eigenschaft, daB die Matrix 
| 7 | in a den Rang-n — 1 hat. Alle Integrale lassen sich dann in der Form 


F (91, ---; @n—1) darstellen, wo F (y;,..., Y,-1) in der Umgebung von 
#1 (2), -.-, Pn—1 (@) stetig differenzierbar ist. Ein solches System von 
Integralen hei8t ein Hauptsystem. In der Tat, wenn etwa f, (a) + 0 ist, 
so kann man die Gleichung g, (x,t) = a, nach ¢ lésen, etwa t = h(x). Dann 
bilden 9; (z) = g2(2,h(2)), ..., %-1(2) =9n(z,h(z)) ein Hauptsystem 
von Integralen, und zwar ist ||, *O(=—1,...,.8—1; 5 =2, ..., »). 
Durch die Transformation y, = A(z), yo = 9 (Z), --., Yn = Pn—1 (2) wird 
dann Xf auf die Gestalt = zt reduziert, die die Gruppe der Translationen in 


Richtung der y,-Achse i 
Ein lineares Differentialgleichungssystem B, 


= SY Ay gh=0 i 8.5.49 


j=1 
hat den Rang r im Punkte a, wenn die Matrix |/f,, (z)|| in der Umgebung 
von a den Rang r hat. Dabei braucht die ||f,,(z) || aber nicht in a selbst 
den Rang r zu haben. Ein Punkt p hei®t regular fiir B,, wenn ||f,, (x) || in 
p den Rang r hat, anderenfalls hei8t der Punkt singulair. Unsere Definition 
bedeutet also nur, daB es in jeder Umgebung von a regulare Punkte von B, 
gibt. Ein Differentialoperator Xof = > Bos 5> Mu heiBt von B, abhangig, 
wenn die Matrix ||8;;(z)\| (¢ = 0,1,....r;j9 = L ..., ®) in der Umgebung 
von a den Rang r hat. Zwei Differentialgleichungssysteme B, heiBen aqui- 
valent, wenn die Operatoren X,f jedes Systems von dem anderen System 
abhangig sind. Ein gemeinsames Integral von den X,/,..., X,f heiBt ein 
Integral von B,. n —r Integrale 9, (z), ..., Pn- r (2) bilden ein Haupt- 
system von Integralen von B,, wenn die Matrix I5 A 





den Rang n —r 


hat und jedes Integral von B, sich in der Form F (9, ..., 9, —,) darstellen 
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laBt, wobei F (y,, ..., Y,—,-) eine stetig differenzierbare Funktion ist. Man 
iiberzeugt sich leicht, daB aquivalente Systeme dieselben Integrale haben. 

Die den X,/ entsprechenden stetig differenzierbaren Gruppen von Trans- 
formationen seien mit 7’; (t) bezeichnet. Wir betrachten nun die Umformung 
von 7; (t) durch 7;(t), also die Transformationen 7, (t) 7, (t) T;(— 1), 
die fiir jedes feste t wieder eine eingliedrige Gruppe bilden, die mit der Gruppe 
T,(t) ahnlich ist. Da die Transformationen 7, (t),..., T,(t) alle stetig 
differenzierbar sind, so sind die Transformationen T; (rt) 7; (t) 7, (— t) auch 
alle stetig differenzierbar. Daraus folgt, daB die Gruppe 7’; (r) T; (t) T,; (— t) 
eine erzeugende infinitesimale Transformation besitzt, die wir mit 
T, (t) X; T;(— t) bezeichnen werden. Ist in der Tat die Transformation 
T,(t) durch die Gleichungen x; = g, (x, t) gegeben, so ist 


(7; (t) X; T;(- t))f = x So (z) 52) se 


wobei z; = g; (z’, — t) in den Koeffizienten » Bin (x) 5% 2, cinzusetzen sind. 


Das System B, hei®t nun vollstiandig, wot ‘fir alle i, 7 aie Differential - 
operatoren 7, (tr) X; 7, (— rt) fiir alle geniigend kleinen Werte von,t von B, 
abhangig sind. Ist das System B, nicht vollsténdig, dann kann man es immer 
durch wiederholte Hinzunahme eines geeigneten ,,Klammerausdrucks“ 
T, (ct) X; T;(— t) mu einem vollstandigen System B, vom Range s im 
Punkte a erweiterr. Da ein Integral von B, gegeniiber den Transformationen 
T, (t), ..., T,(t) mvariant bleibt, so bleibt es auch invariant gegeniijer 
den Transformationen von B,, woraus folgt, daB es auch ein Integral von B, 
ist. Die Systeme B, und B, haben also dieselben Integrale. Die Zahl s — r 
nennen wir den Index von B,. 

Satz A. Ein vollstdndiges System B, besitzt in der Umgebung eines regu- 
léren Punktes a ein Hauptsystem von Integralen 9; (2), ..., Pn—s(z) (und 
zwar ot [eb *° G=1,....8—s8; j=s+l1, ..., 8), wenn 
Bi; ; ee + 0 (1,7 = 1, ..., 8) ist), Jeder Punkt der durch a gehenden Integral- 
mannigfaltigkert F1 (2) - 7. (a), ..., Pn—s (Z) = Pn-. (2) lapt sich durch 
einen aus den Bahnkurven von B, zusammengesetzten Weg mit a verbinden. 

Beweis durch Induktion. Der Satz gilt offenbar fiir eine Differential- 
gleichung. Wir nehmen also an, daB der Satz fiir B,_, schon bewiesen 
ist, und werden ihn nun fiir B, beweisen. Wie wir oben schon erwahnt. haben, 
kénnen wir durch eine Koordinatentransformation eine = den infinite- 


simalen Transformationen, etwa X,/, in die Form X,/ = = ! bringen. Die 
ad | 


Transformationen 7’, (t) sind dann Translationen in Richoone der z,-Achse. 
Daraus folgt, daB jedes Integral von B, eine Funktion von z2, ..., z,, aber 
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nicht von z; ist. Da die Matrix ||f,, (a) || den Rang s hat und £2 (4) = £3 (a) 
=... = §;, (a) = 0 sind, so muB fiir jedes i + 1 mindestens ein ,;(a) + 0 
mit j + 1 sein. Das bedeutet, daB jede X,/ (i + 1) mindestens ein Integral 
y, (x) mit (* ° Te one + 0 besitzt. Durch die Transformation 


U;: (z, Z2, rey Zn) — (y; (x) TF Yi (a) + a, Ze, ee | zy), 


die jedem Punkte eine Verriickung in Richtung der z,-Achse erteilt, werden 
die Transformationen 7; (¢) auf die zur z,-Achse senkrecht stehenden Hyper- 
ebenen ,,projiziert“*. Die infinitesimale Transformation U f X, Uz* der trans- 


formierten Gruppe 7 (t) = U, T, (t) Uz* sei mit Xj 7 = Dutt 7. of ; bensichnet. 
Es sind dann offenbar f3, (x) = £3; (z) = = Bi (2). = 0. Der ae 
heit der Bezeichnungen wegen setzen wir auch Xif = PY Burge =X,f= yl 
Wir behaupten nun, da8 die s infinitesimalen Transformationen X}/, X%/, 
., X;/ ein System B’, vom Range s bilden, das mit dem System B, aqui- 
valent ist. Dazu zeigen wir zunachat, daB die Umformung einer X,f durch 


eine Transformation U: (2,, 2, ..., Zn) > (w(Z), Ze, .--; Zn), die jedem 
Punkte eine Verriickung in Michtung der z,-Achse erteilt, eine infinitesimale 


Transformation (U X, U-1)/ = 7 re £ exgibt, die von dem System B, 
abhangig ist. Denn es ist fiir iden bind Punkt c = (c;, C2, ..., Cn) 


ae “ is; if (Bis (chs C2, « «+1 a) 2 Piet +» En) 
=1 


} : O 9 (C), Cyr -- +» Cq)\ 9 
+ DS” Bas (eis as ++ On) ver es a) at 


0c 
=2 j 
’ f 








+ D> bes (¢1, C2, ++ +5 Cn) gt 
j=2 . 








; 8 © (oir Cap - + «0 Oe ' 
= (Ber (Cis C05 «+5 n) wie $5 So) — Ba, (Ci, C2, «- +n) 
D (Ci, Cy» ++ +1 Cn)\ 9 
+y Bs; (Cry Ce, - - oy Cn) v (cs - co) st 
j=? 


+ (7; (e, — ¢1) X, Ti (a — e,))f, 


wobei iiberall c, = y~'(c) einzusetzen ist. Da das System B, vollstandig 
ist, so ist 7, (c, — ce) X, T (ce, — cy) und folglich auch U X, U-* fiir jeden 
Punkt ¢ von B, abhingig, woraus folgt, daB U X, U- enya, von B, 
abhingig ist. Die infinitesimalen Transformationen X}/, X3/, ..., X,/ sind 
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also alle von dem System B, abhingig. Da8 sie ein System vom Range s 
bilden, folgt daraus, daB die Matrix 














l 0 : 7 0 
0 Be2(@) --- Ben(a) 
Bis (@)\) = 
0 Bes (a) eee B, n (a) 
denselben Rang wie die Matrix 
1 0 oes 0 
Boi(@) Be2(a) .-- Ben (a) 
|| Bs; (a) || = ‘ ; ‘ ’ 
Bar (a) Bue (a) vies Ben (a) 














also den Rang s hat. Daraus folgt, wie man sich leicht iiberzeugt, daB das 
System Bi mit dem System B, aquivalent ist. 
Das System B, ist auch vollstindig. Denn die Umformung von Xjf 
durch T(t) ergibt eine infinitesimale Transformation 
Ti, (t) Xj Tj (— t) = U, T, (t) U7} U, X, UF? U, F,(— t) UF", 
die aus X,f durch sukzessive Umformungen durch U>' U,, T, (rt), U, ent- 
steht. Da jede dieser Umformungen eine von B, abhingige infinitesimale 
Transformation in eine solche iiberfiihrt, so ist 7; (rt) X; Tj (— t) von B,, 
folglich auch von B,, abhangig. Die infinitesimalen Transformationen 
of, ..., X,f bilden nun auch fiir sich ein vollstindiges System BY_,. Denn 
die Transformationen T'; (rt) T; (¢) T; (— t), und folglich auch die infinite- 
simalen Transformationen 7%; (rt) X, 7 (— t), haben fiir 1+ 1 tiberhaupt 
keine Komponente in Richtung der 2,-Achse, d. h. Tj (t) X; Tj (— 1) ist 
schon von X}/,..., X,/ allein abhangig. Damit ist auch gezeigt, dab die 
Umformung von B,_, durch T) (t) = 7; (¢) ein aquivalentes System ergibt. 
Mit anderen Worten, B’,_, ist bis auf Aquivalenz gegeniiber den Translationen 
in Richtung der z,-Achse invariant. Da nun 2, in dem System B, _, offenbar 
die Rolle eines Parameters spielt, so kénnen wir 2, gleich einem festen Wert, 
etwa Zz, = a, setzen, und bekommen dann ein System B’_, in den n — 1 
Veranderlichen 22, 23, ..., Z,. Jedes Integral g (zz, ..., %) von By _, ist 
nun wegen der soeben erwahnten Invarianzeigenschaft von By, _, ein Integral 
von Bj _, und, da es z, nicht enthilt, auch ein Integral von Bi, mithin auch 
von B,. Umgekehrt ist jedes Integral von B, auch ein Integral von B,,. 
mithin auch von B,_,, mithin, da es z, nicht enthalt,-auch von By_,. 
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Da nun B,_, nach der Induktionsvoraussetzung ein Mauptsystem von 
(n — 1)—(s — 1) =n —s Integralen 9, (z), . . ., p,_, (x) besitzt, und zwar mit 








Ty hae TOE = 1,...m—8;j=s+1,..., m), fells |B;; (@)! +0 
(i,j = 2, ..., 8) ist, so besitzt B, auch das Hauptsystem 9, (z), ..., @n—. (2), 
und zwar mit ee] +0 (=1,...,n—8;j=841,..., n), falls 
|B: (a)| = |B; (@)| = 16%, (a)| +0 (,f = 1, ...,8; k,l :=%, ..., 8) ist. 


Damit ist der erste Teil des Satzes howisesn. 

Was den zweiten Teil betrifft, ist er nach dem vorangegangenen ziemlich 
klar. Denn nach der Induktionsvoraussetzung l48t sich jeder Punkt der 
Integralmannigfaltigkeit 2, = a,, 9, (2) = 9; (@), ..., @n—s(Z) = Mn-s (2) 
durch einen aus den Bahnkurven von B,_, zusammengesetzten Weg mit a 
verbinden. Daraus folgt, daB jeder Punkt der Mannigfaltigkeit gy, (<) = (a), 

-s Qn—s (2) = @p-, (@) sich durch einen aus den Bahnkurven von B,, zu- 
sammengesetzten Weg mit a verbinden ]é8t. Da nun die Bahnkurven von 
X‘/ offenbar aus denen von X,/ und X,/ zusammengesetzt sind, so laBt 
sich jeder Punkt der Mannigfaltigkeit @, (x) = , (4), ..., Pn—s(Z) = Mn-s(@) 
auch durch einen aus den Bahnkurven von B, znsammengesetzten Weg mit 
a verbinden. Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 

Aus diesem Satz A folgt dann fiir ein beliebiges System B, der folgende 

Satz B. Ein lineares yartielles Differentialgleichungssystem B, hat in 
jedem Punkt a, der fiir seine vollstindige Erweiterung B, regular ist, ein Haupt- 
system von n — 8s Integralen q, (x), ..., Pn—, (2). Jeder Punkt der durch a 
gehenden Integralmannigfaltigkeit (x) = @; (a), ..., Pn—s(Z) = Pn-s (a) 
laBt sich durch einen aus den Bahnkurven von B, zusammengesetzten Weg mit a 
verbinden. 

Zu dem zweiten Teil des Satzes braucht man nur noch zu bemerken, 
da8 die Bahnkurven einer umgeformten Gruppe 7; (t) 7, (t) 7; (— t) offen- 
bar durch eine aus den Bahnkurven von 7, (t) und 7; (¢) zusammengesetzte 
Kurve ersetzt werden kénnen. DaB es nétig ist, den Punkt a als einen regu- 
laren Punkt nicht nur von B,, sondern auch von B, vorauszusetzen,- zeigt 
das folgende Beispiel: Das nicht vollstindige System B, 


7] ¢ 
xf = fH, Xef = =; sh tna 


ist offenbar in dem Punkte 0 = (0,0, 0) regular. Durch Hinzunahme des 


Klammerausdrucks (X,X_)f = r3 54 entsteht ein vollstandiges System B;, 
das aber offenbar nicht mehr in dem Punkte O regular ist. In der Tat liegen 
alle durch einen Punkt der Ebene z; = 0 gehenden Bahnkurven der infinite 
simalen Transformation «X,/ + BX2f, wo « (x), B (x) beliebige stetig differen- 
zierbare Funktionen sind, immer in der Ebene z; = 0, woraus folgt, dab 


man niemals einen nicht in der Ebene z; = 0 liegenden Punkt durch einen 
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aus den Bahnkurven von allen solchen infinitesimalen Transformationen 
aX,/+X_f zusammengesetzten Weg mit O verbinden kann. Aus dem 
Satze B folgt dann, da8 B, nicht in einem im Punkte O regularen vollstandigen 
System B, enthalten sein kann. 

Ohne Heranziehung des vollstandigen Systems B, kann man auch den 
zweiten Teil des Satzes B in folgender Weise formulieren: 

Satz C. Hin lineares Differentialgleichungssystem B, vom Index m im 
Punkte a hat in jeder Umgebung von a Punkte mit der Eigenschajft, daB die von 
thnen aus durch die aus den Bahnkurven von B, zusammengesetzten Wege 
erreichbaren Punkte eine (r + m) dimensionale Mannigfaltigkeit bilden. Oder: 
Hat ein System B, in dem Punkte a die Eigenschaft, daB in jedem Punkte 
einer Umgebung von a die von thm aus durch die aus den Bahnkurven von B, 
zusammengesetzten Wege erreichbaren Punkte eine Mannigfaltigkeit von héchstens 
r+ m Dimensionen bildet, dann hat das System B, héchstens den Index m. 
Gibt es auBerdem in jeder Umgebung von a immer Punkte, wobei diese héchste 
Dimension r + m wirklich auftritt, so hat das System B, genau den Index m. 

Dies ist die eingangs erwahnte Véerallgemeinerung des Carathéodoryschen 
Satzes. Um sie in eine Aussage iiber Pfaffache Systeme zu verwandeln. 
brauchen wir nur folgendes zu bemerken: Es sei 


Pr (z) dz, = 0 (j= 1,...,7) 


ein Pfaffsches System A, vom Range r im Punkte a, wobei die Funktionen 
a,,(%) in der waaay von a stetig differenzierbar sein sollen. Durch die 


Bedingungen 2 a,;By; = 0 wird bis auf "ee ein Differential- 
Seiilhiteiinieais B,,_, vom Range n — r, 2 bu St =0(§=1,...,.n—71) 
7; 


bestimmt. Die Systeme A, und B, _, heiBen y ro pn assoziiert, sie be- 
stimmen einander bis auf Aquivalenz eindeutig. Die Integralkurven von A, sind 
nichts anderes als die aus den Bahnkurven vonB,, _, zusammengesetzten Kurven. 
Wir sagen, das System A, habe den Index m, wenn sein assoziiertes System B, _, 
den Index m hat. Wir kénnen nun den Satz Cin folgender Weise formulieren: 

Satz D. Hat ein Pfaffsches System A, in dem Punkte a die Eigenschaft, 
da in jedem Punkte einer Umgebung von a die von ihm aus durch die Integral- 
kurven von A, erreichbaren Punkte eine Mannigfaltigkeit von héchstens n — r + m 
Dimensionen bilden, dann hat das System A, héchstens den Index m. Gibt es 
auferdem in jeder Umgebung von a immer Punkte, wobei diese hichste Dimension 
n—r-+m wirklich auftritt, so hat das System genau den Index m. 

Der Satz von Carathéodory entspricht dem Falle r = 1, m= 0. (Im 
Falle m = 0 ist der letzte Zusatz von Satz D iiberfliissig, da der Index niemals 
negativ sein kann.) 

(Eingegangen am 19. 11. 1938.) 











Die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
von Integraltransformationen. 


Von 


Gustav Doetsch in Freiburg i. B. 


§1. 
Einleitung. 


Fiir die linearen Integraltransformationen mit dem Grundgebiet (0, « ), 
deren Kern nur vom Produkt der Variablen abhangt '): 


(1. 1) vy (2) = [x(22) p(o) ae, 

0 
1aBt sich eine Theorie entwickeln, die an formaler Eleganz und inhaltlicher 
Geschlossenheit nichts zu wiinschen iibrig 148t, wenn man einerseits die 


integrierte Gestalt 2) 


(1.2) [ veras = [252 prac 
0 0 





zugrunde legt und andererseits nur solche Transformationen betrachtet, 
die jeder Funktion g aus der Klasse LZ? (0, ©) wieder eine Funktion aus 
dieser Klasse zuordnen, die also den ganzen Raum J? (0, ~ ) auf einen Teil- 
bereich desselben Raumes abbilden. Wenn eine Transformation diese Eigen- 


schaft hat, so sagen wir, sie erfiille das Postulat A. Die Funktion x2) gehort 


z 


dann notwendig auch zu [* (0, ) [siehe § 3). 


1) Die Variablen z, [ sind reell, die Funktionen ¢, y, x kénnen komplexe Werte 
haben. 


*) Hier ist formal yz (z) = { x(2) dv und 
0 


fwcrae = faufxwo omar = f mceras fx(wetyde 
0 0 0 0 0 
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Die formale Einfachheit der Theorie liegt darin begriindet, daB die 
transzendente Gleichung (1.2) sich durch die Mellin-Transformation 


(1. 3) M {933} = [2-1 pleyde 
a 


,algebraisieren“, d.h. in eine algebraische Gleichung iibersetzen laBt. Diese 
Methode der Algebraisierung der Transformation (1.2) habe ich seinerzeit, 
um statt an die Mellin-Transformation an die weitaus bekanntere Fourier- 
Transformation (im Sinne der Plancherelschen Theorie) ankniipfen zu kénnen, 
in etwas anderer Form entwickelt %), mit der die eben erwahnte durch einfache 
Substitutionen zusammenhangt. Es werde gesetzt 


(1.4) (2) = 2 FF (log2t), y(z) = 2 4@(logzty, 4) = 2 tT (log zh), 
d. h. 


F(z) = & p(e**), G(x) = & p(e*), T(z) = e~* x (e**). 
Dann ist 


fl (2) Pdz = of |F() dz, usw., 


d. h. die Funktionen 9, y, z gehéren dann und nur dann zu J (0, o), wenn 
die F, G, T zu L*(— ow, ow) gehéren. Die Gleichung (1.2) geht durch die 
Substitution (1. 4) mit 

emer, f=ei, dh z= log 23, é= log ¢4 
nach Division durch 2 e” iiber in 


+o 
jf e-@-P@ (ede = f Tie+ EF (edt 


oder 
+o +o 
f Rie—G@dE = f Tee) F(-44é, 
wo iis Sih, 
0 firz< 0 
Riz) =|, - 220 


gesetzt ist. Benutzt man fiir die hier vorkommende und als ,,Faltung be- 
kannte Integralbildung die Symbolik 


+2 
(1.5) f File — &) Fa(6)dé = F(z) « F2(2), 





*) G. Doetsch, Beitrag zu Watsons ,,General Transforms, Math. Annalen 113 
(1937), S.226—241; Zur Theorie der involutorischen Transformationen (General 
Transforms) und der selbstreziproken Funktionen, ebenda S. 665—676. Diese beiden 
Arbeiten werden im folgenden als Tr. I und Tr. II zitiert. 
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so nimmt die Gleichung der Transformation die einfache Gestalt an: 
(1. 6) R (2) +G (z) = T (a) « F (— 2). 


Eine Faltung la8t sich aber in gewissen Fallen durch die Fourier-Trans- 
formation, die fiir Funktionen aus L*(— o, o) in der Plancherelschen 
Gestalt als quadratischer Mittellimes (limes in medio = ]. i. m.) anzusetzen ist: 


(1.7) &{F;y} =Lim. { e-‘v* F(z)dx = f(y), 


in ein algebraisches Produkt iiberfiihren (Faltungssatz) : 
(1. 8) & {Fi + Fo} = & {Fi} - F {Po}. 
Es zeigt sich, daB der Faltungssatz fiir die Gleichung (1. 6) zutrifft, so daB 


diese im Bereich der Fourier-Transformierten, die wir immer durch ent- 
sprechende kleine Buchstaben bezeichnen, die algebraische Gleichung 


(1. 9) r(y) g(y) = t(y) f(—y) 


als Abbild besitzt. Diese ist natiirlich auBerordentlich einfach zu handhaben, 
so daB man an ihr alle Eigenschaften der Transformation (1. 6) ablesen kann. 
Durch Riickgangigmachen der Substitution (1.4) kann man die gewonnenen 
Aussagen in solche iiber die Transformation (1. 2) iibersetzen. 

Statt erst die Funktionen gy, ... durch die Substitution (1. 4) in die 
Funktionen F, . . . iiberzufiihren und dann auf diese die Fourier-Transforma- 
tion anzuwenden, kann man auch gleich auf die gy, ... eine entsprechende 
Transformation ausiiben *): 


+@ +@ 
f(y) =Lim. [ e~‘v*F(z)dz=Lim. | e~*v76 p(e*)de 
a 1 ’ 


1 him. j z 2 2 @(z)dz 


twl< 


(a = e**). Diese Transformation ist bis auf den Faktor 4 nichts anderes 


als die Mellin-Transformation (1.3) (in Gestalt eines mittelkonvergenten 
Integrals), gebildet fiir s = + —i 4. 
Die Mellin-Transformation mit komplexem s ist aquivalent mit der 


+o 
(zweiseitigen) Laplace - Transformation j e~"*@(t) dt (Substitution 


e~' == z, ®(— logz) = gy (z)). Durch Beschrinkung des s auf eine vertikale 
Gerade mit der Abszisse 0 wird aus der Laplace-Transformation die Fourier- 
Transformation. Durch die Beschrankung des s auf eine vertikale Gerade 


*) Vgl. Tr. II, S. 667. 
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mit der Abszisse } wird aus der Mellin-Transformation eine besondere Trans- 


formation, die ebenso selbstandige Bedeutung hat wie die Fourier-Trans- 
formation und. daher einen eigenen Namen verdiente. Da bisher kein Forscher- 
name besonders mit ihr verkniipft war, wollen wir sie N-Transformation 
nennen und definieren: 


(Statt N{@; y} schreiben wir manchmal auch kiirzer N{q}.) Zwischen ihr 
und der Fourier-Transformation besteht der Zusammenhang: 


(1. 10) (Fi y} = >MRlz- + F(loget); — 4}, 


(1.11) Rips y} = 2G {ep (2); —2y} = Fle * v(e-*); y}. 


Da in der gegenwartigen Arbeit die Integraltransformation (1. 2) direkt 
mit der R-Transformation angegriffen werden soll, iibersetzen wir zunichst 
in § 2 die in Tr. I und IT benutzten Hilfssiatze iiber die Fourier-Transformation 
in die Sprache der N-Transformation. Dabei handelt es sich vor allem um 
den Faltungssatz (1.8), der gemaB (1. 10) die Gestalt erhilt: 


2 
= 52 4 P, (log 24); _4 ER (om t P, (log 24); — $I. 


1 aa ° 
ZK bF,+ Fs) wns 


Setzen wir in (1. 5) 


r= logzt, & = log¢?; 2 # F, (log zt) = gy(z), 2 4 F,(logz) = 2/2), 
so folgt: 


cheery, =F] (5) 
0 


F, (log (+)*)¢~ 4 (logy S 


log B 


— 


- +] (+) o2(0)S. 
0 


Ersetzt man noch — 4 durch y, so ergibt sich: Fiir folgende Integralbildung. 


die wir als .,Komposition“ bezeichnen und fiir die wir als symbolisches Zeichep 
einen kleinen Kreis einfiihren: 


(1.12) og. = | 4) mt) Eo [mien ()%. 








G. Doetach. 
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gilt unter gewissen Bedingungen (Kompositionssatz) : 

R{P1 O P2} = R{ ps} - N {ys}. 
Der Inhalt der Hilfssitze 4 und 5 von § 2 besteht darin, solche Bedingungen 
zu prazisieren. 

In § 3 schreiben wir die Transformation (1. 2) als Kompositionsgleichung 
und algebraisigren sie durch die ®-Transformation, was nur eine andere 
Schreibweise fiir die Operationen in Tr. I darstellt. Wir brauchen die Zu- 
sammenhinge aber in diesem Gewand als Vorbereitung fiir den eigentlichen 
Hauptgegenstand dieser Arbeit in §4. Hier werden die Eigenwerte und die 
zu I2(0, @) gehdrigen Eigenfunktionen, die eine Transformation (1. 2) 
haben kann, bestimmt. Es zeigt sich u. a., daB es héchstens abzihlbar viele 
(eventuell gar keine) Eigenwerte gibt, die immer paarweise auftreten (+ A 
und — A). Zu jedem Eigenwert gehért eine symmetrisch zum Nullpunkt 
liegende Menge, in deren positiver Halfte die M-Transformierte der Eigen- 
funktion beliebig gewahlt werden kann, wodurch sie in der anderen Hilfte 
festliegt, wihrend sie auBerhalb der Menge verschwindet. 

§5 behandelt speziell die Eigenwerte von involutorischen und unitdren 
Transformationen, d. h. solchen, die sich durch eine Integraltransformation 
mit demselben bzw. dem konjugierten Kern umkehren lassen. Um die hierbei 
erhaltenen Resultate abrunden zu kénnen, stellen wir in §6 den Eigen- 
funktionen eine andere Sorte von Funktionen gegeniiber, die wir Spiegeb- 
funktionen nennen und die sich nicht wie die Eigenfunktionen bei Anwendung 
der Transformation bis auf einen Faktor reproduzieren, sondern in die kon- 
jugierte Funktion verwandeln. Die unitéren Transformationen nebmen in 
der Theorie dieser Spiegelfunktionen genau dieselbe Sonderstellung ein, wie 
die involutorischen Transformationen in der Theorie der Eigenfunktionen. 

Die Arbeit ist.so abgefaBt, daB sie im wesentlichen ohne Kenntnis von 
Tr. I und II sowie der iibrigen Literatur gelesen werden kann. 


Ll -19ee 


§ 2. 
Hilfssitze iiber die R-Transformation. 
Im folgenden sind die Satze des § 2 in Tr. I, die sich auf die Plancherelsche 


Theorie der Fourier-Transformation beziehen, vermittels der Beziehung 
(1. 10) in Satze iiber die N-Transformation umgewandelt. 


Hilfssatz 1. Ist » (2) eine Funktion aus L* (0, o), so gehdrt zu thr in 
umkehrbar eindeutiger Weise eine R-Transformierte 


(2.1) Rig; y= Lim. { 2 $+**Y o(2)de = @*(y) (-wx<y< + &), 


Lv -i90e 
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die der Klasse L? (— cw, ) angehért. — Jede Funktion o*(y) aus L?(— o, @) 
ist die N-Transformierte einer Funktion ¢ (z) aus L* (0, q@), die man durch 
die Umkehrformel 

+a 


(2. 2) y(z) = Lim. r [x 3—* oe (y) dy = N-{*; 3} 


erhilt. 
In Zukunft bezeichnen wir die R-Transformierte einer Funktion immer 
durch denselben Buchstaben wie diese mit einem oberen Stern. 


Hilfssatz 2 (Parsevalsche Gleichung). Unter der Voraussetzwng von 
Hilfssatz 1 ist 


(2. 3) Jiv@ede= s+ [ietmedy, 
d. h. . te 
oo +2 
[o@peds=s | ower uray 
und allgemeiner ‘ " 
(2.4) [me@mede= 2 | otineturay. 
0 —o 


Hilfssatz 3 (Umgekehrter Kompositionssatz). Wenn q,(z) und go(z) 
zu [2 (0, ©) gehdren, so gilt fiir die Komposition” 
2.5) eledomale) = [ mi(F) mS = | me oa(z) F 
) 


‘ 0 


die Beziehung 5): 
+2 
(2. 6) 1 (2) 0 Y2(2) = ts | 2 4 p(y) ph(y)dy. 
Hilfssatz 4 (I. Kompositionssatz). Gehdren g, (z) und pz (z) zu L*(0, o) 
und gi(y): p(y) zu L?(— o, ©), so gehdrt auch 9,0 yz 2u L*(0, o), © 
und es ist 
R{H1 O Ps} = R{pi}* RN {ys}. 
. , 1\|*dz ? (=) 
5) Wegen ( | e(z)(®dz = | y (=)! zz Behort mit p(z) auch ~ zu L*(0, 2c). 
0 6 : 





Der Integrand des Kompositionsintegrals gehért als Produkt zweier Funktionen aus 
I? (0, 2c) zu L (0, oc), das Integral konvergiert also absolut. — Dasselbe gilt fiir das . 
Integra! auf der rechten Seite von (2. 6), da yt und gf zu L* (— oc, oc) gehéren, ihr 
Produkt alsu zu L! (—sc, oc). 
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Hilfssatz 5 (II. Kompositionssatz). Wenn , (z), po (z) und oO ge 
zu [2 (0, a) gehdren und die hiernach existierende Funktion R{p, o ge} zu 
I) (— @, @) gehért, so ist 


RN {P1 O Ps} = R {yr} - R {ps2}. 
Hilfssatz 6. Wenn (z) zu L* (0, cw) gehért, so gilt 


°(3) 


(2.7) R | —=;y] = Rip; — y} = y*(—y), 
(2. 8) R{H (2); y} = R{ ple); — y} = w*(— yp. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, daB —(z) reell ist, lautet: 
(2. 9) 9*(y) = 9*(— 9). 


§ 3. 
Algebraisierung der Integraltransformation. 
Wenn die Transformation (1. 2), fiir die wir auch kurz 
¥ = 1, {9} 
schreiben, das Postulat A erfiillt, d.h. wenn sie jeder Funktion g(z) aus 
I? (0, o) eine Funktion y(z) aus. Z*(0, oo) zuordnet, so gehért die Funktion 
é (z) = x(2) 


notwendig zu LZ? (0, ow). Denn fiir die spezielle Funktion 
1 fir OS2zs1 
?(z) = {, ‘ . 


» 2>1 
aus [2 (0, o) ergibt (1. 2): 
s 1 3 
[ wicnac = | Pa = [ Wac, 
fn) 0 0 
also y(z) = 20) 6). — Das Integral auf der rechten Seite von-(1. 2) ist daher 


absolut konvergent. 
Schreibt man die Transformation (1. 2) — 


{te 


*) Hier und in der Folge bedeutet das Zeichen = so viel wie: iiberall gleich bis 
auf eine Nullmenge. 





eh et ee. 


- 
> 


, t2(Z)e 
zi at 


selm ‘<i 
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so erkennt man, da8 sie nach Einfiihrung der zu L? (0, o) gehérigen Funk- 
tion 7) 

0 fir OsS2<1 
(3.1) e(2)=j1 a4 

(z 
bei Verwendung des Kompositionssymbols (vgl. (2.5)) die einfache Ge- 
stalt hat: 

l 
*(z) 


(3. 2) e(z)0 y(z) = B(z)o——. 


Wir zeigen, da8 sich auf beide Seiten der Kompositionssatz anwenden laBt §), 
so da8 unter Beobachtung von (2. 7) im’ Bereich der R-Transformierten gilt: 





(3. 3) o*(y) y*(y) = O*(y) p*(— y), 
wobei 
(3.4) g*(y) = [bt de = 

i hi 


ist *). y*(y) gehort nach Hilfssatz 1 zu L?(— ©, o), also wegen der Be- 
schrinktheit von o*(y) auch o*(y) y*(y). Nach Hilfssatz 4 gehért dann 
oo y zu L2(0, o), und es ist 


RN fe o v} = o*(y) y*(y). 


(3) 


Wegen (3.2) gehért auch 8(z) 0 : 


(3) 


R [8(2)o—*“| = N lo (2)0 w(2)| = o* (y) v* (y) 





zu L? (0, o), ferner die Funktion 





zu [i (— @, @), da o* und y* zu L?(—o, ) gehéren. Hilfssatz 5 liefert 


somit : 
Ll 
f-} . 





womit bewiesen ist, daB die transzendente Gleichung (3. 2) die algebraische 
Gleichung (3.3) zur notwendigen Folge hat. 


7) o(z) entspricht gem&B der Substitution (1.4) der Funktion R(z)-von § 1. 
*) Das folgende ist eine Ubersetzung von Tr. I, S. 235 in die Sprache der N-Trans- 
formation. | 
*) Wenn ein Integral im gewdhnlichen Sinne und als quadratischer Mittellimes 
konvergiert, so stimmen beide Werte iiberein; man kann also {0} durch das gewdhn- 
liche Integral ausrechnen. 
Mathematische Annalen.. 117. 8 
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Damit vermége der Gleichung (man beachte 0* (y) + 0) 
6* 
v* (vy) = SB or (—y) 


jeder 1°) Funktion g*(— y) aus [*(— , «) wieder eine Funktion y*(y) 
aus [2 (— o, x) enteprechen kann, mu8 notwendig bis auf eine Nullmenge 





6* (y) 
(3. 5) | a <M 


sein. Diese Bedingung ist aber, wenn die Funktion #*(y) meBbar ist und also 
wegen (3.5) eo ipso zu [*(— o, o) gehdrt, auch hinreichend, damit die 
Transformation (1.2) mit dem Kern 7 = z # jede Funktion @ aus [*(0, ~) 
wieder in eine Funktion y aus Z* (0, «) iiberfiihrt: Zu g bestimme man zu- 
nichst das zugehérige g* aus L*(— o, o) und hierzu vermittels (3. 3) 
eine Funktion y*, die wegen (3.5) auch zu L* (— o, o) gehért, also nach 
Hilfssatz 1 eine Funktion y = R- 1 {y*} aus L? (0, @) besitzt. Multipliziert 
man die Gleichung (3.3) mit ed und integriert sie von — o 
bis +o, so steht nach Hilfssatz 3 die Gleichung (3.2) da. Damit ergibt 
sich 11): 


Satz 1. Die Transformationen (1.2), die das Postulat A erfiillen, sind 
genau diejenigen, bei denen die Funktion 9(2) = *" 2u 12 (0, co) gehrt und 
die Bedingung B erfiillt, daB bis auf eine Nullmenge 





6° (y) (2) M 
(3.5) Se <M, ab. R(t) < Wo 


ist. Fiir sie ist die transzendente Gleichung (3.2) véllig dquivalent mit der alge- 
braischen Gleichung (3. 3). 


%®) Wenn ¢(z) jede Funktion aus L* (0, oc) sein kann, so darf g*(y) nach Hilfs- 
eatz 1 jede Funktion aus L* (— oc, oc) sein. 

1) Die Bedingung B ist von H. Kober, Eine Verallgemeinerung der Transformationen 
vom Fourier-Typ, Quart. Journ. (Oxford Ser.) 8 (1937), S. 172—185 (Satz 2, S. 174) 
angegeben worden. Die Ableitung von (3.3) geschieht hier nach dem Vorgang von 
I. Busbridge, On general transforms with kernels of the Fourier type, Journ. Lond. 
Math. Soc. 9 (1934), 8. 179—187, aber den Parsevalschen Satz fir die Mellin-Trans- 
formation. Es scheint mir aber, daB gerade die Schreibweise der Transformation (1. 2) 
als Kompositionsgleichung und ihre Algebraisierung durch den Faltungssatz be- 
sonders dectlich den inneren Mechanismus hervortreten 148t. — Beim Vergleich des 


Obigen mit den eben ritierten Arbeiten int ru beachten, daS die Funktion 14} bei 
I. Busbridge mit 2 (} + iy), bei H. Kober mit.«(y) bezeichnet ist. 
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§ 4. 
Eigenwerte und Eigenfunktionen von Integraltransformationen. 
Es sei jetzt grundsitzlich (1.2) eime Transformation, die das Postulat A, 
d. h. die Bedingung B erfiillt. Wenn es eine komplexe Zahl A + 0 und eine 
Funktion ¢(z) aus Z* (0, oo), die nicht = 0, d. h. die in einer Menge positiven 
MaBes + 0 ist, gibt derart, dab 





4.1) ple) = AT, (p(2)}, dh. yl) = 2% 
oder explizit 

J oer dg =a [222 g(e at 

0 0 


ist, so heiBe A ein Eigenwert der Transformation und ¢(z) eine dazugehdérige 
Eigenfunktion aus [* (0, o)%*). (Speziell fir A= 1 bzw. A= — 1 heiBt 
p(z) eine selbstreziproke bzw. schiefreziproke Funktion.) Wegen der in §3 
bewiesenen Aquivalenz der Gleichungen (3.2) und (3. 3) ergibt sich, wenn 
man dort y = £ setzt 13): 


Satz 2. Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Eigenfunktion o(z) 
der Transformation (1.2) zum Eigenwert A existiert, ist die Existenz einer zu 
I? (— @, @) gehérigen Funktion o*(y) +0, die die algebraische Gleichung 
(4. 2) o*(y) o*(y) = A Oly) v*(— y) 
befriedigt. Die Eigenfunktion g(z) ergibt sich durch y(z) = R-1{p*(y)} 4). 

Aus diesem Satz wollen wir nun eine vollstandige Charakterisierung aller 
Eigenfunktionen ableiten. 

Wenn die Funktiona!gieichung (4. 2), die fiir alle reellen y gilt, von einer 
Funktion g*(y) erfillt wird, so ist auch die Gleichung, in der y durch — y 
ersetzt ist, richtig: 

(4. 3) o*(— y) o*(— y) = 4 O*(— y) o*(y). 
Also erfiillt g* auch das Produkt der Gleichungen (4.2) und (4. 3): 

e*(y) e*(— y) o*(y) o*(— y) = 4 OF (y) O*(— y) *(y) *(— y) 


48) Es kann natiirlich zu demselben (4 auch noch weitere Eigenfunktionen, die 
nicht zu L* (0, co) gehdren, und ebenso weitere 4 geben, denen nicht zu L* (0, oo) 
gehérige Eigenfunktionen enteprechen. Siehe das Beispiel S. 121. 

%*) Fir den Fall 4 = 1 siehe I. Busbridge, |. c.™), S. 186 und Doetsch, Tr. II, 
8. 668. é 

M4) Ist (2) 20, 80 kann g*(y) wegen (2.2) nicht =0 sein. Ist *(y) 0, 
so kann ¢(z) wegen (2.1) nicht =0 sein. 














(4. 4) [A? &*(y) O*(— y) — o* (y) o* (— y)) p*(y) o*(— y) = 0. 


Demnach ist fiir alle y, wo 


(4. 5) D, (y) = # O*(y) 8*(— y) — e*(y) o* (— y) 


von 0 verschieden ist, notwendig entweder gy*(y) = 0 und damit wegen 
(4.3) auch o*(— y) = 0; oder y*(— y) = 0 und damit wegen (4. 2) auch 
¢*(y) = 0; also auf jeden Fall o*(y) = o*(— y) = 0. Damit eine Funk- 
tion g*(y), die nicht = 0 ist, existieren kann, mu8 also notwendig in einer 
Menge M, von positivem Ma '5) D, (y) = 0 sein. Da D,(y) = D,(— y) ist, 
so liegt diese Menge symmetrisch zum Nullpunkt. 


(Man kann die erhaltene Bedingung auch auf Grund der Bemerkung 
ableiten, daB das System von zwei linearen homogenen Gleichungen (4. 2) 
und (4.3) fiir die beiden Unbekannten g*(y) und g*(— y) nur dort eine 
von der trivialen Lésung g*(y) = g*(— y) = 0 verschiedene Lésung be- 
sitzt, wo die Determinante D, (y) gleich 0 ist.) 


Ist umgekehrt in einer Menge M, von positivem MaB D, (y) = 0, so 
existieren sicher Eigenfunktionen zum Eigenwert 4. Bedeutet ©, die Kom- 
plementarmenge von M, (die auch symmetrisch zum Nullpunkt liegt), so 
setze man: 





y y aus C€,: y* (y) = 0, 
(4. 6) p* (y) = Aly) fir y > 0, 
fiir y aus M,: 8* (y) 
oy) =A BS GA(—y) fir y < 0, 


wo A (y) eine beliebige Funktion aus L* (0, oo) ist, die in M, nicht =0 ist. 
Dann gehért y*(y) auf Grund der Bedingung B zu L*(—o, o), ist #0 
und erfiillt die Gleichung (4. 2) fiir alle y: Fiir y aus €, trivialerweise, weil 
dort p*(y) = ~*(— y) = 0 ist; fiir negative y aus M, gem&B Definition; 
fiir positive y aus M, aus folgendem Grunde: Die letzte Zeile der Definitions- 
gleichung fiir g*(y) kann in der Form 


o* (— y) 
arty) Pty) fir y > 0 aus M, 





g*(—y) =A 
geschrieben werden. Das ist wegen 


h(y) = 9*(y) fir y>0 aus M, 


15) 9*(y) und e*(y) sind meBbar, also auch D,(y). Die Menge, wo D,(y) = 0 
ist, hat folglich stets ein MaB. Dieses kann natiirlich co sein. 
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die Gleichung (4.3). Bei verschwindender Determinante ist aber Gleichung 
(4. 2) eine Folge der Gleichung (4. 3) **). 

Zu einem Eigenwert existieren also unendlich viele Eigenfunktionen; 
offenbar stellt (4.6) die allgemeine Lésung von (4. 2), also die Gesamtheit 
der R-Transformierten aller Eigenfunktionen dar. 

Die Menge M,, in deren positiver Halfte p*(y) beliebig gewahlt werden 
darf, wollen wir die zum Eigenwert A gehérige Lizenzmenge nennen. 

Wenn in einer Menge M, von positivem Ma8 D, (y) = 0 ist, so gilt dort 

2 — 2*(y) o* (—y) 
8*(y) 8* (—-y)° 
GemaS Bedingung B ist bis auf eine Nullmenge, also sicher in Punkten 


von MN, 








* (y) 1 
th =H 


© 








> 


folglich ist 
1 
|Aj\= x 

Die Eigenwerte kénnen daher 0 nicht zur Haufungsstelle haben. 

Fiir eine Transformation mit reellem Kern x (d.h. @ reell) ist nach 
(2.9) #*(— y) = O*(y), also 
lo*(y)|? _ 
19* (y)/? 





positiv reell 


und folglich A stets reell. 

Wir fassen unser Ergebnis so zusammen: 

Satz 3. Notwendig und hinreichend dafiir, da eine Transformation 
der Gestalt (1.2), die das Postulat A erfiillt, Eigenfunktionen aus L* (0, co) 
zum Eigenwert i (2. beliebig komplex + 0) besitzt, ist die Existenz einer (sym- 
metrisch zum Nullpunkt liegenden) Menge M, von positivem Maf, der so- 
genannten Lizenzmenge zu A, in der 
(4.7) o*(y) #(—y)_ 

e*(y) of (—y) =?” 
d. h. 








# (y) #*(— y) = +ITF 


mit O*(y) = % {Z2)\ ist. — Mit A ist also stets auch — A Bigenwert. (Mit 
selbstreziproken Funktionen gibt es daher stets auch schiefreziproke und umge- 


16) Multipliziert man Gleichung (4. 3) mit der aus D,(y) = 0 folgenden Gleichung 
AO*(y) «ss o* (y) 
o*(—y) AB (—y)’ 
so erhélt man Gleichung (4.2). — Wegen D, = 0, 9*(y) +0, o*(—y) +0 ist 
*(y) +0 in M,. 
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kehrt.) — Die Eigenwerte liegen simtlich auBerhaib eines Kreises um den 
Nullpunkt: 

(4.8) lal =e 
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wo M die Schranke von Bedingung B ist"). — Eine Transformation mit 
reellem Kern hat nur reelle Eigenwerte. — Zu jedem Eigenwert gibt es unendlich 
viele Eigenfunktionen; die Gesamtheit ihrer R-Transformierten wird durch die 
Konstruktionsvorschrift (4.6) gegeben; die Eigenfunktionen lassen sich hieraus 
vermittels (2.2) berechnen. 

Da es auf der y-Achse héchstens abzihlbar viele elementefremde Mengen 
von positivem Ma8 geben kann, so ergibt sich aus Satz 3: 


Satz 4. Hine Transformation der Gestalt (1. 2), die das Postulat A erfiillt, 
hat héchstens abzdhlbar viele Eigenwerte mit Eigenfunktionen aus L? (0, oo) 38). 

Der Satz 3 zeigt, daB es Transformationen gibt, die iiberhaupt keine 
Eigenfunktionen (insbesondere auch keine selbst- und schiefreziproken Funk- 
tionen) aus L* (0, oo) besitzen, da8 man aber auch Transformationen angeben 
kann mit einem beliebig vorgegebenen abzaihlbaren Spektrum, das nur gema8 
(4. 8) den Nullpunkt nicht zum Haufungspunkt haben darf. Es sei 4;, Ae, . . . 
eine beliebige Folge von komplexen Zahlen mit |4,] [A > 0. Dann setze 
man beispielsweise 


er) fir y—l<|ly|sv 


1 
ee "7a" i, (» = 1,3,...) 





(Ist die Folge endlich und bricht mit A, ab, so setze man #*(y) = 0 fiir 
|y| >q.) Dann ist #*(y) meBbar und erfiillt wegen 
(yl S a = Get WI 
" 4ilt—fe| 4 
die Bedingung B, ferner ist 


a*(y) #*(—y) __ 1 
e*(y) o*(-») = # 








iny—1l<|yj Ss», 


also in einer Menge von positivem Ma8. Dagegen gibt es keine weitere Zahl A, 
fiir die (4.7) irgendwo erfiillt ist. 


17) Insbesondere gibt es im Falle M <1 keine selbstreziproken und schief- 
reziproken Funktionen. 

18) Es gibt Transf ti (1.2), die kontinuierlich viele Eigenwerte mit 
Eigenfunktionen, die nicht zu L* (0, 00) gehdren, besitzen. Hierfiir geben wir 8. 121 
ein Beispiel. 
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In dem klassischen Beispiel der Fourierschen cos-Transformation, die in 
der Form (1.1) die Gestalt 


y(z) = Vf cos 2 p(t) dé, 


t) 


in der Form (1. 2) die Gestalt 











(4. 9) [vac = V2 [TZ ewer 
0 0 

hat, ist #(z) = 2 ms und 
(4.10) oY = Y2 r(gtiy) os (5 +49), 
also 

8* (y) O*(— y) 

o*(y) o* (— 9) 

= 2 r(5 +49) r(} iy) om $(4 +69) om $(} iy) 

Wegen 


1 1 
r+ z) rs —z) = Soa zz Und 2 008 a 08 B = cos (a + 8) + cos (« — B) 
d*(y) 9#(—y) _ 
e*(y)e*(—y) cosaty 
Hier ist auf der ganzen Achse die Bedingung (4.7) mit 4* = 1 erfiillt*). Die 
cos-Transformation hat also im Raum Z* (0, o) nur Kigenfunktionen zu 
den Eigenwerten 4 = + 1, die Lizenzmenge ist die ganze Achse. — Das 
gleiche gilt iibrigens auch fiir die Fouriersche sin-Transformation (x (z) = sinz) 
und die Hankel-Transformation (x (z) = ty , (z)). Vgl. hierzu auch §5, Satz 5. 





(cos = + cos xi y) =1, 


Ein anderes bekanntes Beispiel einer Transformation der Gestalt (1. 1) 
ist die Laplace-Transformation 


(4.11) v (2) = [e-*5 p(t) dé, 


e 9 


1%) Da in diesem Beispiel 








1 = 2y) (—y) _ ly) ly) _ | 9(y)/? 
o*(y) oF(—y = oF (¥) OF (y) e* (y) 








ist, so ergibt sich, daB die beste Konstante M in der Bedingung B hier gleich 1 ist. 
Vgl. hierzu auch 47). 
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deren Algebraisierung bereits friiher®®) in anderer Form, namlich durch 
Ausfiihrung der Substitution (1. 4) und Anwendung der Fourier-Transforma- 
tion bewerkstelligt wurde. Hier braucht man nicht zur integrierten Gestalt 
iiberzugehen, sondern kann die %-Transformation direkt auf die Gleichung 
(4. 11) anwenden, die wir zunichst in der Form 
o 1 1 
-=? (=) at ¥ (=) 


vie) = [e ae ee oder 9@) = «*o—— 


vu 
schreiben. e~* gehért zu L* (0, o), und es ist MN {e~*} = I (4 + ty); diese 
Funktion ist wegen |J°(} + iy)| ~ V2 2e beschrinkt. Gehért nun 


1 1 
r(s) zu L? (0, co) und damit ® irs) 


1 
so gehért RN {e~*} -N irs) zu [?(—o, o), also nach Hilfssatz 4 p(z) 


z 
zu [* (0, o)*), und es ist 


(4. 12) v*(y) = (4 + ty) o*(— y). 
Fiir eine Eigenfunktion g(z) zum Eigenwert A gilt 


e*(y) = AL (4 + ty) p*(— y) 





nm 
—z wl 


@(z), also auch 








zu I? (— @, &), 


und 
p*(— y) = AI (4 — ty) p*(y), 
also 


[42 I (4 + ty) I (4 — ty) — 1) p*(y) o*(— y) = 0. 


Damit nicht g*(y) =0 ist, miiBte in einer Menge von positivem MaB 





1 ‘ 1 , aA 
BI + ty) (sz —iy) -g. A cosxty 2e9 
sein Diese Gleichung ist aber bei komplexem /? fiir kein reelles y, bei reellem 
42 héchstens fiir zwei reelle y erfiillt. 


*) G. Doetsch, Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion als Laplace- 
Integral und eine Umkebrformel fiir die Laplace-Transformation, Math. Zeitechr. 
42 (1937), S. 263—286 (§ 6). 

*1) Die Laplace-Transformierte einer Funktion aus L* (0,.0c) gehdrt also wieder 
zu dieser Klasse, so daB man in L* (0,00) die Laplace-Transformation beliebig oft 
iterieren kann. 
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Die Laplace-Transformation hat also iiberhaupt keine Eigenfunk- 
tionen im Raum I[* (0, o). Dagegen hat sie im Raum JL (0, ow) 


sogar ein kontinuierliches Spektrum und zu jedem Eigenwert A die Eigen- 
funktionen 2) 





g(t) =C(t-#+ 725-1) mit PAT —p) =z 


2 


und 0< Rf< 1. 


Bemerkung. Aus (4.12) ergibt sich ein besonders durchsichtiger 
Beweis fiir die Tatsache®%), daB die Laplace-Transformierte einer fiir die 
Fouriersche cos- (sin-) Transformation selbstreziproken Funktion fiir die sin- 
(cos-) Transformation selbstreziprok ist. Dazu brauchen wir nur neben die 
Kern-Transformierte (4. 10) der cos-Transformation die entsprechende Formel 


fiir die sin-Transformation (x x (z) = y2 sinz, x (z) = y2a — cos 2)) zu 
stellen. Fiir diese ist 


si — YE (2+ iy)ain$(4 +43). 


Ist nun @ selbstreziprok fiir die a zansformation, so ist (siehe (4. 2) fiir 
A=1) 





9" (y) = y2r(i stiyne(s tiv) o(—y, 


woraus durch Ersatz von y durch — y und Multiplikation mit I’ (4 + ty) 
wird : 


r(y +iv)or(—9= 2 F(Z + iy) 2F(5 — ty) P(F -iv) ew. 


Wegen ee (s—ty) = a(S + iy) bedeutet das fiir die Laplace- 


Transformierte y(z) von g(z) nach (4. 12): 


1 , 
vy = P22 (F+49) F(a tiv) v(— yw, 
d. h.-y (z) ist selbstreziprok fir die = ‘Transformation. 


%) G. H. Hardy and E. C. Titchmarsh, Solution of an integral equation, Journ. 
Lond. Math. Soc. 4 (1929), S. 300—304. — Die Gleichung zwischen f und A kann man 
einfacher so schreiben: sin x8 = 2/?. 

%) E.C. Titchmarsh, Introduction to the theory of Fourier integrals, Oxford 
1937, S. 267. 








122 G. Doetech. 


Eigenwerte und Eigenfunktionen von involutorischer. und unitiren 
Transformationen. 


Unter den Transformationen der Gestalt (1.2), die das Postulat A er- 
fiillen, gibt es solche, die sich durch eine Integraltransformation derselben 
Gestalt mit einem Kern zy. umkehren lassen. Von ciesen sind zwei 
Klassen von Transformationen besonders bemerkenswert, nimiich die mit 
%o = z, die ,,involutorisch“, und die mit y = Z, die ,,unitaér“ heiBen 
sollen**). Wir wollen zusehen, wie sich unsere Ergebnisse fiir diese 
Klassen spezialisieren. 


1. Die involutorischen Transformationen. 


Das sind, genau gesagt, diejenigen Transformationen (1.2), die jeder Funk- 
tion ¢ (z) aus L* (0, » ) eine Funktion y (z) aus Z* (0, @) zuordnen und bei 
denen ¢ (z) aus yp (z) durch dieselbe Transformation zuriickgewonnen werden 
kann (klassisches Beispiel: die cos-Transformation). Es ist klar, daB dann 
die Bildfunktionen y (z) ebenso wie die Originalfunktionen g (z) den ganzen 
Raum J? (0, ©) ausmachen. Eine notwendige und hinreichende Bedingung 


*) Damit weiche ich von der in Tr. II eingefiihrten Bezeichnung ab. Dort und 
in Tr. I kamen nur Transf: ti mit 7, = 7 vor, und diese wurden involutorisch 
genannt, weil im Falle eines reellen y genau das vorliegt, was man.in der Geometric 
eine involutorische Transformation nennt. Werden nun aber auch Transformationen 
mit komplexem y, fiir die y, = x ist, in den Kreis der Betrachtung einbezogen, so 
erscheint es zweckm&Big, den Namen ,,involutorisch“ fiir diese zu reservieren und die 
Transformationen mit 7, = x in tiblicher Weise ,,vnitaér“ zu nennen. Eine durch eine 
Matrix || a,,|| definierte lineare Transformation heiSt ja unitar, wenn ||a; ,||- ||}@,;|) = Z 
ist, d. h. wenn die Umkehrung durch ||a, ,|| bewerkstelligt wird, wofiir bei einer sym- 
metrischen Matrix ||@,,{| geschrieben werden kann. Dem entspricht bei unserem in 
den Variablen z, £ symmetrischen Kern y(z5) die Umkehrung durch den Kern 
x (2 ¢). — Bei Kober, |. c. “), werden die involutorischen Transf ti als ,,Wateor.- 
Klasse“, die unitéaren als ,,Fourier-Klasse“ bezeichnet. Diese Benennungen sind 
insofern sachlich nicht ganz treffend, als eirierseits Wateon in seiner bekannten Arbeit, 
die die Theorie der dem Postulat A- geniigenden Tranaf ti (1. 2) inauguriert 
hat (siehe **)} nur reelle y betrachtet, fiir die beide Klassen zusammenfallen, und anderer- 
seits die Fourier-Transformation mit dem Kern e~ ‘*” gwar durch die Transformation 
mit dem konjugierten Kern umgekehrt wird, aber sich nicht auf das Grundgebiet 
(0. co), sondern auf (— oc, oo) bezieht, also gar ‘nicht zur ,,Fourier-Klasse“‘ gehért. 
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dafiir, daB die Transformation involutorisch ist, besteht darin, daB #*(y) 
auBer der Bedingung B noch die Gleichung 

9* (y) 9*(—y) _ 
cated iy) m(—y | 
erfiillt *5). Durch Vergleich mit Satz 3 folgt**): 


Satz 5. Die involutorischen Transformationen sind identisch mit den- 
jenigen Transformationen, die nur die Eigenwerte + 1 haben und bei denen die 
zugehérige Lizenzmenge die ganze y-Achse ist. 





fir-—o<y<o@ 


%5) H. Kober, 1. c. %), 8.177. Ubersetzt man (5. 1) vermittels Hilfssatz 3 in eine 
Kompositionsgleichung, so erh&lt man: 
1 1 
o| — o(— oo 
(=) = a(z)o =) oder f ast x(0) ge = Min (z, 1). 
fi) » 


(5. 1) ergibt sich genau wie die entsprechende Relation fiir unitére Transformationen 
in Tr.I: Aus dem gleichzeitigen Bestehen von 


F(z)o 








@, e*(y) y*(y) = A*(y) *(— y) (Abbild der Transformation) 
(b) e*(y) p*(y) = 9*(y) y*(— 9) (Abbild der Umkehrung) 


folgt (5. 1), und umgekehrt folgt aus (a) und (5. 1) die Relation (b). — Ubrigens ergibt 
sich durch Multiplikation tiber Kreuz von (a) und (b): 

p*(y) *(— ¥) = y*(y) v*(— 9) 
und hieraus nach Hilfssatz 2 (in Formel (2. 4) 9,(z) = —,(z), also g}(y) = of(— y) 
gesetzt]: 


§ p(e)dz = j y? (z) dz. 
0 0 


Das ist nur fir reelle » und yw eine Parsevalsche Gleichung. 

%a) Zusatz bei der Korrektur (Mai 1939): Satz 5 findet sich in anderer Gestalt 
in der unlingst erschienenen Arbeit von H. Kober, Involutorische Transformationen 
und selbstreziproke Funktionen, Proc. Lond. Math. Soc. 44 (1938), S. 453—465. Hier 
wird nur nach denjenigen Transformationen gefragt, die mindestens eine Eigen- 
funktion haben, deren N-Transformierte fast iiberall + 0 ist; das bedeutet in unserer 
Sprache, daB es (nur zwei) Eigenwerte gibt, deren Lizenzmenge die ganze Achse ist. 
— Bei dieser Gelegenheit méchte ich noch auf die mir inzwischen naher bekannt 
gewordene Arbeit von E. Frola, Trasformazioni funzionali lineari ed equazioni 
integrali singolari, Ann. Mat. pura appl. (4) 16 (1937), S. 127—155, 165—182 hin- 
weisen, die mit meiner gegenwartigen Note gewisse Analogien aufweist. Hier wird 
nicht die Transformation (1.2), sondern (1.1) zugrundegelegt, und zwar unter der 
speziellen Annahme, daB x (z) reell ist und eine (als Cauchyscher Hauptwert existie- 
rende) R-Transformierte besitzt, die beschrankt, stetig und durchweg +0 ist. Ge- 


fragt wird nach solchen Eigenfunktionen, die sich in der Gestalt f s~. $+ va v (y) 


mit einem V (y) von beschrankter Variation in (— oo, oc) darstellen lassen. Unter 
der zusatzlichen Forderung, daB die Funktionen auBerdem zu L*(0, oc) gebéren. 








G. Doetsch. 
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Hat allgemeiner eine Transformation nur die Eigenwerte + A und ist 
die zugehérige Lizenzmenge die ganze Achse, so sind die beiden Trans- 
formationen mit den Kernen + Ay involutorisch, und umgekehrt. 


2. Die unitéren Transformationen. 


Das sind diejenigen Transformationen y = T,{g}, die jeder Funktion 
g (z) aus [2 (0, c) eine Funktion y(z) aus Z*(0, ©) zuordnen und bei 
denen ¢ (z) aus y (z) durch die Transformation gp = T; {yp} zuriickgewonnen 
werden kann. Auch hier machen die Bildfunktionen den ganzen Raum 
I? (0, ) aus. Erfiillt namlich z die Bedingung B, so auch 7, denn 


[R {9}|-— | * (— y)| = | #* (— y)| SM |o* (— y)| = M lo* (y)]. 
Also liefert T; fiir jede Funktion y aus L? (0, co) eine Funktion g aus L*(0, 0): 


y = T; {y}. 
Dann ist 
% = 1, {¥}. 
Da die Transformation T, durch T> umgekehrt wird, so ist 
¥ = T {9} 
oder 
¥ = q, {9}. 


Folglich la8t sich jede Funktion y aus L* (0, oo) durch die Transformation T, 
einer Funktion @ aus L* (0, oo) erzeugen. 


Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Transforma- 
tion unitar ist, besteht in der Erfiillung der Gleichung °°) 


(5. 2) 8*(y) O*(y) 








sollen, entstehen Satze, die zu gewissen Resultaten meiner Arbeit analog sind: 
Teorema VII, S. 154 entspricht der Formel (4.7) in Satz 3, Teorema X, S. 155 dem 
Satz 5. Das Analogon zu Teorema VIII, 8. 154 ware ebenfalls leicht aufzustellen. — 
Die Ergebnisse der gegenwartigen Arbeit habe ich bereits 1936 bei der Publikation 
von Tr. I und II besessen. Die dem Herausgeber der Annalen schon damals ange- 
kiindigte Ausarbeitung unterblieb dann wegen der Fertigstellung meines Buches fiber 
die Laplace-Transformation. 

%*) Fir reelle Kerne bei G. N. Watson, General transforms, Proc. Lond. Math. 
Soc. (2) 35 (1933), S. 156—199; fir kompiexe Kerne bei M. Plancherel, Sur les for- 
mules de réciprocité du type de Fourier, Journ. Lond. Math. Soc. 8 (1933), S. 220—226; 
Beweis vermittels Algebraisierung in Tr. I, er lauft genau wie der in **). 











Integraltransformationen. 125 


d. h. 


d*(y)| _ 
ee o* (y) 

Aus der Tatsache, da8 eine unitire Transformation isometrisch ist, 
d. h. da8 fiir sie der Parsevalsche Satz 


1 fir —-aw<y< w”). 





Jig@Pdz = i v(z)?dz 
0 
gilt 26), folgt sofort, daB die Gleichung g (z) = Ay (z) nur fiir |A| = 1 be- 
stehen, d. h. da8 es nur Eigenwerte vom Absolutbetrag 1 geben kann %8). 
Die Bedingung (4.7) nimmt hier wegen (5.2) die Gestalt an, daB in 
einer Menge M&M, von positivem MaB 22 #* (— y) = #*(y) sein muB. Wir 
erhalten also den 
Satz 6. Eine unitére Transformation kann nur Eigenwerte 4 mit |A| = 1 
haben. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Eigenwertes i ist das 
Bestehen der Gleichung 
(5. 4) 2 O*(y) = O*(— y) 


in einer Lizenzmenge M, von positivem Maf. 

Ist der Kern reell, so ist die unitare Transformation zugleich involutorisch, 
sie hat also nach Satz 5 genau die Eigenwerte + 1, und die Lizenzmenge ist 
die ganze Achse. Das geht auch.aus (5. 4) hervor, da fiir reelles # nach (2. 9) 


8* (y) = O* (— y) fiir alle y ist. 


§ 6. 
Spiegelwerte und Spiegelfunktionen. 


Der Satz 5 zeigt, daB die involutorischen Transformationen im Rahmen 
des Eigenwertproblems eine ausgezeichnete Rolle spielen. Es gibt eine andere 
Art von ,,Eigenwertproblem“, fiir das die unitaren Transformationen eine 
analoge Rolle iibernehmen und das an folgende Definition ankniipft: 

Wenn es eine komplexe Zahl u« +0 und eine Funktion ¢ (z) +0 gibt, 
so daB fiir die lineare Transformation y (z) = T {¢ (z)} 


(6. 1) G2) = HT {H(2)} 


27) Die Bedingung B ist hier eo ipso mit M = 1 und = statt = erfiilt. 

%8) Derselbe Satz gilt auch fiir unitére Matrizen, siehe z. B. Courant-Hilbert, 
Methoden der mathematischen Physik, 2. Aufl. 1931, S. 37 und fir allgemeine unitare 
Transformstionen im Hilbertschen Raum, siehe M. H. Stone, Linear transformations 
in Hilbert space, New York 1932, S. 302. — Die Bedingung |7| = 1 kann natiir- 
lich auch aus (4.7) in Verbindung mit (5.3) erschlossen werden. 
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ist, so heiBe « ein Spregelwert der Transformation und ¢(z) eine dazugehérige 
Spiegelfunktion. (Man kénnte auch von ,,Eigenfunktion im Hermiteschen 
Sinn“ sprechen.) 

Es handle sich nun wieder um eine Transformation der Gestalt (1. 2), 
die das Postulat A erfiillt, und wir suchen die Spiegelfunktionen aus LZ? (0, o). 
Die Gleichung (6.1) hat hier die Form (vgl. § 3): 


1 
os (5) 

(6. 2) o(2)0 9(2) = #O(z)o — 
und ist véllig aquivalent mit der algebraischen Gleichung 


e*(y) o*(— y) = # O*(y) o*(— y) 
Also erhalten wir: 

Satz 7. Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Spiegelfunktion ¢(z) 
aus [* (0, )}2um Spiegelwert u existiert, ist die Existenz einer 2u [?(— aw, &) 
gehorigen Funktion. p*(y) #0, die die Gleichung 
(6. 3) o* (— y) o*(y) = » O*(— y) o*(y) 
befriedigt. (2) ergibt sich als R-1{p*. 

Hieraus leiten wir analog zu § 4 eine vollstindige Charakterisierung aller 
Spiegelfunktionen ab. Geht man in (6.3) zu den Absolutbetrigen iiber, 
so folgt: 





(|| | #*(— y)| — | e*(— w))) | o*(y)| = 0. 
Also ist fiir alle y, in denen 
(6. 4) E,(y) = |x| | *(—.9)| — |e*(— 9) 
von 0 verschieden ist, notwendig g*(y)= 0. Damit ein g*(y) #0 exi- 
stieren kann; mu8 daher in einer Menge WM, von positivem Mab E,(y) = 0 
sein. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so kann man unendlich viele 
¢*{y) bestimmen, die die Gleichung (6. 3), d.h. 
(6.5) Fy) = we 


befriedigen. In der Komplementarmenge €,, von M, ist y*(y) = 0 zu setzen. 
In den Punkten von M,, ist wegen ae Y= durch (6.5) fiir den 
Absolutbetrag von ¢*(y) keine Bedingung vorgeschrieben, dagegen mu8 


aro (u2¢‘=9) + arog*(y) = are g*(y) = — are 9*(y), 





6* (— y) 
are. p*(y) = — yar (1 PO (—y) 
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sein. Ist der arcus auf der rechten Seite, der an sich nur bis auf Multipla 


von 22 bestimmt ist, fest gewahlt und versteht mgn unter oe 
eindeutig die komplexe Zahl auf dem Einheitskreis, die den halben arcus 
wie der Radikand hat, so kann man setzen: 





1 ar (—y)) _ 1 e> 6*(— y) 
~ gate (=p) = “Tan Ss 
* oO (—y) 
Dadurch ist arc p*(y) festgelegt, wihrend der Absolutbetrag eine beliebige 
positive Funktion aus L* (— o, o) sein darf. — Bemerken wir noch, daS 
: edema deal 1 
aus E£,(y) = 0 in M, und der Bedingung B die Ungleichung |u| => jy Polat, 
so kénnen wir unser Ergebnis so zusammenfassen: 

Satz 8. Notwendig und hinreichend daftir, daB eine Transformation der 
Gestalt (1. 2), die das Postulat A erfiillt, Spiegelfunktionen aus L* (0, co) zum 


Spiegelwert u (u beliebig komplexr + 0) besitet, ist die Existenz einer Lizenz- 
menge M,, von positivem Maf, in der 





st od || i 
(S. Fy) = Tal 


ist. — Mit |u| ist also auch jede Zahl vom gleichen Absolutbetrag Spiegelwert. — 
Die Spiegelwerte mit Spiegelfunktionen aus L* (0, co) haben héchstens abzihibar 
viele verschiedene Absolutbetrige; sie legen auferhalb eines Kreises um den 
Nullpunkt: 

1 
(6.7) Miz yp. 


wo M die Schranke von Bedingung B ist. — Zu jedem Spiegelwert gibt es unend- 
lich viele Spiegelfunktionen, deren N-Transformierte sdimtlich durch folgende 
Charakterisierung erfaBt werden: 


0 fir yin €,, 
¢*(y) = ry) fir y in M,, 
xe) y in N, 

o* (— y) 


wo r(y) jede reelle positive Funktion aus [*(— o, oc) bedeuten kann und der 
Wurzel nach fester Wahl des arcus des Radikanden eindeutig die Hialfte dieses 
arous zuzuschreiben ist. 
Im tibrigen kann man hier die analogen Bemerkungen wie bei den Eigen- 
funktionen in § 4 anschlieBen. 
Die Bedingung (6.6), die man auch in der Gestalt 
a (—y) Fi-y) _ 1 
eC v) o(—y) AP 
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schreiben kann, nimmt fiir reelle Kerne, bei denen 0*(— y) = O*(y) ist, 
wegen 9*(— y) = o*(y) die Form an: 

Oy) 92(—y) _ 

e*(y) of (—y) lal’ 
die mit der Bedingung (4.7) fiir 4? = |u|* iibereinstimmt. Da bei einer 
Transformation mit reellem Kern alle 4? reell positiv sind (S. 117), so folgt: 


Satz 9. Hat eine Transformation mit reellem Kern das (notwendig reelle) 
Eigenwertpaar A > 0 und — A, so hat sie jeden Wert 4 mit |u| = A zum Spiegel- 
wert und umgekehrt. Die Lizenzmengen fiir die Eigen- und Spiegelfunktionen 
sind dieselben. 

So hat also z. B. die Fouriersche cos-Transformation und allgemein jede 
reelle involutorische Transformation jeden Wert « mit |«| = 1 zum Spiegel- 
wert; die Laplace-Transformation besitzt keinen Spiegelwert mit einer Spiegel- 
funktion aus L* (0, o). 

Vergleicht man nun (6. 6) mit der die unitiren Transformationen charak- 
terisierenden Gleichung (5. 3), so erhalt man: 


Satz 10. Die unitdren Transformationen sind identisch mit denjenigen 
Transformationen, die nur die Spiegelwerte mit |u| = 1 haben und bei denen die 
zugehérige Lizenzmenge die ganze y-Achse ist. 

Es gibt also z. B. fiir sie stets unendlich viele ,,spiegelreziproke Funk- 
tionen (4 = 1), d. h. solehe, die der Gleichung g(z) = T, {p(z)} geniigen 2°). 





Hat aligemeiner eine Transformation nur Spiegelwerte vom Absolut- 
betrag 4 und ist die zugehdrige Lizenzmenge die ganze Achse, so sind die 
Transformationen mit den Kernen uz, wo |u| = o, unitir und umgekehrt. 


%®) Dieses spezielle Resultat ist auch bei Kober, |. c. ™), S. 179 erwahnt. 


(Eingegangen am 20. 3. 1939.) 








Uber lineare Integralgleichungen 
mit vom Parameter abhingigem Kern. 


Von 


Rudolf Iglisch in Braunschweig. 


Vor einiger Zeit 1) hat C. Miranda lineare Integraigleichungen mit Kernen 
der Form 


ee 
(1) K (2,y;4) =G(2.y)+ » —*— Hiya, y) 
i=1 Pee 


betrachtet, wo @ (z, y) und die H, (x, y) reelle symmetrische Kerne sind, 
die H, (z, y) auBerdem positiv definit mit nur endlich vielen Eigenfunktionen; 
die a, sind positive Konstanten. Unter einigen weiteren z. T. recht uniiber- 
sichtlichen und offenbar nur durch die Beweismethode der unendlich vielen 
Veranderlichen bedingten Voraussetzungen wird festgestellt, daB der Kern (1) 
nur reelle Eigenwerte besitzt, die sich im endlichen nicht haufen, daB ,,im 
allgemeinen“ unendlich viele Eigenwerte vorhanden sind, stets aber minde- 
stens einer 2). 

Die Bemerkungen in vorliegender Arbeit sind beim Lesen der eben er- 
wahnten Arbeit entstanden. Sie beziehen sich auf die lineare Integralgleichung 
zweiter Art 


(2) (2) — ALK (2, y; A) 2(y) dy = f(2), 


wo iiber den (im allgemeinen in z und y symmetrischen) Kern K (z, y; A) 
in den einzelnen Siatzen jeweils verschiedene Voraussetzungen gemacht 
werden. Insbesondere werden die Ergebnisse von Miranda in allgemeinerer 
Form erhalten. Die Veranderlichen x und y kénnen dabei (mehrdimensionale) 
Punktvariable sein. Die erhaltenen Sitze diirften sich ohne ‘groBe Miihe 
noch weiter verallgemeinern lassen; vor allem ist die aus Bequemlichkeit 
eingefiihrte Voraussetzung der Stetigkeit von K (x, y; A) in z und y leicht 
zu mildern. Es sei noch bemerkt, daB alle in der Arbeit auftretenden Integrale 


iiber das der integralgleichung (2) zugrunde liegende Integrationsgebiet zu 
erstrecken sind. 


1) C. Miranda, Su di una classe di equazioni integrali il cui nucleo e funzione del 
parametro, Rend. Circ. mat. Palermo 60 (1937), S. 286—304. 

*) Die dariiber hinaus von Miranda noch aufgestellten Entwicklungssitze sind 
nicht Gegenstand der vorliegenden Note. Entwicklungssitze dieser Art lassen sich nur 
fir die speziellsten hier betrachteten Kerne erwarten, namlich die in Satz XI betrachteten- 
Dariiber ein anderes Mal. 
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$1. 


Existenz unendlich vieler reeller Eigenwerte. 
Satz I. Voraussetzung. a) K (z, y; A) sei fiir alle positiven Werte 
A => x > 0 definiert, in x, y symmetrisch und z. B. in allen drei Verinderlichen 
stetig. Insbesondere sei also K (x, y; «) ein gewohnlicher symmetrischer Kern. 
b) K (2, y; A*) — K (az, y; A) set fiir A> A* Sx positiv definit. 
c) K (xz, y; «) habe unendlich viele positive Eigenwerte. 
Behauptung. K (x,y; A) hat wnendlich viele positive Eigenwerte = x. 
Beweis. Sei A,, > x m-ter positiver Eigenwert von K (z, y; o). Wegen 
(3) K (z,y; An) = K (x, y; 0) + [K (2, y; An) — K (2, y; &)] 
liegt nach dem Weylschen Additionstheorem zweier Kerne der m-te positive 
Eigenwert A® von K (z, y; A,,) vor A»: 
MD BAe 
Ist auch A) = x, so liegt der m-te positive Eigenwert A® von K (z, y; AQ) 
vor A‘): 
A® s A®. 

Ist A® =x, so laBt sich das Verfahren fortsetzen. Sei so etwa rekursiv 
A + \m-ter positiver Eigenwert von K (zx, y; AS). Ist firallen A% > x, so folgt 
AB+) < Ao, 

In diesem Falle ist 
lm AM =1,, > 


und A,, ist Eigenwert zu K (z, y; A,,), d. h. A,, ist Eigenwert von K (z, y; A). 
Die so fiir verschiedene m erzielten Eigenwerte von K (z, y; A) sind ersichtlich 
alle verschieden in dem Sinne, daB fiir etwaige gleiche Eigenwerte die zuge- 
hérigen Eigenfunktionen linear unabhangig sind. Wiirde nun fiir unendlich viele 
Indizes m ein n,, existieren derart, daB A%™ < x ist, so miiBte, wieder nach dem 
Weylschen Additionstheorem, K (z, y; x) unendlich viele positive Eigenwerte 
vor x besitzen, was nicht méglich ist. Damit ist die Existenz unendlich vieler 
Eigenwerte gréSer als x bewiesen. 

Satz II. An die Stelle der Voraussetzwng b) des Satzes I trete die Vor- 
aussetzung 

b*) K (z, y; A) — K (az, y; A*) set fiir A > A* >x positiv definit. 

Dazu trete die neue Voraussetzung 

‘d) K (x, y; x) habe unendlich viele positive Eigenwerte. 

Behauptung. K (x,y; A) hat unendlich viele posite Eigenwerte = x. 

Beweis. A,, = x sei wieder m-ter positiver Eigenwert von K (z, y; o). 
Dann liegt der m-te positive Eigenwert A!’ von K (z, y; A,,) wegen (3) rechts 
von A,,: 


AY) >A, 
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Es sei Af? endlich. Analog gilt dann fiir den m-ten positiven Eigenwert A®’ 
von K (2, y; A) 

A, = A® s AY. 
Der ProzeB 148t sich fortsetzen: 

A® <= A® s AM, 

A® < Aw < A®), 

Aw < A® s A®) 
usw. 
Man sieht: Die A&” bilden eine aufsteigende beschrankte Zahlenfolge, 
ihr Grenzwert sei A%; die A2**” bilden eine absteigende beschrinkte Zahlen- 
folge, ihr Grenzwert sei A,, > A%. Steht hier das Gleichheitszeichen, so ist 
A, = « Eigenwert des Kernes K (z, y; A). Ist dagegen A,, > AS => x, so muB 
einerseits A,, m-ter pogitiver Eigenwert zu K (zx, y; A%) sein, andererseits A* 
m-ter positiver Eigenwert zu K (z,y;4,,). Setzen wir unter Einfiihrung 
des von 0 nach 1 laufenden reellen Parameters t 

A,, (t) = (l— tr) AR + 7A, 
und sei A,,(t) der zu K (x, y;A,, (t)) gehérende m-te positive Eigenwert, 
so ist 
Ersichtlich hangen die A,, (t) und A,, (t) stetig von t ab; daher mu8 es eine 
Stelle t* zwischen 0 und 1 geben derart, daB A,, (t*) = A,, (t*) ist. Dieses 
A, (t*) =x ist dann m-ter positiver Eigenwert von K (z, y; A,, (t*)), d. h. A, (t*) 
ist Eigenwert von K (zx, y; 4). — Hieraus folgt sofort: die Existenz unendlich 
vieler positiver Eigenwerte =x von K (x,y; A), wenn noch gezeigt wird, 
daB fiir unendlich viele Indizes m die GréBe A® endlich ist. Das ist aber 
nach Voraussetzung d) sicher der Fall, da ja der m-te positive Eigenwert 
von K (z, y;*) groBer ist als A”. 
Bemerkung. Zu den Satzen I und II gelten die analogen Sitze, wenn 

man die Umgebung des Punktes 4 = o durch die von A = — o ersetzt. 


§ 2. 
Uber die Unméglichkeit von Haufungspunkten von Eigenwerter. 
Satz III. Voraussetzung. In der Umgebung von A = Ay sei K (2, y; A) 
ein symmetrischer reeller Kern und in allen drei Verdnderlichen stetig; auberdem 
sei dort 
. A>dA , ; positiv = 
fir = 32 | K (a ys) — K (ays de) | P| definit 
Behauptung. 4 ist kein Haufungspunkt reeller Eigenwerte. 
g* 
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Beweis. Sei A,, As, ...,4,,... eime gegen Ay konvergierende Folge 
reeller Eigenwerte, 9; (Zz), @2(Z), .--, Mn (Z), . . . zugehdrige normierte Eigen- 
funktionen. Zunichst folgt in iiblicher Weise, daB alle 9, (x) gleichmaBig 
beschrankt und gleichgradig stetig sind. Die nach dem Arzelaschen Prinzip 
fiir n + co méglichen Haufungsfunktionen ® (z) miissen alle einem Komplex 
aus endlich vielen linear unabhaingigen Funktionen angehéren, da sonst 
K (x, y; 49) unendlich viele linear unabhangige Eigenfunktionen zum Eigen- 
wert A, hitte. — Sei A, ein beliebig wenig von A, verschiedener Eigenwert 
und z. B.A, > do. Ist etwa A, > 0 (der andere Fall erledigt sich in gleicher 
Weise), so mégen bis zum Eigenwert A, einschlieBlich (immer mit richtiger 
Vielfachheit gezihlt) N positive Eigenwerte von K (z, y; Ag) vorhanden sein. 
Der (N + 1)-te positive Eigenwert von K (z, y; Ap) liegt um einen endlichen 
Betrag rechts von Ag. Infolge der Voraussetzung liegt der u-te positive Eigen- 
wert von K (z, y; 4,) links vom yu-ten positiven Eigenwert von K (zx, y; A»). 
A, kann mithin nicht einer der N ersten positiven Eigenwerte von K (z, y; A,) 
sein. Ist A, geniigend dicht an A, gelegen, so kann aber A, infolge der stetigen 
Anderung der Eigenwerte mit dem Kern auch nicht der (N + 1)-te oder ein 
héherer positiver Eigenwert von K (z,y;A,) sein. — In dhnlicher Weise 
schlieBt man, wenn A, < A, ist; dann sind die Eigenwerte von K (z, y; A,) 
rechts von denen von K (z, y; Ay) gelegen. In allen Fallen kann somit A 
nicht Haufungsstelle reeller Eigenwerte sein. 


SatzIV. Voraussetzung. In der Umgebung von A = Ay sei K (zx, y; A) 
ein symmetrischer reeller Kern und in allen drei Verdnderlichen stetig. Aufer- 
dem sei dort °*%(2.¥5") in allen drei Vertinderlichen stetig und an der 
Stelle 4 = Ay ein eigentlich (positiv oder negativ) definiter Kern. 

Behauptung. A = dp ist nicht Haufungspunkt reeller Eigenwerte. 

Beweis. Wieder indirekt. Wie beim Beweis des vorigen Satzes folgt, 
daB dann K (zx, y; 49) zu Ap nur endlich viele zueinander orthogonale Eigen- 
funktionen besitzt, aus denen sich die Haiufungsfunktionen der gy, (z) linear 
zusammensetzen lassen. Zu jeder noch so kleinen positiven Zahl e gibt es 
ein A, mit |Ay — A,| < e, eine Eigenfunktion g(x) zu 4) und K (z, y; Ap), 
eine Eigenfunktion ¢, (z) zu A, und K (z, y; A,) derart, daB go (z) — 9, (z) 
= (zx) mit |n(z)| Se ist. Aus 


Po (2) = do | K (x, y; Ao) go (y) dy 


und 
Gn (2) = ay | K (x, 5 an) Pn (y) dy 
folgt in iiblicher Weise 


0 = ff [ao K (x, ys do) — an K (2, ¥; And] Go (2) Pn (y) da dy, 
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was Nee ee (Ao — An) Po() poly) dx dy + Gliedern, 


welche Ay — A, als Faktor pee auBerdem aber noch mindestens einen 
zweiten Faktor, der mit ¢ gegen Null strebt. Nach Voraussetzung ist aber 
der angeschriebene Faktor von 4) — A, von Null verschieden; es ist ja fiir den 
eigentlich definiten Kern ae ee 


A= ido 
(4) J) ota 2 Rev? Go (y) dz dy + 0. 
Satz IV*. Der gleiche Satz gilt auch, wenn man von OAK (2, yi 4) 


07. Am dy 
nur voraussetzt, daf fiir jede Eigenfunktion go(x) von K (x, y; 49) zum 
Eigenwert i, die Integralform (4) von Null verschieden ist. 

Bemerkungen. a) Die Bedingung (4) ist iibrigens gleichbedeutend mit 
OK (x, y;) 
(4) [{ roe Aen | golydady + — 3. 
b) DaB ein Wert 4 = A, Hiaufungspunkt von Eigenwerten sein kann, 
ja sogar alle Werte A, gleichzeitig, zeigt der Kern 


K (2,y34) = eile (y) 


mit normiertem g (z). Denn hier ist die homogene Integralgleichung 
9 (z) = @ (2). 


Ersichtlich ist (4) und (4*) mit dem Gleichheitszeichen erfiillt. Ein allge- 
meineres Beispiel dieser Art bietet der symmetrische Kern 


K (2, y; 4) = 2PM + i, (x, y;a) + 1A) 9 (2) ply) 

mit normiertem g (z) und {Ky (x, y; A) p (x) da = 0, wenn man setzt 
—i 
[f+ s]aa, ah sa=5-e=Sy. 

Satz V. Voraussetzung. In dem abgeschlossenen Bereich ® der kom- 
plexen i-Ebene sei K (x,y; A) im allen drei Verinderlichen stetig und in 4 
erndeutig und reguldr analytisch. 

Behauptung. Die Figenwerte des Kernes K (x, y; 4) haben keinen 
Héufungspunkt in B, talls nicht geder Wert 2 aus B Eigenwert zu K (x, y; A) ist. 


Beweis. Bei festem x gibt es zu dem Kern K (z, y; x) einen lésenden 
Kern 


5 d, (x, ys x) 2” 





= D(z, yi A 
(5) I’, (2, y; a) a =e - i . 4 
ZX 4, (x) 2 : 


y=0 
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wobei die Nullstellen des Fredholmschen Nenners D, (A) = 0 die Eigenwerte 
von K (z, y; x) liefern und Zahler und Nenner ganze transzendente Funk- 
tionen von A sind. Da 


aes K (a, a;;x) ... K (a, a,; *) 
dyn = PY. f) day daz... da,, 
81K (cy, 033%) ..- K (0ty, ay %) 

K (a, a; *) eee K (a, a,; x) K (a, y;%) 








(-1)" 
d,(z, y;*) = se : 4, 
° ’ ” as fs) K (a,, a3; ) eee K (a,, a,; %) K(a,, y; *) pa sans 


K (x, a; x) ... K(z,a,;*) K(x, y; x) 

do (x)= 1, dy (z,y;*) = K (zx, y; x) 
gilt, sind alle d, (x) und d,(z,y;~) in 8 regular analytische Funktionen 
von x. Setzt man in (5) x = A, so ist ersichtlich 


5 d, (x,y; A) 2” 








D 34 v= 
(6) P(ey93) =F = 
x 4,(a7 
v=0 


der lésende Kern zu K (z, y; 4) in dem Sinne, da8 die Auflésung der Integral- 
gleichung (2) an jeder Stelle, wo der Nenner D (A) + 0 ist, geliefert wird durch 


z (x) = f(z) + Af I(x, y; A) f(y) dy. 
Nach dem WeierstraSschen Doppelreihensatz sind aber Zahler und Nenner 
von (6) in 8 regular analytische Funktionen von A. Die Eigenwerte A von 
K (zx, y; A) in 8 sind die Nullstellen von D (A). Diese kénnen sich in 8 dann 
und nur dann hiufen, wenn D (A) identisch verschwindet. 

Die folgenden beiden Aussagen sind einfache Spezialfalle dieses Satzes. 

Satz VI. Voraussetzung. a) K (z, y; A) sei eine in A meromorphe 
Funktion, deren Polstellen von x, y unabhingig sind; fiir alle von den Polstellen 
verschiedenen Werte von A sei K (x, y; A) in allen drei Verinderlichen stetig. 

b) A = 0 sei keine Polstelle von 'K (z, y; A). 

Behauptung. Die Eigenwerte von K (x, y; 4) kinnen sich in der end- 
lichen A-Ebene héchstens an den Polstellen von K (zx, y; A) haufen. 

Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz V, da 4 = 0 nicht Eigenwert 
von K (z, y; 0) ist. 

Satz VII. Voraussetzung. a) Wie bei Satz VI. 

b) In der Umgebung irgendeines reellen endlichen Wertes Ag sei K (x, y; 49) 
reell fiir reelle 1, in allen drei Verinderlichen stetig und in x und y symmetrisch ; 
fener sei dort 22K(.¥:1) in allen drei Vertinderlichen stetig und an der 
Stelle Ag ein eigentlich definiter reeller symmetrischer Kern. 
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Behauptung. K (z, y; A) besitzt im endlichen mit Ausnahme héchstens 
der Polstellen keinen Haufungepunkt von Eigenwerten. 

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Satz V und Satz IV, da A nicht 
Haufungspunkt von reellen Eigenwerten sein kann. 

Bemerkung. Ein sehr einfaches und lehrreiches Beispiel zu den vorigen 
Satzen ist das folgende: Sei @(z, y) ein reeller symmetrischer Kern mit. 
unendlich vielen Eigenwerten und sei @ (z, y) in seine gleichmaBig konvergente 
Bilinearreihe entwickelbar: 


“yp, (2) @, (y) 
Ginn = SEMne, 


v=l r 
Der von A abhiangende Kern 
K (z,y;4) = eG (2,9) 


mit einer beliebigen Konstanten a besitzt dann g,(z) als Eigenfunktion 
zum Eigenwert 


x, 


4,=a 





x,—1° 


Ersichtlich hiaufen sich die Eigenwerte gegen die Polstelle a von K (z, y; A). 


Ich schlieBe diesen Paragraphen mit folgendem Satz, der sich leicht 
auf den Fall einer mehrfachen Polstelle von K (z, y; A) verallgemeinern lieBe. 
Satz VII]. Voraussetzung. Es sei mit einer komplexen Zahl a 


K (2, y;) = H(2,y;4) + > soe af 
at 
dabei sei H (x, y; A) in der Umgebung von A = a in A eindeutig und reguldr 
analytisch und in allen drei Vertinderlichen stetig; die Eigenwerte von 
H (a, y; 4) mégen nicht die ganze Umgebung von 2 = a ausmachen. Die y, (x) 
seien normierte und zueinander orthogonale stetige Funktionen. 
Behauptung. A=a ist nicht Haufungspunkt von Eigenwerten von 
K (z, y;-A), falls nicht alle Werte 4 der Umgebung von a Eigenwerte sind. 
Beweis. Verschwindet H (zx, y; A) in der Umgebung von A = a nicht 
identisch, so gibt es dort nach dem Beweis zu Satz V dazu einen lésenden 
Kern J" (z, y; A), der eine bis auf Pole regulire Funktion in A ist mit sich in 
der Umgebung von A = a nicht hiufenden Polstellen. Die homogene Integral- 
gleichung (2) schreibt sich dann 


2(z) = — 7 215, eeyddy 


v=1 


fre. y3a) yes y, (Y) 2(Y) dY dy. 


v=1 
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Kiirzt man ab 


z, = fy, (y) = (y) dy, 
multipliziert mit y,(z) (v» = 1, 2,...,) und integrert, so erhilt man n 
lineare homogene Gleichungen fiir diese z,; die Koeffizientendeterminante hat 
offenbar die Form 

















b+ peu) eh)... tra) 
me een(a) 14h bag)... a band) 
Te ee et 





wo die 6, , (A) in der Umgebung von A = a bis auf héchstens endlich viele 
Pole regular sind. Die gleiche Aussage gilt daher fiir die Determinante selbst. 
Die Nullstellen dieser Determinante kénnen sich daher nicht in der Umgebung 
von A = a hiufen, es sei denn, daB die Determinante identisch verschwindet. 
Damit ist unser Satz bewiesen. — Verschwindet H (z, y; A) identisch in der 


Umgebung von A = a, so fiihrt der analoge Schlu8 ohne Einfiihrung des 
lésenden Kernes J"(z, y; A) zum Ziel. 


§ 3. 
Realitét der Eigenwerte. 
Im allgemeinen ist bei den hier studierten Kernen die Realitaét der Eigen- 
werte natiirlich nicht gesichert. So besitzt ja z. B. der Kern 
K (z, ¥; A) = AG (z, y), 
wenn G@ (z, y) den negativen Eigenwert — x* besitzt, die imaginaren Eigen- 
werte + ix. Ich beweise hier nur folgenden 
Satz IX. Voraussetzung. Es sei 
a,i+ 6, 


(7) K (x,y; 4) = G(z,y) + > H.(2,9) = jad 


mit reellen a,, b,, c,, d, und a, d, — b,c, > 0; alle H, (x, y) seten stetige reelle 
symmetrische positiv definite Kerne, G (x, y) eine beliebige reelle stetige Funktion, 
die in x und y symmetrisch ist; die auftretende Summe mége, falls sie unendlich 
viele Summanden besitzt, in jedem endlichen Bereich der 4-Ebene, der keinen 


d 
Punkt 4 = — = enthalt, gleichmaBig konvergieren 8). 


a,A+b 
*) = r ist abrigens im Falle a,d,—6,c,>0 die allgemeinste konforme 
Abbildung der oberen Halbebene auf sich; im Fale a, d, — b, c, = 0 artet die gebrochene 
lineare Funktion in eine Konstante aus, so da8 ein derartiger Summand in G (z, y) 
hineingenommen werden kénnte. 
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Behauptung. K (a, y; A) besitet nur reelle Figenwerte *). 
Beweis. Seien A und A zwei konjugiert komplexe Eigenwerte, ¢ (x) 
und @ (z) die zugehérigen Eigenfunktionen. Dann folgt wegen 


{ 92) @)d2(5~ +) = [[ o@FWKeyia— Keys dldedy 
nach Division durch 21-mal dem Imaginarteil von A 


1 ~~ a,@,—be 
- | o(2)p(2)dz= ” Cayap & [{ ol) FW) H.y)dedy. 


Hier ist die linke Sits entail, die rechte dagegen positiv oder héchstens 
Null; denn mit g (z) = @(z) + 7%¥ (z) wird ja 
Jf v(2) Gy) H(z, y)dady = [f O(2) H,(z,y) Oy) dzdy 

+ ff Y (x) H,(z,y) P(y)dady =0. 
Aus dem aufgewiesenen Widerspruch folgt die Richtigkeit des Satzes IX. 


§ 4. 
Anwendung auf die Kerne des Herrn Miranda. 

Die in Satz IX behandelten Kerne (7) sind fiir manche Fragestellungen 
doch noch recht unbequem, falls die auftretende Summe unendlich viele 
Glieder besitzt. Die Schwierigkeiten bereiten die Haufungspunkte der Pol- 
stellen von K (z, y; A), die ja ohne weitere Voraussetzungen sogar die gesamte 
reelle A-Achse erfiillen kénnen. Um solchen Schwierigkeiten zu entgehen, 
wollen wir im folgenden stets nur endlich viele Summanden zulassen. 

Satz X. Voraussetzung. a) Es sei 


a, A+, 


(8) K (z,y34) = G(2, n+ Dae, Were 


vel 


mit den weiteren Voraussetzungen des Satzes 1X. 


B) Uberdies existiere ein gentigend grofer positiver Wert x > — — = he 
alle » derart, dap 


b 
K (2, y;*) = G(z, n+ dm, (9) erg 


unendlich viele positive Figenwerte besitet; die gleiche Aussage gelte fiir 


K (z,y; ) = @(2,y) + Bie. H, (2, y). 


y=] 


*) Unser Kern (7) enthalt die Kerne (1) des Herrn Miranda. 
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Bemerkung. Die Voraussetzung f ist fiir die Kerne (1) von 
Miranda erfiillt, wenn G@ (z, y) unendlich viele positive Eigenwerte besitzt, 
da fiir geniigend groBes x die Differenz K (z, y; x) — @(z,y) ein positiv 
definiter Kern ist, so daB die Eigenwerte von K (z, y; x) also links von denen 
von G (z, y) liegen 5). 

Behauptung Xa. K (z, y; A) besitzt unendlich viele positive Higenwerte. 

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Satz II, wenn man beachtet, daB 


N ~ 
(a,4, — b,¢,) (Ay — 44) 
vant (c, A, + 4.) (¢, 44 +4,) A, (z, y), 





K (2, y; A) —_ K (x, y; As) wa 


also fiir 4, > A, >} ein positiv definiter Kern ist‘). 

Behauptung Xb. Die Bigenwerte von K (x,y; A) sind alle reell und 
hiiujen sich in der endlichen A-Ebene héchstens an den Stellen i = — * 
d.h. an den Polstellen von K (x, y; A). 

Beweis. Die Realitét der Eigenwerte folgt sofort aus Satz IX. Aus 
Satz VI ersieht man die Richtigkeit der Restbehauptung Xb, falls alle d, + 0 
sind. Wire ein d, = 0, so bliebe als andere Méglichkeit nur die, daB alle A 
der ganzen komplexen A-Ebene Eigenwerte sind; das geht aber nicht, da ja 
nach Satz IX K (a, y; A) keine komplexen Eigenwerte besitzt. 

Satz XI. Voraussetzung. Wie bei Satz X. Dazu: Die H, (z, y) seien 
Polynomkerne. 

Behauptung. Die Eigenwerte von K (xz, y; A) hadufen sich nicht in der 
endlichen i-Ebene. ' 

Beweis. Nach Satz X braucht nur noch gezeigt zu werden, daB die 
Polstellen von K (z,y;4) nicht Haufungspunkte von Eigenwerten sein 
kénnen. Das folgt aber sofort aus Satz VIII. 


Wir schlieBen diesen Paragraphen mit folgendem 
Satz XII. Voraussetzung. Nur die Voraussetzwng « des Satzes X. 
Dazu die Voraussetzung y): Alle d, seien von Null verschieden. 


5) Ganz allgemein folgt tibrigens, daB mit G(x, y) jeder Mirandasche Kern (1) 
bei festgehaltenem 4 = A, unendlich viele Eigenwerte besitzt. Denn sonst wire ja 


darstellbar 
y” %, (=) v, (y) 
K (x,y; x) = a Sh: 
v=l1 ’ 


da aber alle H,(z, y) Polynomkerne sind, wiirde gelten 


m 
G(z,y) = X -¥5 (2) v,(y)> 


so daB8 auch G (z, y) als Kern vom Polynomtypus nur endlich viele Eigenwerte besitzen 
kénnte. 


*) Entsprechendes im Falle unendlich vieler’ negativer Eigenwerte. 
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Behauptung. K (x,y; A) besitzt mindestens einen reellen Eigenwert. 
Beweis’). Da 
aK (x, y;) Pad be 
aA ~ (,a+4)? H, (x, y) 
ein positiv definiter Kern ist, nehmen mit wachsendem A die Eigenwerte A 
von K (z,y;A) stets ab. Geht A wachsend durch eine Nennernullstelle 
d : 
=— = hindurch, so geht der absolut kleinste Eigenwert von K (z, y; A) 


von pesitiven Werten durch Null zu negativen Werten iiber, wie sofort aus der 
Extremumseigenschaft der Eigenwerte folgt. (An den Stellen A = a2 
selbst wird nichts ausgesagt!) — Wir betrachten die dem Nullpunkt am 
nachsten gelegene Stelle 4 = — *. 


d 7 d 
A. Ist — = < 0, so lassen wir A von — — nach 0 laufen. Ist A em wenig 


d 
gréBer als — = so ist der absolut kleinste Eigenwert A, von K (z, y; A) 


dicht vor 0 gelegen und fallt monoton mit wachsendem A. AuBerdem ist dies 
A, (A) eine stetige Funktion von A. Daher muB es eine negative Zahl Ap 
geben derart, daB A, (Ao) = Apo ist; d. h. Ap ist Eigenwert von K (z, y; A). — 


d d 
B. Ist — — > 0, so lasse man A von — — nach 0 abnehmen. Fir A 


d 
kurz vor — = ist der absolut kleinste Eigenwert A, dicht hinter 0 gelegen, und 


A; (A) wichst stetig mit abnehmendem A, so da8 wir diesmal zu einem posi- 
tiven Eigenwert Ay von K (z, y; 4) gelangen. 

Bemerkung. Ist A = 0 ein Pol von K (z, y; A), so braucht unser Satz 
nicht richtig zu sein. So hat z. B. der Kern 


K (2, y34) = — 29) 


mit normiertem ¢ (x) iiberhaupt keinen Eigenwert. — Satz XII, einschlieBlich 
des Beweisganges, laBt sich natiirlich leicht iibertragen auf allgemeinere 
Kerne als die hier in Betracht gezogenen. 

1) Zusatz bei der zweiten Korrektur: In der Arbeit von B. Mania: 
Autovalori di nuclei dipendenti dal parametro (Ann. della Scuola Norm. Sup.—Pisa, 
1939, S. 89—104), die mir soeben in die Hinde kommt, findet sich prinzipiell der 
gleiche Schlu8 in weiterer Ausgestaltung. 


(Eingegangen am 22. 4. 1939.) 
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Zenon und die Grundlagenkrise der griechischen 
Mathematik. 
Von 
B. L. van der Waerden in Leipzig. 





Was war der Zweck der beriihmten Antinomien des Zenon? Nach der 
landlaufigen Meinung, die wohl auf Elias!) zuriickgeht, wollte Zenon die 
Méglichkeit der Bewegung widerlegen. Demgegeniiber hat Paul Tannery*) 
im Rahmen seiner naturphilosophischen Deutung der eleatischen Philosophie 
geltend gemacht, daB Zenon doch kein Skeptiker sei. Zenon habe keines- 
wegs die Bewegung verneint, sondern sein Ziel sei, die Pythagoreische 
These zu widerlegen, nach der die Kérper, die Flachen und die Linien Viel- 
heiten, namlich Vielheiten von Punkten seien. In diesem Sinne aufgefaBt, 
erscheinen ihm die Argumente Zenons ,,nets, pressants, irréfutables“‘ und in 
ihrem Erfolg durchschlagend. ’ 

Von diesen Anschauungen Tannerys sind die ‘Philologen inzwischen (aus 
guten Griinden, wie sich zeigen wird) allgemein Sy age aber eine Reihe 
von Philosophen und Mathematikern haben sie freudig aufgenommen und 
weiter ausgestaltet. So schien Zenon eine immer gréBere Bedeutung fiir die 
Geschichte der Mathematik zu erlangen, indem er angeblich weit verbreitete 
infinitesimale SchluBweisen als Fehischliisse entlarvt und so den Weg fiir die 
exakte Mathematik des vierten Jahrhunderts vorbereitet habe. - 

Am scharfsten pointiert, um nicht zu sagen dramatisiert, tritt diese Auf- 
fassung bei Hasse und Scholz*) hervor, die ein lebendiges und auf den ersten 
Blick sehr ansprechendes Bild von einer Grundlagenkrisis der Mathematik im 
friihen fiinften Jahrhundert entwerfen, in dem Zenon die zentrale Rolle spielt. 
Sie stellen die Hypothese auf, daB ,,die Pythagoreer“, die ihre These ,,Alles ist 
Zahi“ durch die Entdeckung des Irrationalen gefaihrdet sahen, diese These 
durch die Auffassung einer Strecke als Aggregat von unendlich vielen unendlich 
kleinen Teilstrecken retten wollten. Sie vermuten weiter, da8 auch die Mathe- 
matik auf den gefiahrlichen Seitenweg des , Unendlichkleinen“ geraten war. 
Sie behaupten schlieBlich, daB Zenon durch seine unerbittliche Kritik die 
Mathematik wieder in die Bahn der wissenschaftlichen Strenge zuriickgerufen 
hat. Zenon, der ,,unter dem Einflu8 der Autoritiét des Aristoteles uber zwei 
Jahrtausende nur als ein scharfsinniger Sophist und Urheber von geistreichen 

1) Vgl. Diels, Die Fragmente der Vorsokratiker, Zenon A 15. 

*) P. Tannery, Pour I’histoire de la science helléne. Paris 1887. 

3) H. Hasse u. H. Scholz, Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik. 


Berlin, Pan-Biicherei, 1928. 
Mathematische Annalen. 117. 10 
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Trugschliissen gegolten hat‘, sei in Wirklichkeit ,,der Schicksalsmensch der 
antiken Mathematik in der Stunde ihrer gréBten Krisis“. 

Verschiedene Mathematikgeschichtler, wie Enriques und Dyksterhuis, 
haben sich, mit mehr oder weniger Reserve, den Anschauungen von Tannery, 
Hasse und Scholz angeschlossen. Ich glaube aber, die Unhaltbarkeit dieser 
Hypothesen, soweit sie Zenon und seine Zeit betreffen, nachweisen zu kénnen. 
Die Pythagoreerfrage lasse ich dabei ganz auBer Betracht, da ich davon zu wenig 
verstehe. Das Verhiltais Zenons zum Unendlichkleinen und zur Grundlagen- 
krisis der griechischen Mathematik kann aber, wie ich glaube, unabhingig 
davon geklart werden. 

Unter ,,Infinitesimalmathematik‘‘ verstehe ich jede Verwendung einer 
fingierten Zerlegung der RaumgréBen (Strecken, Flachen usw.) in unendlich 
kleine Teile zu mathematischen Herleitungen. Ich werde nun in doppelter 
Weise zeigen, da8 Zenon und die Infinitesimalmathematik nichts miteinander 
zu tun haben. Zuerst wird der Nachweis von der Philosophie des Zenon her 
gefiihrt. Es wird gezeigt, daB die Tanuerysche Interpretation zu dem, was wir 
authentisch von der eleatischen Philosophie wissen, in Widerspruch steht, 
da8 sich bei genauer Betrachtung in den iiberlieferten Zenonfragmenten keine 
Spur von einer Polemik gegen die Zerlegung einer Strecke in kleinste oder 
unendlich kleine Teile findet, und da8 die Worte des Aristoteles sogar direkt 
gegen eine solche Auffassung der Zenonschen Antinomien sprechen. In diesem 
Teil der Beweisfiihrung lehne ich mich eng an das vorziigliche Werk von Calo- 
gero*) an. Calogero hat gezeigt, daB man die Absichten Zenons von der 
eleatischen Philosophie her viel besser verstehen kann als von der Infinitesimal- 
hypothese aus. Zenon war weder ein Sophist, noch ein ,,Schicksalsmensch der 
antiken Mathematik“, sondern ein eleatischer Philosoph und Dialektiker, was 
die Antike auch niemals bezweifelt hat. 

Der zweite Nachweis geht von der Mathematik aus. Es wird untersucht, 
welchen Inhalt eine Infinitesimalmathematik zur Zeit Zenons haben kénnte, 
welche Probleme den Anla8 zur Anwendung von Infinitesimalmethoden hatten 
geben kénnen, und welche historischen Hinweise auf solcoae Methoden wir 
haben, alles mit eindeutig negativem Ergebnis. Es gibt keine historische 
Nachricht iiber eine Infinitesimalmathematik vor 450, und eé iat auch in keiner 
Weise einzusehen, wieso und wozu es eine solche Matheniatik geben sollte. 

Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik hat in der Tat nichts 
mit Zenon zu tun und ist vermutlich viel spater zu datieren. Sie geht nicht von 
der Widerlegung des Infinitesimalen, sondern von der Entdeckung des 
Irrationalen aus. Ich werde noch genauer zeigen, wie die Entdeckung des 
Irrationalen die Mathematik am Anfang des vierten Jalirhunderts zu einer 
radikalen Revision ihrer Begriffe und Umgestaltung der Methoden zwang. 


*) Calogero, Studi sull’ eleatismo, Publ. Scuola di Filos. di Roma. 1932. 
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Zum besseren Verstandnis der folgenden Ausfiihrungen fiige ich hier eine 
kleine Zeittafel ein. 
Zeittafel. 

Zenon von Elea + 465, 
Hippokrates von Chios 
Demokritos von Abdera 
Archytas von Tarent 
Theodoros von Kyrene ees 
Theaitetos von Athen t+ 367, 
Eudoxos von Knidos f 355, 
Eudemos (Schiiler des Aristoteles), 
Euklid + 300, 
Archimedes f¢ 212. 


eine Generation spiter. 





§ 1. 
Die Antinomien der Bewegung. 


,£6non n’a nullement nié le mouvement (ce n’est pas un sceptique), ‘il 
a seulement affirmé son incompatibilité avec la croyance de la pluralité“ 
schreibt Tannery. Ahnlich meinen Hasse und Scholz, da8 es Zenon nicht um 
die Leugnung der Bewegung zu tun ist, sondern: ,,Diese Paradoxie’‘ (des 
fliegenden Pfeils) ,,hat die ad absurdum zu fiihrende Voraussetzung einer Zeit- 
strecke als eines Aggregats von unendlich vielen Zeitpunkten zur Voraus- 
setzung.* 

Nach diesen (und erstaunlich vielen anderen) Autoren hitte also: Zenon 
folgendermaBen geschlossen: Wenn die Hypothese der Vielheit (etwa die Auf- 
fassung einer Raum- oder Zeitstrecke als ‘einer Vielheit von kleinsten Teilen) 
richtig ware, so wire keine Bewegung méglich; da wir aber sehen, daB Bewegung 
stattfinden kann, ist die Hypothese der Vielheit zu verwerfen. 

Aber so kann Zenon unméglich geschlossen haben, betont Calogero mit 
Recht. Zenon kann nicht von der Realitét der Bew2gung als feststehender 
Tatsache ausgegangen sein, da er als Eleat diese Realitaét unméglich anerkennen 
konnte®)! Zenon ist doch (nach dem Zeugnis Platons im Dialog Parmenides) . 


5) Mit beiBendem Spott schreibt Calogero (S. 114— 115): ,,Ma l’assurdo di questa 
interpretazione si chiarisce immediatamente, appena si pensi che, a questo modo, Zenone 
sarebbe venuto a dire che |’unica maniera di poter giustificare la realté del moto era 
quella di negare i] molteplice e di ammettere ]’uno: solo l’uno, cioé, poteva veramente 
muoversi! Che sarebbe stato, davvero, un modo singolare di venire in soccorso del 
limmobilita dell’ ente parmenideo. Eppure, per strano che paia, quegto tipo di collo- 
cazione sistematica della polemica zenoniana @ pur quello che, esplicito o implicito, 
appara in molti dei pit: autorevole e moderni interpreti, anche so spesso accostato o 
confusi con altri motivi critici con esso in realté inconoiliabili.“ 


10* 








144 B. L. van der Waerden. 


ein treuer Schiiler des Parmenides, und Parmenides behauptet in seinem 
authentischen Lehrgedicht ausdriicklich, daB das Seiende sich nicht bewegt, 
oder an anderer Stelle noch deutlicher, daB jede Veranderung des Ortes ein 
leerer Name, eine bloBe Einbildung der Sterblichen sei ®). 

So wie Tannery ihn deutet, hat Zenon es also bestimmt nicht gemeint. 
Aber was war dann seine Absicht? Eine gewisse Schwierigkeit ergibt sich aus 
dem bestimmten Zeugnis Platons (im Parmenides), Zenon wolle mit seiner 
Schrift ausschlieflich die Hypothese der Vielheit widerlegen, und alle seine 
verschiedenen Beweisgriinde dienten nur dem einen Zweck. Wollte man in 
aller Strenge daran festhalten, so bliebe (nach Calogero) nur die Annahme 
iibrig, daB die iiberlieferten vier Bewegungsaporien zusammen nur das eine 
Glied einer Antinomie bilden, indem in ihnen gezeigt wird, daB das Seiende, 
wenn es Vieles ist, sich nicht bewegen kann. Im anderen (nicht iiberlieferten) 
Teil der Antinomie miiBte dann gezeigt werden, daB das Seiende, wenn es 
Vieles ist, auch nicht ruhen kann. Diese Auffassung erscheint aber recht 
gezwungen; es liegt viel naher, die AuSerung der Platonischen Dialogperson 
Zenon mit einem Kérnchen Salz zu genieBen und anzunehmen, wie es das 
spatere Altertum auch immer getan hat, daB Zenon, um die Thesen seines 
Lehrers allseitig zu stiitzen, seinen vielen Beweisgriinden gegen die Vielheit 
noch vier Beweisgriinde gegen die Méglichkeit der Bewegung hinzufiigte. 
Diese ungezwungene Interpretation steht auch am besten in Eirklang mit den 
Worten: ,,Vier sind die Argumente Zenons iiber die Bewegung, mit denen 
Aristoteles seinen Bericht iiber die vier Bewegungsaporien anhebt. 

Da dieser Bericht des Aristoteles unsere einzige Quelle fiir die Bewegungs- 
aporien darstellt, wollen wir ihn wértlich zitieren’). 








Zivev 3& napadoyilerat’ el yap 
del, gnotv, Apeuct nav % xtveirat, 
<obdév 3t xivetrat), Stav Fe xara vd 
taov, Eott 8 del td pepdpevov év ta 
viv, dxlvntovy thy ecpopévyy elvat 
dtorév. 





Zenon macht einen FehlschluB; 
denn wenn, sagt er, immer alles 
entweder in Ruhe oder in Bewegung 
ist, (aber nichts in Bewegung sein 
kann), wenn es sich in einem mit 
ihm selbst gleichen Raume aufhilt, 
wenn ferner das Bewegte jeweils 
im Jetzt ist, dann miiBte der in 
Bewegung befindliche Pfeil unbewegt 
sein. 


*) H. Diels, Die Fragmente der Vorsokratiker, Parmenides B 8. Die zitierte Stelle 
heiBt wirtlich: tive advt’ Sv0pu(a) Fora, Sooa feotoi xaréPevto nemowPdrec elvas 


aindq, .... xai témow alidooew ..... 


7) Text nach Diels, Fragmente. Die Ubersetzung wurde mir von Herrn Gadamer 


freundlichst zur Verfiigung gestellt. 





sotto Stati eddoc: od yap 
obyxertat 6 ypévoc éx tH&y viv tay 
adiaipttwy, Gonep ob8’ Gddo ptyeboc 
obdév. 


vértapec 8 eloiv of Adyou repli 
xivjcews Zivwvos of mapéyovres tas 
SvaxoAlac totic Avovow, TeGtos pev 
6 mepl tod wh xtvetofar da TO 
mpdtepoy elc TO Hutau Seiv dqexécbar 
7) pepbuevoy 7 mpdc td téAOc, mepl 
ob dtelAouev Ev totic mpdtepov Adyotc. 


Sedtepoc F 6 xadrobuevoc "Ayta- 
tot, 8 odtoc Sti to Bpadd- 
obdéxote § xatarnpOjcertat 
Béov bxd tod taylotou’ Eurpoobev 
yap dvayxatov éOeiv wd dtdxov, 
Sev Spunce td pevyov, Gor’ del tr 
mootyety &vayxatov To Boadurepov. 
Bott 82 xal obtog 6 attic Adyos TH 
Siyotopety, Stapéper 8 ev tat Statpetv 
uh Styx wo mpochapBavéuevov pé- 
yeboc. 


Aevs. 
TATOV 


tpltoc 8 6 wiv dnfelc, bn F 
btotd¢ pepouévyn Eotyxev. oup- 
Batver 8 mapa to AauBaverv tov 
xpévov ouyxetofar éx t&v vive uh 
8Boutvou yap tobtov obx Fora: 6 
ovddoytapdc. , 
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Dies aber ist falsch. Denn nicht 
ist die Zeit aus den unteilbaren Jetzt 
zusammengesetzt, ebenso wenig wie 
irgend eine andere GroBe. 


Vier sind die Argumente Zenons 
tiber die Bewegung, die den Auf- 
lésenden solche Schwierigkeiten be- 
reiten: erstens das, welches die Be- 
wegung leugnet. weil das Bewegte 
immer vorher bis zur Hilfte ge- 
kommen sein miisse als bis zum 
Ende — woriiber wir in den voran- 


gegangenen Erérterungen gesprochen 
haben. 


Zweitens der sogenannte Achilles. 
Er lautet so, daB das langsamste 
Wesen in seinem Lauf niemals von 
dem allerschnellsten eingeholt werden 
kénne. Vorher naimlich miiBte der 
Verfolger jedesmal notwendig erst 
dorthin kommen, von wo der Fiie- 
hende schon losgelaufen sei, so daf 
der Langsamere doch immer ein 
Stiick voraus sein miisse. Auch dieses 
Argument ist mit dem der Halbierung 
identisch, nur darin besteht der 
Unterschied, daB die Teilung der 
jeweils neu hinzugenommenen Strecke 
nicht in zwei gleiche Teile er- 


folgt. 


Das dritte ist das eben genannte, 
daB der fliegende Pfeil steht. Es folgt 
das aber nur von der Annahme her, 
daB die Zeit aus Jetztpunkten zu- 
sammengesetzt sei; wenn das namlich 
nicht zugegeben wird, wird der ganze 
Beweis nicht herauskommen. 
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tétaptoc 8 6 nepi t&v év 
otadlan xtvouptver && évavtiac lowy 
byxwv nap’ loouc, tv piv and 
tthous tod otadlov tav 8 dm pécou, 
loon thyet, év dt cupBalve oletar 
lcov elvar ypdvov tat Simdaclwr tov 
fytovv. ton 8 6 napadoytopdc év 
tét T piv mapa xtvobuevov te dé 
map hpewody tO laov utyefoc dEvoiv 
téx tout tays tov loov pépecbar 
ypovov. toiro o” oti Yeddoc. olov 
Eatwoay ol totéice toot byxor eg’ 
é&v ta AA, of 8 é” Gv ta BB dpyé- 
pevot dnd tod wécou tév A, loot cov 
d&pvbudy todos bvtec xal 7d utyeboc, 
ol 8 ép’ Gv ca IT ard tod éoyarov, 
toot tov dpfudv Svrec tobrots xal Td 
ptye0oc, xa lootayeic totic B. 
cup Balver 8) 7 nodtov B dua én 
tén toyadtort elvar xal 7 mpdrov I, 
Tap GAAnAm xtvoupévev. cupBalver 
dt xai 7% I napa mavra ta B dteE|edy- 
duOévar, ta 3 B mapa +a <A) 
tylon Sore furovy elvat tov ypdvov" 
lcov yap éxatepdy tort nap’ Exactov. 
Gua 3¢ cupBalver ta B napa nmavra 
ca T’ napednpvbévary dua yap Borat 
7% mp@rov I xal t) xpdtov B éxi 
toic évavtlowc éoydrorc, tcov ypévov 
map éxactov yivopevov tav B baov- 
nep tev A, &¢ pnor, dd 7 duodtepa 
tcov ypévov mapa ta A ylyvecfat. 
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Das vierte ist das iiber die sich 
im Stadion in entgegengesetzter Rich- 
tung aneinander vorbeibewegenden 
gleich groBen Teilchen, von denen 
die einen vom Ende des Stadion, 
die anderen von der Mitte aus mit 
gleicher Geschwindigkeit sich be- 
wegen sollen. Hier, meinte er, ergibe 
sich, daB die halbe Zeit der doppelten 
Zeit gleich sei. Der Fehler liegt darin, 
da8 man meint, die gleiche GréBe be- 
wege sich mit gleicher Geschwindig- 
keit in der gleichen Zeit ebenso an 
einer selber bewegten wie an einer 
stehenden GréBe vorbei. Das aber 
ist falsch. Zum Beispiel seien AA 
die stehenden gleichen Teilchen, ferner 
BB von der Mitte her anfangende, 
mit den ersten gleich an Zahl und 
Erstreckung, schlieBlich [TT vom 
Ende anfangende, ebenfalls an Zahl 
und Erstreckung diesen ersten gleich 
und gleich schnell wie die B. Dann 
ergibt sich offenbar, da8 das erste B 
gleichzeitig am Ende ist wie das 
erste I’, wenn sie sich anéinander 
vorbeibewegen. Es ergibt sich aber, 
da8 zwar das I an allen RB vorbei- 
gekommen ist, das B aber nur an der 
Halfte der A, so daB die Zeitdauer 
dieser Bewegung nur die halbe: ist. 
Die gleiche Zeit benétigt ja ein jedes 
von ihnen im Vorbeimarsch an jedem 
einzelnen. Zugleich aber ergibt sich, 
da8 das erste*) B an allen I’ vorbei- 
gekommen ist, denn gleichzeitig wer- 
den das erste [' und das erste B an 
den entgegengesetzten Enden sein, 
weil beide in der gleichen Zeit an den 
A vorbeikommen. 


*) Im Text steht ,,die B“, was aber keinen Sinn ergibt. 
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Man hat vielfach versucht, in diese vier Beweisgriinde eine Systematik 
etwa folgender Art hineinzubringen: In den ersten beiden wird die Annahme 
gemacht, eine Raum- oder Zeitstrecke sei unendlich teilbar, in den letzten 
beiden dagegen die, die Teilung fiihre einmal zu letzten, indivisiblen Teilen. 
Diese Systematik ist aber im iiberlieferten Text nicht zu finden, sondern erst 
von den Kommentatoren hineingebracht. Aristoteles zeigt zwar, daB die 
ersten beiden Aporien auf demselben Grundgedanken beruhen, aber doch nur, 
um sie gemeinsam widerlegen zu kénnen (,,d0r° dvayxn xal thy Adow elvar 
thy adrhy“). Zenon aber setzt die unendliche Teilbarkeit nicht voraus, sondern 
er beweist sie durch fortgesetzte Halbierung. Aus der schlichten Tatsache, 
daB jede Strecke eine Mitte besitzt, leitet er die Unendlichkeit ab, die er fiir 
seinen Beweis braucht. In der zweiten Aporie, dem Achilleus, konstruiert er 
in anderer Weise eine unendliche Folge von Augenblicken. Auch in anderen 
Zenonischen: Aporien wiederholt sich dieses typische SchluBverfahren: Einer- 
seits fiihrt die Wiederholung eines bestimmten Schlusses zu einer unendlichen 
Folge, andererseits ist eine fertige, ,,seiende“ Unendlichkeit nicht denkbar 
(vgl. vor allem Fragment 3 bei Diels). 

Auch beim fliegenden Pfeil ist die Voraussetzung, daB die Zeit eine Vielheit 
von Momenten sei, nicht im Text der Aporie zu finden, sondern erst in der 
Aristotelischen Auflésung. Aristoteles sagt: ,,Die Aporie beruht auf der 
Voraussetzung, daB die Zeit aus einzelnen Jetzt bestehe; wenn das aber nicht 
zugegeben wird, wird der ganze Beweis hinfallig.‘ Diese Bemerkung ist, wie 
aus dem ganzen Zusammenhang hervorgeht, als Kritik gemeint, nicht als 
Wiederholung einer von Zenon ausdriicklich gemachten Voraussetzung. 
Zenon macht einen Fehlschlu8“, hei8t es ja auch kurz vorher bei der Be- 
sprechung derselben Aporie: Das bewuSte Ausgehen von einer falschen Vor- 
aussetzung, wie es beim indirekten Beweis immer geschieht, ist (auch fiir 
Aristoteles) kein Fehlschlu8. Bei Zenon ist von einer Zerlegung der Zeitspanne 
in einzelne Momente, soviel wir wissen, nicht die Rede®). 

*) In der Tat kann man nach Calogero, auch ohne eine solche Zerlegung voraus- 
zusetzen, Zenon sehr gut verstehen. Fiir ihn, wie fiir Parmenides, ist Sein = jetzt sein. 
Ein Werden und ein Gewordenes gibt es nicht; das Werden ist mit dem Begriff des 
Seins unvertriglich. Von dieser Grundiitberzeugung der elcatischen Philosophie kann 
Zenon aber bei seiner Beweisfihrung nicht ausgehen, denn sie ist ja erst durch die 
Aporie zu beweisen. Wohl aber kann er davon ausgehen, da8 Sein = jetzt sein ist, 
denn das liegt fir ihn in der Wortbedeutung selbst. Da nun der Pfeil im Jetzt nicht 
von der Stelle kommt, kann er sich jetzt nicht bewegen. Da er aber immer im Jetzt 
ist, muB er dauernd ruhen. Diese Deutung hat den Vorteil, daB sie nichts hinein- 
interpretiert, was nicht im Aristotelischen Text ausdriicklich dasteht. Die Wider- 
legung des Aristoteles geht von der entgegengesetzten Grundiiberzeugung aus, wo- 
nach Sein bedeutet Sein in der Zeit. Demgem&B fragt Aristotelee: Wieso soll 
daraus, daB der Pfeil jetzt nicht von der Stelle kommt, folgen, daB er auch mit 
der Zeit nicht von der Stelle kommt? Der Schlu8 wire doch nur berechtigt, wenn 
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Es ist sehr verstandlich, da8 die Philosophen, die sich um die Auflésung 
der Zenonischen Paradoxien bemiihten, dabei auf die Frage nach der Natur 
des Kontinuierlichen stieBen, oder da8 umgekehrt diejenigen, die die Natur des 
Kontinuums bestimmen wollten, genétigt waren, sich mit den Zenonischen 
Aporien auseinanderzusetzen. Auch Zenon mag sich iiber das Kontinuum 
Gedanken gemacht haben, aber die Bestimmung der Natur des Kontinuier- 
lichen war sicherlich nicht das Ziel seiner Beweisfiihrungen, sondern er bediente 
sich der Gegeniiberstellung des Zeit- und des Raumkontinuums nur als Mittel, 
um eine Unendlichkeit zu erhalten und damit zu einem Widerspruch zu kommen. 

Oder sollte es sich anders verhalten mit jenem teilweise authentischen 
Fragment, in dem Zenon die raumliche Natur des als Vielheit vorausgesetzten 
Seienden untersucht, um zu zeigen, da8 man sich dabei in Widerspriiche ver- 
wickelt ? Wir geben hier den Text, wie er sich bei Simplikios findet, mit der 
Ubersetzung von Kranz unter Beriicksichtigung einer Bemerkung aus der 


Rezension von O. Becker (Quellen u. Studien Bd. 4, 8. 153). 


1. Simpl. Phys. 140, 34. +d 3 xara 
ptyefoc [mimlich &retpov eek] 
Tpdtepov xata thy abthy éxyelonary. 
mpodeiEac yap St ‘el uh Eyor pé- 
yeboc rd bv, 088" av ely’, exdyer 
“el 8& Eotiv, dvayxn Exactov 
péyeOdc tt Eyetv xal mayos xal 
adnéyetv abtod td Exepov and 
tov étépov. xal repli tot mpod- 
yovtoc 6 abtoc Adyos. xal yap 
éxetvo Ect uéyeGosc xal rpoéEer 
adtod tt. 6uotov 34 totro drat 
te elmetv xal del Adyerv obdév 
yap abtod totottov Eayatov 
Eotat obte Erepov mpdc¢ Etrepov 
obx Eotar. oftwe el xoAdAd 
totiv, a&vayxy abtd pixpd ve 
elvat xal weydra pixpd pev 
Gore ut Exerv wtyeOoc, weydra 
8t Sorte Exeipa elvar’. 





1. Das der GréBe nach Unend- 
liche legte er vorher (vor fr. 3) nach 
demselben Beweisgang dar. Er zeigt 
zuerst, daB wenn das Seiende keine 
GréBe besitze, es auch nicht sei. 
Dann fahrt er so fort: Wenn es aber 
ist, so mu8B notwendigerweise ein 
jeder Teil eine gewisse GréBe und 
Dicke und Abstand der eine vom an- 
deren haben. Und von dem vor jenem 
liegenden T eile gilt dieselbe Behaup- 
tung. Auch dieser wird namlich 
GréBe haben und es wird ein anderer 
vor ihm liegen. Die gleiche Behaup- 
tung gilt nun ein fiir allemal®*’. Denn 
kein derartiger Teil desselben (des 
Ganzen) wird die aduBerste Grenze 
bilden, und nie wird der eine ohne 
Beziehung zum anderen sein. Wenn 
also viele Dinge sind, so miissen sie 


die Zeit aus einzelnen Jetzt zusammengesetzt wire. L&Bt man das aber nicht 
gelten, so entfallt auch die SchluBfolgerung. 

9s) Herr Bessel-Hagen macht mich aufmerksam, da8 der Text viel prignanter 
ist: ,,Es ist nun ungefahr dasselbe, dieses cinmal zu sagen und es immer wieder zu 


sagen“. 


Er bemerkt dazu, daB hier (vermutlich zum ersten Mal) das Prinzip der 


volistandigen Induktion auagesprochen erscheint. 
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2. Simpl. Phys. 139, 5. &v pévrot 


tH ovyypdupate abrod moda Exovte 
émyeiphuata xal’ Exactov delxv- 
ow, 6c t& modAd elvar AtyovTe 
cupBatver ta évavtia Aéyerv’ dv Ev 
tori éxtyelpyua, év du Selxvucr 
6rt “el modAd tott, xal weyddra tori 
xal uixpd peydra uty Gore d&rerpa 
™ putyefoc elvar, pixpa 3 obtac 
Gore unbiv Eyer péyefoc’ [B 1). 
év 3) tobrart Selxvworv, Str od uhrte 
wtyebog pte mhyoo phte byxoc 
unBelc tory, od8” av ely otro. 
“el yap &AAwt Sve, pyol, tpoc- 
yévotto, ob8év av wetCov rory- 
cetev’ peyéBovg yap pndevic 
Bvtoc, Tpocyevoutvon 8é, oddév 
olév te el¢ pwéyeboc excdodvar. 
xal obras av 43y td rpocytve- 
pevovobdéivety. el 32 dxoytvo- 
wévov td Etepov undiv Erattov 
Eotat undt ab npocytvopévov 
abEjcetat, SHAov bt. rd mpOG- 
yevéuevov ob8tv Fy ob8t +d 
&moyevépevov’. xat talra odyt 
7 tv dvaipGv 6 Zhvev Atyer, GA 
St putyeBoc Eye: Exactov t&v moA- 
A@v xal drelpwv tar mpd tod Aap- 
Bavouévov del tr elvar da thy én’ 
&reipov touhy’ 6 Selxvucr mpodelEac, 
Sr. obdtv Eyer ptyeboc éx tod 
Exactoy t&v modAGv tautér tadrov 
elvar xal gy. 
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sein: klein bis zur Nichtigkeit, groB 
bis zur Grenzenlosigkeit. 


2. In seiner Schrift, die viele 
Beweisginge enthalt, zeigt er in 
jedem, daB wer die Vielheit behauptet, 
sich Widersprechendes sagt. So ist 
einer dieser Beweisginge folgender. 
Er will zeigen, daB ,,wenn Vieles ist, 
dies zugleich groB und klein sein 
muB, und zwar groB bis zur Grenzen- 
losigkeit und klein bis zur Nichtig- 
keit“ [B 1]. Darin sucht er nun zu 
zeigen, daB ein Ding, das weder 
GréBe noch Dicke noch Masse be- 
sitzt, tiberhaupt nicht sein kénne. 
Denn wiirde es zu einem anderen 
Seienden zugefiigt (so lauten seine 
Worte), so wiirde es dieses um nichts 
vergréBern. Denn wird etwas, was 
keine GréBe hat, einem anderen 


Ding hinzugefiigt, so kann dieses an 


GréBe nichts gewinnen. Und so wire 
denn bereits der Zuwachs Niohts. 
Wenn ferner durch Abziehen das 
andere um. nichts kleiner und an- 
dererseits durch Zufiigen nicht gréBer 
werden wird, so war offenbar das 
Zugefiigte wie das Abgezogene nichts. 
Und dies fiihrt Zenon nicht aus, um 
das Kine aufzuheben, sondern weil ein 
jedes der vielen und unendlichen 
Dinge GréBe haben mu8. Denn vor 
jedem einzelnen, das man nimmt, 
muB8 stets wieder irgendein anderes 
sein wegen der Teilung ins Grenzen- 
lose. Dies legt er dar, nachdem er 
zuvor gezeigt, daB nichts GréBe be- 
sitzt, weil jedes der vielen Dinge mit 
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Der Text ist leider etwas dunkel. Wir geben zunichst die Interpretation 
von Hasse und Scholz wieder: 

,, Wenn es zulassig ist, eine Strecke als ein Aggregat von unendlich vielen, 
unendlich kleinen Elementarstrecken aufzufassen, so sind zwei und nur zwei 
Fille méglich. Entweder haben jene Elementarstrecken eine endliche, von Null 
verschiedene GréBe. Dann wird die aus ihnen zusammengesetzte Strecke 
unendlich gro8 sein miissen ; denn ein Aggregat von unendlich vielen Elementar- 
strecken von endlicher GréBe iibersteigt jede endliche Strecke. Oder die an- 
genommenen Elementarstrecken sind Nullstrecken im strengen Sinne des 
Wortes. Dann ist auch die aus ihnen zusammengesetzte Strecke eine Null- 
strecke; denn eine Zusammenstellung von Nullstrecken kann immer wieder 
nur eine Nullstrecke liefern, gleichviel wie groB die Anzahl der hierbei ver- 
wendeten Strecken ist.“ 

Wo Zenon eine Vielheit von Dingen mit raumlicher Ausdehnung be- 
trachtet, erblicken die Interpretatoren eine Strecke. Wo Zenon (an zwei 
Stellen bei Simplikios iibereinstimmend) schreibt ,,zugleich klein wnd groB: 
klein bis zur GréBelosigkeit, groB bis zur Unendlichkeit‘‘ heiBt es hier ,,ent- 
weder Null oder unendlich groB“. Die Behauptung ,,unendlich klein“ wird 
hier in die Voraussetzung hereingenommen (eine Voraussetzung, die iibrigens 
nicht benutzt wird). Die Unendlichkeit der Anzahl, die Zenon erst miihsam 
beweist, wird hier ebenfalls als Voraussetzung eingefiihrt. Usw. 

Vergleicht man ganz phantasielos die beiden Fragmente, so sieht man, 
daB sie sich beide auf dieselbe Beweisfiihrung beziehen. Was bewiesen werden 
soll, ist in beiden Fragmenten dasselbe, nimlich: Wenn Vieles ist, so ist dieses 
zugleich klein und grof: klein bis zur Gréfelosigkeit, gro bis zur Unendlichkeit. 
Auch die einzelnen Beweisschritte finden sich in beiden Fragmenten wieder, 
nur sind einzelne Teile des Beweises im 1. Fragment, andere im 2. Fragment 
ausfiihrlicher dargestellt. Im ersten Beweisschritt wird gezeigt: Jedes von den 
Vielen hat, sofern es ein Seiendes ist, auch GréBe. So steht es klar formuliert 
in Fragment 1, und naéher ausgefiihrt im Fragment 2, Zeile 11— 28 (Zeile 10—30 
der Ubersetzung). Der zweite Beweisschritt will zeigen, daB vor jedem Einzelnen 
wieder ein Anderes liegt und so fort ins Unendliche. Er findet sich ausfiihrlich 
formuliert in Fragment 1, Zeile 9—16 (Zeile 10—19 der Ubersetzung), wahrend 
in Fragment 2 Simplikios das Ergebnis nur kurz zusammenfa8t: ,,Denn vor 
jedem einzelnen, das man nimmt, muB8 stets wieder irgendein anderes sein.“ 
Dazu kommt der zuniachst unklare Zusatz ,,wegen der Teilung ins Grenzen- 
lose“‘, dessen Wortlaut ebenfalls von Simplikios herriihrt, und der daher zu- 
nichst auBer Betracht bleiben mége. Im wértlichen Fragment 1 folgt auf den 
zweiten Beweisschritt gleich die Formulierung des Endergebnisses. Das ist 
auch ganz in der Ordnung, denn aus der unendlichen Anzahl der seienden 
Dinge und daraus, da8 jedes Einzelne eine bestimmte GréBe hat, folgt fiir 
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Zenon offenbar direkt, da8 das Ganze der unendlich vielen Dinge eine unend- 
liche GréBe hat. 

Im Fragment 1 wird demnach nur die zweite Teilbehauptung, das ,,groB 
bis zur Unendlichkeit“ bewiesen. Das stimmt auch zu der vorausgeschickten 
Ankiindigung: ,,Das der GréBe nach Unendliche legt er vorher nach demselben 
Beweisgang dar.“ 

Wo bleibt nun der Beweis der ersten Teilbehauptung, des ,,klein bis zur 
GréBelosigkeit“ ? Es scheint, daB dieser Beweis im letzten Satz des 2. Fragmentes 
angedeutet ist: ,»nachdem er zuvor gezeigt, daB nichts GréBe besitzt, weil 
jedes der vielen Dinge mit sich selbst identisch und eins ist‘. Die Andeutung 
ist allerdings so dunkel, daB es mir unméglich scheint, daraus einen Beweis 
zu rekonstruieren. Vielleicht gehért auch der bisher beiseite gelassene Nachsatz 
wegen der Teilung ins Grenzenlose“ eher in diesen Zusammenhang hinein, 
denn durch Teilung ins Grenzenlose wiirde man eventuell auf Teilchen stoBen, 
die ,,klein bis zur Nichtigkeit“‘ wiren. Jedoch diese Interpretation ist so 
unsicher, da8 es ratsam scheint, keinerlei Schliisse daraus zu ziehen. Gesichert 
sind eben nur die zwei oben herauspriaparierten Beweisschritte. 

Diese’ aber geben nicht den geringsten Anhaltspunkt dafiir, da8 die Frage 
der ,,kleinsten Teile“‘ des Seienden irgendwie zur Diskussion stand. Es ist 
nur von den ,,seienden Dingen“, ihrer GréBe und ihrer Dicke und Abstand 
von anderen, aber nicht von ihrer Unteilbarkeit die Rede. auBer in dem un- 
klaren Nachsatz ,,wegen der Teilung ins Grenzenlose“. Aber sogar dieser 
Nachsatz l48t sich nicht so deuten, daB Zenon von der Annahme der ,,indi- 
visiblen Teile“ ausgegangen ware, um sie zu widerlegen, denn er beruft sich 
ganz im Gegenteil (wenn der Nachsatz echt sein soll) auf die Teilung ins 
_Grenzenlose. 

SchlieBlich noch eines: Wenn die Zenonischen Beweisgriinde den Zweck 
hitten, die Zerlegung geometrischer GréBen in kleinste Teile zu widerlegen, so 
wire Zenon in diesem Punkte véllig einer Meinung mit Aristoteles, der im 
gleichen Buch Z der Physik mit allem Nachdruck darlegt, da8 das Kontinuier- 
liche nicht aus Unteilbarem bestehen kann (Physik Z1). Wie wire es dann 
zu erkliren, daB Aristoteles dem Zenon immerfort pedSoc (Physik Z2) und 
ttupadroytondc (ebenda Z 9, zweimal) vorwirft und ihn ausfiihrlich zu wider- 
legen sncht ? 

§ 2. 
Die Infinitesimalmathematik. 

Wenn nun Zenon aber doch die ,,Indivisibilien“, die unendlich kleinen 
GréBen bekimpft hatte, konnten die damaligen Mathematiker sich davon 
betroffen fiihlen? Konnte es dadurch zu einer ,,Grundlagenkrisis“ kommen ? 

Fragen wir einmal ganz niichtern: In welchen Teilen der klassischen 
Geometrie kann man unendlich kleine GréBen mit Vorteil benutzen? Die 
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Antwort: Bei der Berechnung von Rauminhalten, Flacheninhalten und Bogen- 
langen und bei der Konstruktion von Tangenten. Sonst meines Wissens 
nirgends. 

Fangen wir bei den Tangenten an. Die Tangente eines Kreises ist leicht 
genug zu finden, auch ohne Infinitesimalbetrachtungen. Und héhere Kurven 
gehérten, soweit sie damals (im 5. Jahrhundert!) schon betrachtet wurden, 
zur héheren Mathematik, nicht zu den Grundlagen. Wenn man ihre Tangenten 
noch nicht konstruieren konnte, so war das jedenfalls kein Grund zur Auf- 
regung oder gar zu einer Krisis. 


Ebenso kann es sich bei der Bogenlange nur um Kreisbogen, also in erster 
Linie um den Kreisumfang handeln. Die einfachsten Inhaltsbestimmungen, 
zu denen man Infinitesimalbetrachtungen gut gebrauchen kann, sind die des 
Kreises und der Pyramide. Gleichzeitig mit dem Flacheninhalt des Kreises 
erhalt man auch den Kreisumfang, sowie den Inhalt des Zylinders, und mit 
derselben Methode wie die Pyramide kann man auch den Kegel behandeln. 
Das ist aber auch alles: weiter ist man vor Archimedes iiberhaupt nicht ge- 
kommen. 

Also im wesentlichen Kreisflache und Pyramideninhalt. Genau auf diese 
beiden Probleme hat man nun auch, wie die Uberlieferung lehrt, die Infini- 
tesimalmethode angewandt. Berichten doch Aristoteles!) und Simplikios!) 
iiber die Kreisquadratur des Sophisten Antiphon, die darin bestand, daB er in 
den Kreis ein regelmaBiges Polygon mit immer mehr Seiten einbeschrieb, bis diese 
Seiten mit dem Kreisumfang zusammenfielen. Und Archimedes stellt fest *), 
da8 Demokritos den Satz entdeckt hat, daB die Pyramide gleich dem dritten 
Teil des Prismas auf derselben Basis und mit*derselben Hohe ist, allerdings 
ohne einen wissenschaftlichen Beweis dafiir zu geben. Es ist nicht ganz klar, 
ob die Mitteilung Archimedes’ sich auch auf den Kegel bezieht. Nimmt man 
noch den Bericht des Ploutarchos') hinzu, nach dem Demokritos die Frage 
aufgeworfen hat, ob beim Schnitt eines Kegels mit Ebenen parallel zur Basis 
die Flachen der Schnitte gleich oder ungleich seien (im letzten Fall wiirde nim- 
lich der Kegel treppenférmig werden, im ersten Fall hatte er Zylindergestalt), 
so wird es wohl sehr wahrscheinlich, daB Demokritos sich bei seiner Herleitung 
des Pyramiden- oder Kegelinhaltes der Methode der Zerlegung in unendlich 
diinne Scheiben bedient hat. Ob er die Herleitung selbst als schliissigen Beweis 
betrachtet hat, steht nicht fest. 


%) Aristoteles, Physica I, 2, 185a, S. 14. 

4) Simplicii in Aristot. Phys. comm. ed Diels, 54, 20—55, 11. 

12) Archimedes, Ephodos 430. 

13) Ploutarchos, De communibus notitiis adversus Stoicos, Scripta Moralia II 
(ed Dibner) 1321. 
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Bekanntlich hat dann Eudoxos die Inhaltsbestimmung der Pyramide 
und des Kegels ohne Infinitesimalbetrachtungen exakt durchgefiihrt*). 
Die Infinitesimalmethode lebte, wenn auch nicht offiziell anerkannt, weiter 
und wurde noch von Archimedes als heuristisches Prinzip benutzt"). 

K6nnte nun jemand vor Demokrit schon den Pyramideninhalt in ahn- 
licher Weise bestimmt haben? Dieser Annahme steht zunichst einmal die 
bestimmte Mitteilung des Archimedes entgegen. Aber nehmen wir es fiir einen 
Augenblick trotzdem an, kénnte dann Zenons Kritik gegen diese Infinitesimal- 
betrachtung gerichtet sein? Es ist nicht anzunehmen, denn die Zenonische 
Schrift hat ganz gewi8 groBes Aufsehen erregt, und die Herleitung des 
Pyramideninhaltes mii8te durch seine Kritik allgemeine Bekanntheit erlangt 
haben. Wie sollte es dann dem Demokrit méglich sein, eine Entdeckung, die 
so im Brennpunkt der Aufmerksamkeit stand, fiir seine eigene auszugeben ? 

Als letzte Méglichkeit einer Infinitesimalmathematik, gegen die Zenons 
Kritik gerichtet sein kénnte, bliebe somit nur die Bestimmung der Kreisfliche 
und die Herleitung der Beziehung zwischen Kreisfliche und Kreisumfang. Es 
handelt sich also um die Satze, daB die Kreisfliche proportional dem Quadrat 
des Durchmessers und gleich dem halben Produkt aus Kreisumfang und Radius 
ist. Diese Satze kénnen in der Tat ,,bewiesen“‘ werden, indem man den Kreis als 
Polygon mit unendlich vielen Seiten betrachtet, und es wire immerhin méglich, 
da8 eine solche Betrachtung nicht erst von dem Sophisten Antiphon, sondern 
schon vor Zenon aufgestellt worden wire. Aber es handelt sich hier um eine 
bloBe Méglichkeit, eine reine Phantasiekonstruktion: Nichts deutet darauf hin, 
daB es sich wirklich so verhalten hat. AuBerdem gibt es noch Einwinde genug. 
Wie kame z. B. Antiphon dazu, eine von Zenon endgiiltig widerlegte Be- 
trachtungsweise von neuem aufzunehmen ? 

Nein, das Verhaltnis zwischen Zenon und der Hypothese der Indivisibilien 
ist zeitlich und logisch umzukehren. Die Zenonischen Beweisgriinde sind es, 
die spitere Denker dazu gebracht haben, eine Zerlegung der geometrischen 
GréBen in kleinste Teile anzunehmen, um so den Aporien zu entgehen. So 
stellt es die peripatetische Schrift nept atéuwv ypayydv dar, die in ihrem 
ersten Teil (Aristoteles Opera II, 968a) die Scheingriinde fiir die Existenz 
unteilbarer Linien darstellt und dabei schreibt: ,,Ferner nétigt der Zenonische 
Beweis zur Annahme einer unteilbaren GréBe‘. So berichten nach Simplikios"*) 
auch Alexandros und Porphyrios, da8 Xenokrates durch die Schliisse Zenons 
zu der Annahme veranlaBt wurde, daB die wiederholte Teilung einer geo- 
metrischen GréBe schlieBlich nach endlich vielen Schritten zu solchen Teilen 
fiihren wiirde, die zwar noch GréBe haben, aber nicht mehr geteilt werden 


44) Siehe Archimedes, De sphaera et cylindro, sowie Euklid, Elemente, Buch 12. 
%) Archimedes, Ephodos. 


16) Simplicii in Aristot. Phys. 138, 10 und 140, 6. 
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kénnen, also zu Kérperatomen, Flaichenatomen und Lanienatomen. Ebenso 
wie Aristoteles und andere Zeitgenossen scheint also Xenokrates beim Versuch 
der Auflésung der Zenonischen Paradoxien dazu gekomraen zu sein, die Natur 
des Kontinuums zu untersuchen, und kam dabei, soweit Cie Berichte Vertrauen 
verdienen, zum geometrischen Atomismus. 

Ebenso ist ja iiberhaupt, nach dem ausdriicklicher. Zeugnis des Aristo- 
teles!’), der Atomismus historisch eine Reaktion auf die eieatische Philosophie, 
nicht umgekehrt. Die Schliisse der Eleaten hatten die Rea‘itét von Werden 
und Vergehen in Frage gestellt; um nun trotzdem das Werden und Vergehen 
in der Sinnenwelt zu erklaren, hat-man die Existenz unvergiinglicher Atome 
angenommen, die mit allen Eigenschaften des parmenideischen Einen aus- 
gestattet wurden. Durch dieses Zeugnis ist, wie mir scheint, allen Speku- 
lationen iiber einen friihen Pythagoreischen Atomismus, gegen den sich die 
eleatische Philosophie richten wiirde, der Boden entzogen. 

Aus alledem ergibt sich nun, da8 nicht der geringste Anhaltspunkt fiir 
die Annahme einer Infinitesimalmathematik oder eines geometrischen Atomis- 
mus zu Zenons Zeiten vorhanden ist, und daB eine solche Annahme auch in 
keiner Weise paBt zu dem, was wir sonst von der Geschichte der Mathematik 
und des Atomismus wissen. Folglich werden die Zenonischen Beweisgriinde 
auch nicht gegen eine solche Lehre gerichtet sein. 

Diese Schlu8folgerung steht mit der auf ganz anderem Wege gewonnenen 
des § 1 in vollem Einklang. 

Sollte der Leser durch das Vorangehende noch nicht iiberzeugt sein, 
sondern doch annehmen, daB die Zenonische Kritik gegen irgendeine Art 
von Indivisibilienlehre gerichtet sein kénnte, so wird er doch wenigstens das 
zugeben miissen, was sich aus den mathematischen Entwicklungen am Anfang 
dieses Paragraphen ergibt, némlich da8 durch die Zenonische Kritik unméglich 
eine Grundlagenkrisis der Mathematik veranlaBt werden konnte; denn die 
mathematischen Anwendungen der Indivisibilien gehéren nicht zu den Grund- 
lagen der damaligen Mathematik, sondern sie kénnten sich héchstens auf den 
Umfang und die Flache des Kreises beziehen. 


§ 3. 
Die Krisis des Irrationalen. 
Man soll mich nicht miBverstehen: Ich leugne nicht, daB es eine Grund- 
lagenkrisis in der griechischen Mathematik gegeben hat. Ich leugne nur, 


da8 diese Krisis vom Problem des Unendlichkleinen ausgegangen ist und daB 
Zenon etwas mit ihr zu tun gehabt hat. 


17) Aristcteles, Uber Entatehen und Vergeheri, Buch A, Kap. 2. 
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Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik war nach meiner 
Meinung keine philosophische, sondern eine innermathematische Angelegenheit, 
und sie hat von der Entdeckung des Irrationalen ihren Ausgang genommen. 
Durch die Entdeckung des Irrationalen war man gendtigt, die Auffassung 
aufzugeben, daB alle Strecken durch Zahlen dargestellt werden kénnen, eine 
Auffassung, die fiir die ganze Struktur der babylonischen und der friih- 
griechischen Mathematik bestimmend war. Man war gendtigt, die Algebra, 
die unbekiimmert Strecken und Zahlen durcheinandergeworfen hatte, in 
eine geometrische Algebra zu verwandeln und sie von der Zahlentheorie 
sauber zu trennen. Man war gendtigt, sich nach einer neuen Definition des 
Verhaltnisbegriffs umzusehen und neue Beweise fiir die Lehre von den ahn- 
lichen Figuren zu suchen. 


Zur Begriindung dieser These mu8 ich zunichst an die hochentwickelte 
babylonische Algebra erinnern, wie sie in ungebrochener Kontinuitiat in den - 
mathematischen Keilschrifttexten von der friihen Hammurapizeit bis zur 
Seleukidenzeit uns entgegentritt}*). In diesen Texten sind in der Tat Geo- 
metrie und Algebra in der Weise vermischt, da8 die Terminologie meistens 
der Geometrie entnommen, der Gedankeninhalt aber immer algebraisch ist. 
Alle die ,,Langen“, ,,Breiten“, ,,Héhen“ und ,,Flachen“, die in den Texten 
vorkommen, sind nicht nur als geometrische GréBen, sondern gleichzeitig 
und hauptsichlich als Zahlen aufzufassen, was sich unter anderem darin 
zeigt, daB sie ohne Riicksicht auf ihre Dimension addiert und multipliziert 
werden?®), 

Dieses Wechselspiel von Geometrie und Algebra setzt die Grundiiber- 
zeugung voraus, da8 alle geometrischen GréBen sich durch Zahlen darstellen 
lassen. Bei einem leistungsfahigen Zahlensystem, wie es das sumerisch- 
babylonische ist, trifft das auch praktisch zu: Jede Strecke laBt sich mit 
beliebiger Genauigkeit durch eine sexagesimal geschriebene Zahl darstellen. 
Da8 man sich unter Umstianden mit einer genaherten Darstellung begniigt 
hat, zeigt das Beispiel der babylonischen Annaherung y2~H. 


Aber auch das Bruchsystem der griechischen Logistik war reichhaltig 
genug, um jede GréBe genahert darzustellen. Daher ist die Hypothese be- 
rechtigt, da8 man auf den Friihstufen der griechischen Mathematik ebenso 
selbstverstandlich wie in der babylonischen jede Strecke als durch eine Zahl 
darstellbar angenommen hat. Uberhaupt: DaB man jede Strecke messen 
kann, ist fiir das vorwissenschaftliche oder friihwissenschaftliche Denken 


18) Siehe vor allem O. Neugebauer, Mathematische Keilschrift-Texte, Quellen und 
Studien A 3 (1935). 

19) Biehe z.B. den Text A.0 8862 (Neugebauer, a. a. O., 8.108) oder Strssbg. 362 
(a. a. O., §. 239). 
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(auch fiir unsere heutige Schuljugend und fiir die moderne Naturwissenschaft 
auBer der Sphiare der exakten Mathematik) vollkommen selbstverstandlich. 
Der Quellennachweis, den wir weiter unten fiihren werden, ist nicht dazu 
da, diese Selbstverstindlichkeit fiir das friihgriechische Denken naher zu 
erhérten, sondern vielmehr, um festzustellen, zu welcher Zeit das griechische 
Denken angefangen hat, die Darstellbarkeit von geometrischen Gré8en durch 
Zahlen und damit die universelle Anwendbarkeit der Rechenkunst auf Geo- 
metrie zu bezweifeln. 

Die Voraussetzungen fiir diesen Zweifel sind erst dann gegeben, wenn 
erstens der Anspruch absoluter Gehauigkeit an die Geometrie gestellt wird, 
und wenn zweitens die Existenz irrationaler Streckenverhiltnisse bekannt 
ist; denn wenn alle Strecken rational waren, wiren sie durch die ganzen und 
gebrochenen Zahlen der griechischen Logistik ohne weiteres darstellbar. 
Drittens ist erforderlich, daB aus der Erkenntnis der Irrationalitat die logische 
Konsequenz gezogen wird, daB Strecken nicht universell durch Zahlen dar- 
stellbar sind und daher auch nicht ohne weiteres wie Zahlen behandelt werden 
diirfen. Die dritte Forderung ist keineswegs iiberfliissig oder selbstverstand- 
lich; die meisten Vertreter der abendlindischen Wissenschaft z. B. haben 
die Darstellbarkeit von geometrischen GréB8en durch Zahlen nie bezweifelt, 
obwohl sie mit der Existenz von irrationalen Verhiltnissen bekannt waren und 
obwohl man vor Dedekind und Cantor nicht iiber den exakten modernen 
Begriff der ,,reellen Zahl“ verfiigte. Die griechische Kultur ist meines 
Wissens die einzige, die diese logische Konsequenz wirklich vollzogen hat. 

Zu welcher Zeit die Entdeckung der Existenz irrationaler Strecken- 
verhaltnisse anzusetzen ist, dariiber sind die Historiker geteilter Meinung. 
Wahrend Zeuthen bis zuletzt die traditionelle Auffassung festgehalten 
hat, daB Pythagoras oder seine unmittelbaren Schiiler zumindest um die 
Irrationalitét des Verhaltnisses der Quadratseite zur Diagonale gewuBt 
haben miissen, nimmt Vogt®), auf gute Quellen gestiitzt, an, daB die Ent- 
deckung der Irrationalitét nicht lange vor 400 stattgefunden haben kann. 
Wir kénnen diese alte Streitfrage zum Gliick unentschieden lassen, denn worauf 
es jetzt ankommt, ist der Nachweis, daB die Konsequenzen aus der Tatsache 
der Irrationalitat erst am Anfang des vierten Jahrhunderts gezogen worden 
sind. Es la8t sich namlich zeigen, daS Hippokrates von Chios noch unbe- 
denklich den naiven numerischen Verhaltnisbegriff anwendet, und da8 noch 
Archytas von Tarent die Anwendbarkeit der Rechenkunst auf geometrische 
Probleme nicht bezweifelt, sondern die mit Hilfe der Logistik gefiihrten 
Schliisse fiir voll beweiskraftig, sogar den geometrischen Schliissen an Klar- 
heit und Wissenschaftlichkeit iiberlegen halt. 


*) Vogt, Bibl. Math. (3) 10 (1910), S. 97—155. 
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Das Archytasfragment spricht fiir sich selbst®1): 


xal Soxet & Aoytotixad Toth tTav 
cogiavy t&yv uty GAY texvGv xal 
TOAD Stapéperv, atap xal ta¢ yew- 
wetpixac évapyectépw noaxyuated- 
coda. & Sérer 


wal & éxdrcizer ad & yewperpla, 
wal drodeiEiac & Aoytotixdk ermitedci 


Und die Logistik hat, wie es 
scheint, in bezug auf Wissenschaft 
vor den anderen Kiinsten einen recht 
betrachtlichen Vorrang; besonders 
vor der Geometrie, da sie deutlicher 
als diese behandeln kann was sie 
een 

und wo die Geometrie wiederum 
versagt, bringt die Logistik Beweise 





zustande ... 

Das Fragment ist um so bemerkenswerter, als Archytas dem Kreise der 
Pythagoreer angehért, und gerade diese es sind, die (nach allen Zeugnissen 
iibereinstimmend) die irrationalen Verhiltnisse zuerst ans Licht gebracht 
haben. 

Die Hippokrates-Stelle, die ich als weiteren Beleg anfiihren will, ist 
bekannt und findet sich am Anfang des Berichtes des Simplikios iiber die 
Méndchenquadraturen des Hippokrates*?). Simplikios zitiert hier ,,wértlich“ 
(xar& AéEtv) Eudemos’ Geschichte der Geometrie, aber mit erlauternden 
Zusitzen von Simplikios selbst, ,,von der Erinnerung an die Elemente Euklids“ 
her (am tij¢ tHv Edxdei8ou Xrotyeiwy dvanvacews). Es hei®t dann an 
einer Stelle: 

" &¢ yap of xbxdor mpd¢ dAAHAOUC Denn wie sich Kreise zueinander 
Eyovot, obtmwc xal ta 6uotx tujuata. | verhalten, so verhalten sich auch die 
Syow yap tuhuata got ta Td ard | dhnlichen Segmente. Ahnliche Seg- 
ptooc bvta tod xUxAov, olov, jut- | mente namlich sind die, die denselben 
xbxAtov HurxvxAl@ xal tprtnudptov | Teil des Kreises ausmachen, wie z. B. 
TpLTHLOPLw. Halbkreis zu Halbkreis oder Drittel- 
kreis zu Drittelkreis. 

Es fragt sich nun, ob diese Stelle wértlich aus Eudemos entnommen 
ist, oder einen Zusatz von Simplikios darstellt. Rudio und Zeuthen halten 
die Stelle fiir eudemisch, Tannery und Becker dagegen fiir einen Zusatz. 
Nun hat aber Dyksterhuis®’) neuerdings auf Grund einer Uberlegung, die ich 
fiir iiberzeugend halte, die eudemische Herkunft der Stelle dargetan. Dykster- 
huis weist naimlich erstens darauf hin, da8 Simplikios, wo er zur Erlauterung 
Definitionen anfiihrt, diese immer aus Euklid schépft. Er zitiert auch etwas 
spater die euklidische Definition der ahnlichen Segmente als solche, die gleiche 


#1) Siehe Diels-Kranz, Die Fragmente der Vorsokratiker, Fragment B 4. 
%2) Simplicii in Arist. Phys. libr. quattuor comment., ed. Diels, S. 61, Berlin 1882. 
Oder F. Rudio, Der Bericht des Simplicius tiber die Quadraturen, S. 48. Leipzig 1907. 
%) E. J. Dyksterhuis, De Elementen van Euklides I, 8.35. Groningen 1929. 
Mathematische Annalen. 117. ll 
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Winkel enthalten; warum sollte er dann kurz vorher eine andere, vom nach- 
euklidischen Standpunkt weniger priazise Definition einschalten? Das zweite 
Argument ist, daB die Ausdrucksweise t) abtd uépoc bei Euklid konsequent 
nur fiir Zahlenproportionen und nur in den arithmetischen Biichern benutzt 
wird (und dann noch mit einem Zusatz: wt) abrd wépoc } ta adtra péon). 
Fiir die Verhaltnisgleichheit allgemeiner GréBen hat Euklid immer andere 
Ausdriicke (&va\oyov odef aitov Adyov oder ac mpd¢ ... obtwe mpd). Daher 
wiirde Simplikios, der seine Geometrie-Kenntnisse in erster Linie aus Euklid 
' schépft, und der unmittelbar vor dem Hinschreiben der fraglichen Stelle 
noch in seinem Euklid geblittert haben mu8, von selbst nie dazu kommen, 
den ungenauen Ausdruck 7 air) wépoc zu benutzen. 

Uberhaupt weist der Ausdruck 7) airs uépoc deutlich auf eine alter- 
tiimliche (vor-eudoxische) Definition des Proportionsbegriffes hin. Die Pro- 
portion a:6—c:d bedeutet nach dieser alten Auffassung, daB a ,,derselbe 
Teil“ (z. B. die Halfte oder ein Drittel) von 6 ist wie c von d. So tief ver- 
wurzelt war diese numerische Auffassung des Verhiltnisbegriffs, daB noch 
Eudemos sie bedenkenlos von Hippokrates iibernommen oder sogar (das 
kann man nicht entscheiden) von sich aus hingeschrieben hat. 

Es zeigt sich also, da8 Hippokrates in seinen (iibrigens sehr exakten) 
Untersuchungen den naiven numerischen Verhiltnisbegriff benutzt, und daB 
sogar noch Archytas die Rechenkunst der Geometrie voranstellt und logisti- 
sche Beweismittel in der Geometrie zulaBt. 

Wenige Jahrzehnte spiter hat sich das Blatt bereits gewendet: Theaitetos 
entwickelt seine Klassifikation der irrationalen Strecken, und bei Plato ist 
das Verhiltnis zwischen Logistik und Geometrie vollstandig umgekehrt. Die 
bisherige Logistik ist als Wissenschaft verpént, die geometrischen Schliisse sind 
die wahren Vorbilder exakter Beweisfiihrung. Bei Euklid ist die Algebra 
vollends aus dem Bereich der offiziellen Geometrie verbannt und darf nur 
in geometrischem Gewande, als Flachenrechnung oder ,,geometrische Algebra“, 
ihr Dasein fristen. 

Es ist Zeuthens groBes Verdienst, die latente algebraische Komponente 
in der klassischen griechischen Mathematik, wie sie in den Biichern II und VI 
der Elemente und in den Kegelschnitten des Apollonius zu finden ist, auf- 
gedeckt zu haben; von ihm stammt der bezeichnende Name ,,geometrische 
Algebra“. Neugebauer™) aber hat den historischen Zusammenhang zwischen 
der babylonischen und der griechischen Algebra nachgewiesen. Er zeigt 
namlich, da8 die elliptische und hyperbolische Anpassung bei Euklid, Buch VI 
(Prop. 28 und 29) vollstandig zu erklaren sind als geometrische Verkleidungen 
der altbabylonischen Lésungsformeln fiir quadratische Gleichungen. 

™) O. Neugebauer, Zur geometrischen Algebra, Quellen u. Studien 3 (1936), 
8. 245— 260. 
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Die Normalformen namlich, auf die in der babylonischen Mathematik 
alle quadratischen Probleme zuriickgefiihrt werden, sind Gleichungspaare 
in zwei Unbekannten: 

sy=F, zy=F, 
(t) Pe 8 iias a (1) ree 
Die babylonischen Lésungsformeln heiBen 


© t=s4 V3) -* am) o}= "($l +45. 


Die Euklidischen Flachenanlegungen nun stellen, im einfachsten Falle 
der Anlegungen mit quadratischem Exze8 oder Defekt, ebenfalls das Problem, 
ein Rechteck von gegebener Fliche zy = F zu errichten, dessen eine Seite z 
eine gegebene Strecke a teilweise bedeckt oder iiber a hinausragt, mit einem 
Defekt oder ExzeB gleich y (also mit z = a — y bzw. =a + y). Und die Lésung 
besteht (genau wie die babylonische) darin, daB die Fliche (+)* — F bzw.. 
(>) + F in ein Quadrat verwandelt wird, dessen Seite w vermége 


s=—4+w s=w+— 
(I) , bzw. (II) . 
y=5-w \you-% 


die Lésung des Problems ergibt. 

Die Formulierung bei Euklid ist etwas allgemeiner, indem dort statt 
eines Rechtecks ein Parallelogramm mit vorgegebenem Winkel, und statt 
eines Quadrates ein Parallelogramm von vorgegebener Form verwendet wird. 
Der vorhin behandelte Spezialfall hat aber sicherlich den Ausgangspunkt 
gebildet, wie man aus den Figuren zu Buch II, Prop. 5 und 6 ersehen kann, 
die das Prinzip dieser speziellen Flachenanlegung schon enthalten. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die Entdeckung der Irrationalitat 
zwang die griechischenMathematiker amAnfang des viertenJ ahrhunderts,ihreAl- 
gebra, die eine Fortbildung der babylonischen Algebra bildete, von ihrem numeri- 
schen Ausgangspunkt loszulésen und in eine geometrische Algebra zu verwandeln. 

Den Zeitpunkt und den Schauplatz dieser Umwandlung kénnen wir 
noch naher bestimmen. Das 10. Buch Euklids, das die Klassifikation der 
Irrationalitaten behandelt, und das damit unmittelbar zusammenhingende 
13. Buch iiber die regularen Polyeder werden aus guten Griinden allgemein 
dem Theaitetos zugeschrieben. Das 10. Buch benutzt aber durchweg die 
geometrische Algebra, wahrend es von der Eudoxischen Proportionenlehre 
weitgehend unabhangig ist. Man kann nun nicht gut annehmen, da8 Theaitetos, 
der sich gerade mit dem Begriff der Irrationalitét so griindlich befaBt hat, 
die alte naive Algebra bedenkenlos auf irrationale Strecken iibertragen hat. 
Also mu8 Theaitetos die geometrische Algebra entweder selbst geschaffen 
oder von einem anderen iibernommen haben. 


11* 
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Proklos berichtet in seinem Euklid-Kommentar (ed. Friedlein, 8.419) 
unter Berufung auf Eudemos, da8 die parabolische, hyperbolische und ellip- 
tische Flachenanlegung Erfindungen der Pythagoreer sind, und da8 diese 
alten, gétterihnlichen Manner jene Konstruktionen napafodr}, irepBoay 
und &\Aeuj¢ nannten, welche Namen spiter auf die entsprechenden Kegel- 
schnitte iibertragen wurden. Diese Nachricht lat zweierlei Deutung zu. 
Entweder die Pythagoreer haben tatsichlich die algebraische Lésungsformel 
der quadratischen Gleichungen ins Geometrische iibertragen und sind somit 
als Schépfer der geometrischen Algebra zu betrachten™*). Oder sie haben nur 
die algebraische Lésungsformel iiberliefert, und die Ubersetzung ins Geo- 
metrische ist das Werk eines spiteren Forschers, etwa eines Zeitgenossen von 
Theaitetos. Dann kann man sich doch gut denken, daB dieser Forscher sich 
dessen bewuBt war, daB die geometrischen Konstruktionen im Wesen mit 
den algebraischen, den Pythagoreern lingst bekannten algebraischen Regeln 
identisch waren, und daB er diese Wesenidentitaét so ausgesprochen hat, da8 
die spatere Geschichtsschreibung daraus eine vdllige Identitaét- gemacht und 
die geometrischen Konstruktionen selbst den Pythagoreern zugeschrieben hat. 

Wie dem auch sei, jedenfalls werden wir die Pythagoreer als Vermittler 
der altbabylonischen Algebra an die griechische Welt zu betrachten haben, 
genau so wie sie ja auch den altbabylonischen ,,Pythagoreischen Lehrsatz“ in 
ihrer Tradition iiberliefert hatten. Sollten sie selbst schon aus dieser Algebra 
eine ,,geometrische Algebra‘ gemacht haben, so kann diese Verwandlung 
doch, nach dem was wir gesehen haben, nicht gut vor Archytas ihren Ab- 
schlu8 gefunden haben. Hatten nimlich die Pythagoreer zu Archytas’ Zeiten 
schon eine geometrische Algebra gehabt, waren sie also im Stande gewesen, 
wie Euklid und Apollonius, algebraische Schliisse durch rein geometrische 
zu ersetzen, so wire des Archytas Ausspruch iiber die Logistik, die ,,Beweise 
zustande bringt, wo die Geometrie versagt“, ginzlich unverstiandlich. Aber 
es scheint tiberhaupt recht unwahrscheinlich, daB die Pythagoreer die Ur- 
heber der Geometrisierung der Algebra waren, wo doch ihr ganzes Streben 
(soviel wir wissen) umgekehrt darauf ging, die Mathematik und Musik soweit 
als méglich zu arithmetisieren. 

Eher wird die Geometrisierung der Pythagoreischen Mathematik in dem 
Augenblick erfolgt sein, als diese von dem Kreis um Plato aufgenommen 
und assimiliert wurde. Der platonische Dialog Theaitetos gibt eine recht 
anschauliche Schilderung, wie die Beriihrung zwischen diesen beiden Kultur- 
kreisen zustande kam; wenn auch die historischen Einzelheiten nicht genau 


%) Es kann sich dabei nach dem Vorangehenden nur um spitere Pythagoreer 
(kurz vor Thesitetos) handeln. Man kénnte z. B. an Theodoros von Kyrene denken. 
Die Worte des Theaitetos im Platonischen Dialog: ,, Theodoros entwarf eine Zeichnung 
von Quadraten“ deuten ja auf eine Art. geometrische Algebra hin. 
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zuzutreffen brauchen, so wird Plato doch das Wesentliche richtig getroffen 
haben. Der Pythagoreer Theodoros von Kyrene kam also nach Athen und 
hielt dort einen Vortrag, in dem die Irrationalitét von 13, V5 usw. bis Vi7 
bewiesen wurde. Der junge Theaitetos reagierte darauf mit einer genauen 
Begriffsbestimmung und Klassifikation der irrationalen Strecken, die wir 
im 10. Buch Euklids vollendet wiederfinden. Die einzelnen Stufen, die bis 
zu dieser Vollendung durchlaufen werden muBten, schildert uns Plato nicht, 
aber sie lassen sich aus der mathematischen Notwendigkeit erschlieBen. Fiir 
die Begriindung seiner Klassifikation der Irrationalitéten brauchte Theaitetos, 
wie wir sahen, algebraische Methoden. Diese gab es nun zwar, aber sie waren 
legitim nur auf Zahlen anwendoar, nicht auf irrationale Strecken. Also 
muBte die Algebra zuerst geometrisiert werden, was in der Tat mit Hilfe der 
Flachenrechnung gelang. 

Bei den hohen Anspriichen an die Exaktheit der Beweisfiihrung, die 
man in diesem Kreise stellte, trat auch bald die Unhaltbarkeit des naiven 
Verhiltnisbegriffs, den wir oben bei Hippokrates noch gefunden haben, ans 
Licht. Wiederum waren es die irrationalen Verhaltnisse, an denen er scheiterte. 
Damit wurde aber einer der Grundpfeiler des bisherigen Lehrgebiéudes der 
Mathematik (das wir uns etwa in den Elementen des Hippokrates verkérpert 
denken kénnen) verbesserungsbediirftig. Nur ein Teil der damaligen Mathe- 
matik (etwa der Inhalt der ersten vier Biicher Euklids) lieB sich ohne den 
Verhiltnisbegriff begriinden. Die endgiiltige Rettung brachte bekanntlich die 
Proportionenlehre des Eudoxos, die im 5. Buch der Elemente dargestellt ist. 
Es hat aber, wie Zeuthen*) und Becker®*) an Hand einer Aristoteles-Stelle 2) 
gezeigt haben, sehr wahrscheinlich eine altere Verhaltnislehre gegeben, die auf 
dem Begriff der wechselseitigen Wegnahme (d&vtavaipeac oder &vOupalpectc) 
beruht, und die ebenso wie die Eudoxische Proportionenlehre sowohl rationale 
als irrationale Verhaltnisse exakt zu behandeln gestattete. 

Die Grundlagenkrisis des anfangenden vierten Jahrhunderts verlief dem- 
nach in der Weise, daB die Kritik der alten Grundlagen mit der neuen Grund- 
legung Hand in Hand ging. Daher ist es auch zu keiner Erschiitterung des 
Lehrgebaudes, zu keiner Skepsis in bezug auf die Sicherheit dermathematischen 
Schliisse gekommen. Die Konstruktion der regularen Kérper durch Theaitetos, 
die bewundernswiirdigen Inhaltsbestimmungen des Eudoxos und so viele 
andere Spitzenleistungen bewirkten, daB die Mathematik dieser Zeit den 
Zeitgenossen nicht als kriselnder Kranker erschien, sondern mit Recht als 
eine der groBartigstén Schépfungen des griechischen Geistes gewiirdigt wurde. 
_ %) H. G. Zeuthen, Skrifter Ak. Kopenhagen 1917. Vgl. auch E. J. Dyksterhuis, 
De Eiementen van Euklides I, 8S. 70ff. 

%6) O. Becker, Quellen u. Studien 2 (1933), 8. 311— 333. 

7) Aristoteles, Topica VIII, 3, 8S. 158b, 29. 
(Eingegangen am 4. 11. 1939.) 
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Das Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist, einen neuen Widerspruchs- 
freiheitsbeweis fiir die reine Zahlentheorie zu geben. Ein derartiger Beweis 
ist, unter Benutzung eines besonderen Systems des Pridikatenkalkiils, zuerst 
von G. Gentzen geliefert worden'). Der vorliegende Beweis geht auf iltere 
Methoden zuriick, mit denen ich seinerzeit unter Verfolgung eines urspriing- 
lichen Hilbertschen Ansatzes einen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die 
Zahlentheorie ausschlieBlich der vollstandigen’ Induktion gegeben habe*). 

Bei diesem Beweis wurde ein Formalismus zugrunde gelegt, der statt 
der All- und Seinszeichen die Hilbertsche e-Funktion verwendete. Der Grund- 
gedanke des Beweises bestand darin, zu zeigen, da8 man innerhalb der Beweis- 


1) G. Gentzen, Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, Math. Annalen 
112 (1936), S.493—565; Neue Fassung des Widerspruchsfreiheitsbeweises fir die reine 
Zahlentheorie, Forschungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten Wissen- 
schaften Heft 4 (Deutsche Mathematik 1938). 

*) Eine ausfihrliche Darstellung dieses Beweises nach meinen Mitteilungen 
findet sich in Hilbert-bernays, Grundlagen der Mathematik II, § 2, 4. — Eine Skizze 
des Gedankenganges enthalten: D. Hilbert, Die Grundlagen der Mathematik, und 
P. Bernays, Zusatz zu Hilberts Vortrag aber die Grundlagen der Mathematik, beide 
erschienen in Bd. 6 (1928) d. Abhandl. d. Math. Sem. Hamburg. — In der Terminologie 
4er vorliegenden Arbeit habe ich mich mdéglichst eng an den II. Band der Grundlagen 

et Mathematik angeschlossen. 
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figur die ¢ in geeigneter Weise so durch Zahlzeichen ersetzen konnte, daB 
alle Formeln der Beweisfigur in solche iibergehen, die sich nach den Methoden 
der finiten Mathematik als ,,richtig‘‘ erweisen lassen. Das Vorhandensein 
einer Schlu8formel 0 + 0 und damit eines formalen Widerspruchs ist dann 
ausgeschlossen. 

Die ,,richtigmachende“ Ersetzung fiir die « konnte dabei nicht: von vorn- 
herein angegeben werden, sondern es wurde rekursiv eine Folge von Er- 
setzungen definiert und der Beweis gefiihrt, daB diese’ Folge nach endlich 
vielen Schritten zu einer Ersetzung der verlangten Art fiihrt. 

In der vorliegenden Arbeit wird diese Beweismethode auf den Fall aus- 
gedehnt, daB auch die vollstindige Induktion bei den Beweisen Verwendung 
findet. Die Schwierigkeit, die sich bisher einer derartigen Ausdehnung dieser 
Methode in den Weg stellte, lag nicht darin, daB das rekursive Verfahren 
fiir die Bildung der aufeinanderfolgenden Ersetzungen eine besondere Um- 
gestaltung bendétigte — tatsichlich ist diese Ausdehnung leicht zu finden, 
iibrigens auch schon in den ,,Grundlagen der Mathematik, IT. Bd. (a. a. 0.) 
angegeben —, sondern allein in der Fiihrung des genannten Endlichkeits- 
beweises. Dieser Endlichkeitsbeweis steht in einer gewissen Parallele zu 
dem Endlichkeitsbeweis, der von Gentzen fiir die Endlichkeit seines 
Reduktionsverfahrens benutzt wurde. Es mu8 hier in ahnlicher Weise wie 
dort von der transfiniten Induktion fiir einen bestimmten Abschnitt der 
zweiten Zahlenklasse Gebrauch gemacht werden. 

Der Verfasser glaubt weiter, daB die vorliegenden Ausfiihrungen auch 
insofern Interesse haben, als sich ein methodischer Fortschritt in der 
Fiihrung des Endlichkeitsbeweises ergibt. Es wird namlich nicht nur fir 
die Gesamtzahl der Schritte des betreffenden Verfahrens die Endlichkeit 
gezeigt, sondern es wird auch fiir sie eine obere Schranke angegeben, die von 
gewissen Konstanten der Beweisfigur abhangt; und zwar ist diese Abhingig- 
keit durch Rekursionsfunktionen gegeben. Diese Rekursionsfunktionen 
kénnen natiirlich, wie sich aus den bekannten Gédelschen Siatzen ergibt, 
nicht solche der bisher bekannten Art (d. h. solche mit primitiven oder ver- 
schrinkten Rekursionen) sein, sondern es handelt sich um Rekursionen 
neuer Art, die aber jedenfalls ihren Namen verdienen, da sie fiir irgend- 
welche bestimmten Zahlen als Argumente nach endlich vielen Schritten den 
Wert der Funktionen fiir diese Argumente liefern. 


§1. 
Der Formalismus. 


Um den Formalismus, dessen Widerspruchsfreiheit erkannt werden 
soll, zu beschreiben, haben wir zuniichst die Beyriffe ,,Formel* und ,, Term‘ 
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zu definieren. Die Zeichen, mit deren Hilfe Formeln und Terme aufgebaut 
werden, sind folgende: 


. freie Zahlenvariable a, 6, c, . . .%), 

. gebundene Zahlenvariable z, y, z, .. ., 
. das Zeichen 0, 

. die Funktionszeichen 6, ’, +, - 
. das Zeichen =, 


. die logischen Zeichen —, —, 
. die Zeichen €,, &,, &,.-.-.. 


JI our ww 


Die Begriffe ,,Formel« und ,,Term‘ werden nun durch simultane In- 
duktion nach folgenden Regeln definiert: 


1. O ist ein Term. 

2. Ein Zeichen fiir eine freie Zahlenvariable ist ein Term. 
3. Ist a ein Term, so sind auch a’ und 6 (a) Terme. 

4. Sind a und b Terme, so auch a + b und a-b. 

5. Sind a und b Terme, so ist a = b eine Formel. 

6. Ist UM eine Formel, so ist auch W eine Formel. 

7. Sind.& und B Formeln, so ist auch YU —- SB eine Formel. 


8. Aus einer Formel, die eine freie Zahlenvariable enthalt, entsteht 
ein Term in folgender Weise: Die freie Zahlenvariable wird an allen Stellen 
durch ein und dieselbe gebundene Zahlenvariable ersetzt, und zwar durch 
eine solche, die sonst in der Formel nicht vorkommt. Zugleich wird vor die 
Formel ein ¢ mit der gebundenen Variablen als Index gesetzt. 


Wir haben weiter die folgenden Schemata zur Bildung von Aziomen: 


I. Axiomenschemata des Aussagenkalkiils. 


U, B, € seien Formeln ohne freie Zahlenvariable. Dann sind alle Formeln 
der folgenden Gestalt Axiome: 


(I, 1) YU -—- (BU), 
(I, 2) (4 -- (B + €)) ~ ((U—- B) + (UM >), 
(I, 3) (A —- B) -- (B+ Y). 


% In dem nachfolgenden Axiomensystem kommen ibrigens keine Terme mit 
Variablen vor. 


freier 
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II. Zahlentheoretische Axiomenschemata. 


Sind a, b und ¢ Terme ohne freie Zahlenvariable, so sind folgende Formeln 
Axiome: 


(II, 1) a= 4, 

(II, 2) a’ = b’>a=b, 

(II, 3) a + 0 [6 (a)}’ = a, 
(II, 4) a+0=a, 

(II, 5) a+b’ = (a+b), 

(II, 6) a-0=0, 

(II, 7) a-b’ =a-b+a, 

(II, 8) a=b—-a =D’, 

(II, 9) a = b +46 (a) = 4 (b), 
(II, 10) a=b-a+c=b+¢, 
(II, 11) a=b~>c+a=c+b5, 
(II, 12) a=b-—-a-c=b-°e, 
(II, 13) a=b—->c-a=c:b. 


III. Axiomenschemata fiir die e-Funktion. 


Y (a) sei eine Formel, die an freien Zahlenvariablen nur a enthilt, a ein 
Term ohne freie Zahlenvariable. ‘& (a) und UM (e, Az) mégen aus W (a) da- 
durch entstehen, daB man an allen Stellen a durch a, bzw. ¢, Uz ersetzt. 
é, Uz entstehe aus U (a) nach Regel 8 zur Bildung von Formeln und Termen. 
Ferner sei & (a, b) eine Formel mit den einzigen freien Zahlenvariablen a 
und 6, a und b Terme ohne freie Zahlenvariable, U (a, a) und UW (a, b) mégen 
aus Y (a,b) entstehen, indem iiberall 6 durch a, bzw. durch b ersetzt wird. 
é, U (z, a) und e, U (x, b) entstehen aus UW (a, a) und Y (a, b) nach der Regel 8 
zur Bildung von Formeln und Termen. Es sind dann Axiome (vorausgesetzt, 
da8 es sich iiberhaupt um Formeln handelt): 


(III, 1) W (a) + U (e, U (z)), 

(III, 2) UW (a) > e, U(z) + a’, 

(III, 3) U (e, U (x) > e, U(x) = 0, 

(III, 4) a=b—>e,U(z,a) = ¢, A(z, b). 


Statt z kann in den obigen Formeln auch irgendeine andere gebundene 
Variable gebraucht werden; ferner kénnen auch in (III, 4) zwei verschiedene 
gebundene Variable benutzt werden. 

Als Ableitungsregel haben wir das SchluBschema: Aus zwei Formeln & 
und &— % kann $8 gewonnen werden. 
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Zur Erlauterung des Axiomensystems bemerken wir kurz, da8 durch 
die Axiome (III, 1) bis (III, 3) das «, M(x) in folgender Weise definiert ist: 
Gibt es keine Zahl a, so daB UW (a) richtig ist, so ist «, H(z} = 0. Gibt 
es dagegen ein derartiges Zahlenbeispiel fiir U (a), so ist ¢, U (xz) eins 
von diesen Beispielen, und zwar ein solches, dem kein anderes Beispiel 
unmittelbar vorangeht. Mit Hilfe der e-Funktion la8t sich ferner in bekannter 
Weise das All- und Seinszeichen definieren, indem unter (z) HU (xz) die Formel 
U (e, xu (z)) und unter (Ez) U(x) die Formel & (ce, U (z)) verstanden wird. 
Unter wesentlicher Benutzung von (II, 3), (ITI, 1) und (III, 2) la8t sich ferner 
das Axiom der vollstindigen Induktion beweisen*). Andere Rekursions- 
funktionen als die unter II erwahnten brauchen nicht eingefiihrt zu werden, 
da sich alle anderen mit Hilfe der e-Funktion definieren lassen®). Ubrigens 
ist das Axiom (III, 3) mehr der Vollstandigkeit halber hinzugesetzt worden, 
als weil man es wirklich braucht. Die Axiome der Formen (III, 1) bis (ITI, 4) 
werden kritische Formeln genannt. Wir sagen ferner, die kritischen Formeln 

(III, 1) bis (ITI, 3) gehéren zu «, U(x), wahrend die kritische Formel (III, 4) 
’ gleicherweise zu 2, M(z,a) und zu e, U (xz, b) gehért. 

Wir schlieBen hier gleich einige Bemerkungen iiber die Methode des 
Widerspruchsfreiheitsbeweises fiir dieses System an. Zuerst seien einige 
weitere Begriffe eingefiihrt. 

Unter einem ,,Zahlzeichen‘“‘ verstehen wir einen Term, der entweder 0 
ist oder aus 0 durch endlich oft wiederholte Anfiigung von Strichen entsteht, 
z. B. 0", 0”, usw. 

* Es werde ferner die ,,Richtigkeit‘ oder ,,Falschheit“ einer Formel defi- 
niert, die keine Variable irgendwelcher Art enthalt. Bei einer derartigen 
Forme! 1a8t sich zunichst jeder Term in ein Zahlzeichen verwandeln, indem 
man die Rekursionen fiir 46, +, - abrollen la8t. Eine so reduzierte Formel 
a = b heiBt dann richtig, falls a dasselbe Zahlzeichen ist wie b, sonst falsch. 
Die Richtigkeit bzw. Falschheit von solchen Formeln, die sich mittels der 
Aussageverkniipfungen — und — aus den eben genannten aufbauen, bestimmt 
sich dann in bekannter Weise. 

Gelingt es nun zu zeigen, da8 man die in der Beweisfigur vorkommenden 
e, & (z) so durch Zahlzeichen ersetzen kann, daB simtliche kritische Formeln 
in richtige iibergehen, so ist der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir unser Axiomen- 
system geliefert. (Dabei ist die Ersetzung selbstverstandlich an die Bedingung 
gebunden, daB gleichgestaltete «, UM (x) auch in gleicher Weise ersetzt werden.) 
Denn man erkennt ohne Miihe, da8 die Axiome der Gestalt (I, 1) bis (1, 3), 
(II, 1) bis (II, 13) bei jeder Ersetzung fiir die ¢ in richtige Formeln iibergehen. 


*) Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik II, S. 85. 
5) Hilbert-Bernays, Grundlagen der MathematikI, § 8. 
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Da nun die ,,Richtigkeit‘ einer Formel eine Eigenschaft ist, die sich von 
zwei Formeln & und &—-B auf B vererbt, so wiirde das Vorhandensein 
einer Ersetzung fiir die « von der eben genannten Art bedeuten, daB von 
den Formeln ohne Variable nur richtige am Schlu8 einer Beweisfigur stehen 
kénnen. Es wire also z. B. nicht die falsche Formel 0 + 0 beweisbar, und 
damit ein formaler Widerspruch ausgeschlossen. 


§ 2. 
Einige grundlegende Definitionen. 

Es sollen jetzt einige weitere Begriffe, die wir im folgenden brauchen, 
eingefiihrt werden. 

Zunichst ordnen wir jedem Term ¢,%(z) eine bestimmte natiirliche 
Zahl als Rang zu. Diese Zuordnung geschieht iibrigens nicht nur fiir die 
Terme ¢, & (x), sondern auch fiir Gebilde der Form «, & (x), die keine Terme 
sind, aber im Innern eines Terms vorkommen. Z. B. kommt in dem Term 
&,(z = e,(y = z)) das Gebilde e,(y = x) vor, das kein Term ist, sondern 
aus einem solchen durch Umwandlung einer freien in eine gebundene Variable . 
entsteht. Um einen gemeinsamen Namen zu haben, bezeichnen wir die 
Gebilde #%(z), ob sie nun Terme sind oder nicht, als e-Ausdriicke. 

Die Definition des Ranges geschieht nun in folgender Weise: Ein ¢,&(z), 
das kein anderes ¢ in seinem Innern enthilt, hat den Rang 1, ebenso ein 
&, U (xz), bei dem die gebundene Variable z an keiner Stelle im Innern eines 
anderen ¢-im Innern von & (z) steht. Kommt die Variable z in U (z) im Be- 
reiche von anderen « vor, die etwa ¢, B (y), ¢,€ (z), &, D (u) seien, so hat 
€, U (x) einen Rang, der um Eins héher ist als der gréBte Rang, der bei e,B(y), 
&, €(z), &, D (u) vorkommt. Damit ist der Rang fiir jeden e-Ausdruck fest- 
gelegt. 

Einige Beispiele: e, (y’ = ¢, (x = 5(0’))) hat den Rang 1, die Aus- 
driicke ¢, (x = e, (y = 2)) und e, (z = e, (y = z + &, (2 = 0 - 2))) haben 
den~Rang 2, ¢, (z = «, (y = ¢, (2 = z- y))) den Rang 3. 

Wir wollen nun erklaren, was wir unter dem Grundtyp eines Terms ¢, U(x) 
zu verstehen haben. In & (xz) kénnen als Bestandteile andere Terme auf- 
treten. Unter diesen betrachten wir nur diejenigen, die nicht wieder Bestand- 
teile eines anderen in &(z) vorkommenden Terms sind. Diese seien 
@;, Gg, ..., @,. Dabei seien Terme a,, die anverschiedener Stelle stehen, 
aber gleiche Gestalt haben, mehrfach gezihlt. Wir ersetzen nun in e, H (zx) 
die Terme a), a2, ..., 4, durch die freien Zahlenvariablen a), ag, .. ., @,. 
Dadurch geht ¢,&(z) in einen Term ¢, 8 (z, a,,...,4,) iiber, wobei 
® (z,a,,...,@,) keine freien Variablen auBer a;, a2,...,@, enthilt. 
&, B (z, a;,..., 4) heiBt der zu ¢, A(z) gehdrige Grundtyp. Kommen in 
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€, U (xz) keine anderen Terme als Bestandteile vor, so ist :, UM (x) sein eigener 
Grundtyp. 

Beispiele. « (y’ = e,(z = 4(0))) hat den Grundtyp «¢, (y’ = a), 
€, (x = &,(y = 2)) ist sein eigener Grundtyp. 

Grundtypen werden als gleich angesehen, wenn sie sich nur durch ver- 
schiedene Benennung der freien oder der gebundenen Zah‘envariablen unter- 

_scheiden. Der Rang eines Grundtyps ist, wie sich aus der Definition des 
Ranges ergibt, gleich dem Rang des e-Terms, zu dem er als Grundtyp gehért. 

Selbstverstandlich kann zu verschiedenen ¢e-Termen der yleiche Grund- 

typ gehéren. Z. B. haben die in einem Axiom der Form (III, 4) 
a=b—>e,U(z,a) = e, U (z, b) 

vorkommenden ¢,&(z,a) und e,&(z,b) immer den gleichen Grundtyp. 

Dies ist fiir spiter wichtig. 

Seiner Bedeutung nach stellt ein Grundtyp ¢, 8 (z,a,,...,@,) eine 
Funktion von n Variablen, ein Grundtyp ohne freie Zahlenvariable eine 
bestimmte Zahl dar. Denken wir uns nun fiir alle in einer Beweisfigur vor- 
kommenden e-Terme die Grundtypen aufgeschrieben und fiir jeden eine Ab- 
kiirzung eingefiihrt, z. B. fiir einen Grundtyp mit n freien Zahlenvariablen 
ein Funktionszeichen mit n Argumenten, fiir einen Grundtyp ohne freie 
Zahlenvariable ein irgendwie gewahltes Individuensymbol, so stellt sich mit 
Hilfe dieser Symbole jeder in der Beweisfigur vorkommende Term als ein 
aus Individuensymbolen, dem Zeichen 0 und Funktionszeichen aufgebauter 
Ausdruck dar. 

Es sei dies an dem Beispiel des Terms ¢, (y’ = ¢, (x = 6 (0”))) erlautert. 
e, (x = 6(0")) hat den Grundtyp ¢, (x = a), e,(y’ = e,(z = 4 (0"))) den 
Grundtyp e,(y’ = a). Bezeichnen wir nun den ersten Grundtyp mit ¢ (a), 
den zweiten mit y (a), so stellt sich der Term ¢,(y’ = e,(z = 6(0”))) in 
der Form y(q (6 (0"))) dar. 

Ordnen wir nun jedem Grundtyp eine Rekursionsfunktion mit der 
gleichen Zahl von Argumenten, jedem Grundtyp ohne Argumente ein be- 
stimmtes Zahlzeichen als Ersetzung zu, so kénnen wir mit Hilfe dieser Er- 
setzungen jede Formel der Beweisfigur in eindeutiger Weise in eine ,,richtige“ 
oder ,,falsche‘‘ Formél verwandeln: Eine derartige Ersetzung fiir die Grund- 
typen soll eine Gesamtersetzung heiBen. 

Nach dem, was wir kurz vorher iiber die Axiome der Gestalt (HI, 4) 
sagten, ergibt sich leicht, daB durch eine Gesamtersetzung sich diese Formeln 
(und natiirlich auch, wie friiher bemerkt, die Axiome der Gruppen I und II) 
auf richtige reduzieren. Demnach ist unser Widerspruchsfreiheitsbeweis auf 
den Nachweis des Vorhandenseins einer Gesamtersetzung zuriickgefiihrt, 
mit deren Hilfe sich auch alle Axiome der Gestalt (III, 1) bis (III; 3) auf 
richtige reduzieren. 
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§ 3. 
Definition einer bestimmten Folge von Gesamtersetzungen. 


Wir werden jetzt ein Verfahren definieren, das ausgehend von einer 
bestimmten Gesamtersetzung nacheinander immer wieder die Bildung von 
neuen Gesamtersetzungen gestattet, solange nicht bei einer Gesamtersetzung 
dieser Reihe alle kritischen Formeln in richtige iibergehen. 

Zuvor wollen wir aber die Bildung von Gesamtersetzungen noch etwas 
genauer beschreiben. Wir denken uns fiir die Bildung einer Gesamtersetzung 
ein fiir allemal eine bestimmte Reihenfolge der Grundtypen festgelegt, und 
zwar so, daB der Grundtyp mit niederem Rang dem mit héherem Rang 
vorangeht. Im iibrigen ist die Reihenfolge gleichgiiltig. Ferner erginzen wir 
die Reihe der Grundtypen in folgender Weise: Mit einem Grundtyp ¢, 8 (2, a;, 

. -» @,) sollen unserer Reihe auch alle Grundtypen angehéren, die zu den 
in einer Formel 8% (3; 3:,..., 3,) vorkommenden e-Termen gehéren. 
31, 32, - ++» 3, Sind dabei irgendwelche Zahlzeichen. Die Art und Zahl der 
neu hinzukommenden Grundtypen ist offenbar von der besonderen Wah! 
VON 31, 32, ---» 3, umabhingig. Nachdem wir die Reihe der Grundtypen 
in dieser Weise erginzt haben, gilt folgendes: Ist ¢, B (x; a,, ..., a,) irgend- 
ein Grundtyp der Reihe, so reicht eine Gesamtersetzung aus, um jede Formel 
B (3; 31, -- +> n) mit beliebig gewahiten Zahlzeichen 3, 3;, ..., 3, auf eine 
richtige oder falsche Formel zu reduzieren. 

Wir setzen weiter auch eine Reihenfolge unter den kritischen Formeln 
der Gestalt (III, 1) fest. Die Wahl dieser Reihenfolge steht in unserem Be- 
lieben, sie soll aber dann festgehalten werden. 

Vermittels einer Gesamtersetzung reduziert sich jeder in der Beweis- 
figur vorkommende Term auf ein bestimmtes Zahlzeichen. Wir sagen, ein 
zu einer Formel (III, 1) 

W (a) > U (e, U (z)) 


gehoriges ¢, U (x) habe eine Beispielsersetzung bekommen, falls sich U (e, U(z)) 
mit Hilfe der Gesamtersetzung auf eine richtige Formel reduziert. 

Die Ausgangsersetzung fiir unsere Reihe von Gesamtersetzungen ist 
nun die folgende: Samtliche Grundtypen mit freien Zahlenvariablen werden 
durch Funktionen ersetzt, die immer den Wert 0 haben; ein Grundtyp ohne 
freie Variable wird durch 0 ersetzt. 

Diese Ausgangsersetzung hat die folgende Eigenschaft €: Es sei 
é, B (x; a,, ..., @,) eimer der zu der Beweisfigur gehérenden Grundtypen; 
31, 32, ---> 3, Seien irgendwelche Zahlzeichen. ¢, B (7; 31, . . ., 3,) reduziere 
sich bei der Gesamtersetzung auf das Zahlzeighen 3. Dann ist entweder 
3 = 0 oder die folgende Bedingung ist erfiillt: 8 (3; 3:, ...,'3,) reduziert 
sich bei der Gesamtersetzung auf eine richtige Formel, ferner jede Formel 
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B (3*; 31, ---» dq), WO 3* irgendein Zahlzeichen <4 ist, auf eine falsche 
Formel. 

Das Zutreffen der Eigenschaft ist in diesem Falle trivial, weil sich ja 
jedes ¢, M(x) auf 0 reduziert. Im folgenden werden wir zeigen, da8 alle 
Gesamtersetzungen unserer zu bildenden Reihe die Kigenschaft € haben. 
Wir weisen deshalb schon hier auf die folgenden Konsequenzen von € hin. 

Bei einer Gesamtersetzung, die die Eigenschaft € hat, kénnen sich nur 
gegebenenfalls kritische Formeln der Gestalt (III, 1), nicht aber solche der 
Gestalten (III, 2) und (III, 3) auf falsche Formeln reduzieren. Betrachten 
wir eine Formel 

HW (a) > ¢, UA (zx) + a’. 


Es sei ¢, U(x) eine Spezialisierung des Grundtyps ¢, B (z; a;, ..., @,), 80 
da8 wir fiir «,&(z) auch «, 8 (z; b;, ..., b,) schreiben kénnen, wobei 
b;, be, ..., b, irgendwelche Terme sind. Die Formel 


HM (a) > e, U (z) + a’ 
la8t sich dann auch schreiben 
B (a; b,, ..., b,) > e, B (z; by, ..., By) Fa’. 


Es mége sich nun bei der Gesamtersetzung a auf 3, b;, ..., b, auf 31, ..-, 3, 
reduzieren. Die obige Formel reduziert sich dann in gleicher Weise wie 
B (3; bls +++ bn) > &2 B (z; Bis ++ bn) + 3’. 
Reduziert sich nun ¢, B (Z; 3;, .. ., 3,) auf 0, so reduziert sich der Teil der 
Formel hinter dem Zeichen > auf 0 + 3’, also auf eine richtige Formel. 
Die ganze Formel wird dann richtig. Reduziert sich dagegen ¢, B (2; 31, .--, 3q) 
auf das Zahlzeichen 3, so wird nach Voraussetzung $ (3; 3;, ..., 3,) eine 
richtige Formel. Entweder ist nun 3’ = §, also 3 < 3. Nach Voraussetzung 
wird dann & (3; 31, .... 3,) falsch, die ganze Formel also richtig. Falls 
3’ + 3, so reduziert sich wieder der Teil der Forme! hinter dem Zeichen —, 
also auch die ganze Formel auf eine richtige. Damit ist also gezeigt, daB die 
Formeln (III, 2) immer richtig werden. 
Eine Formel 
U (ce, U (z)) > &, U (z) =0 


schreibt sich, wenn man den zu ¢, & (x) gehérenden Grundtyp zum Ausdruck 
bringt, genauer 

B (ce, B (x; by, ..., b,), by, .. ., By) > e2 B (2; by, ..., by) = 0. 
Durch dieselbe Uberlegung wie oben erkennt man: Entweder reduziert 
sich ¢, B (z; b;, .. ., b,) auf 0, dann wird die ganze Formel zu einer richtigen 
Formel. Oder aber es muB sich 8 (e, 8 (z; b;, ..., by), bi, ..., b,) auf 
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eine richtige, also B (ce, B (z; by, .. ., b,), bi, . . ., b,) auf eine falsche Formel 
reduzieren. Die ganze Formel wird dann ebenfalls richtig. 
Durch dieselbe Uberlegung ergibt sich auch, daB eine Formel (III, 1) 


U (a) > A (e, U (z)) 


nur dann zu einer falschen Formel werden kann, falls sich ¢, U(x) bei der 
betreffenden Gesamtersetzung auf 0 reduziert. 

Es seien nun schon eine Reihe von Gesamtersetzungen gebildet, die die 
Eigenschaft € haben. Wir geben an, wie die nichste Gesamtersetzung ge- 
bildet wird, falls nicht bei der letzten sich alle kritischen Formeln auf richtige 
reduzieren. 

Bei der letzten Gesamtersetzung kann, wie wir sahen, nur eine Formel 
der Gestalt 

UW (a) > A (e, U (z)) 


zu einer falschen Formel werden, und zwar reduziert sich in diesem Falle 
e, U (x) auf 0. Die genannte Formel sei die erste gema8 unserer Reihenfolge, 
die falsch wird. Der zu ¢, & (x) gehérige Grundtyp sei ¢, B (x; a;, ..., @,), 
und zwar sei e, U(x) mit ¢, 8 (z; a,, ..., a,) identisch. Bei der Gesamt- 
ersetzung mégen sich die Terme a,, ae, . . ., a, auf die Zahizeichen 3, 32, ..., 3n 
reduzieren. Ferner mége sich a auf das Zahlzeichen 3 reduzieren. YW (a) ist 
mit B (a; a;,..., a@,) identisch, Da W(a) sich auf eine richtige Formel 
reduziert — andernfalls kénnte nicht die ganze Formel falsch werden —, 
so gilt dasselbe fiir B (3; 31, . . ., 3,). Wir schreiben nun die (3 + 1) Formeln 
B (0; 31, ---, dn), B (1; 31, -- +> dn) -- +» BZ; 31,.---+> 3q) auf. Alle diese 
Formeln lassen sich mit Hilfe unserer Gesamtersetzung vollstandig reduzieren, 
wie man aus den Bemerkungen zu Eingang dieses Paragraphen erkennt. 
Wir suchen unter diesen Formeln die erste, die sich auf eine richtige Formel 
reduziert. Es sei dies B (3*; 31, - . -, 3n)- 

Nun wird die nachste Gesamtersetzung folgendermaBen gebildet: Alle 
Grundtypen, die «, B (x; a,,..., @,) in der Reihenfolge der Grundtypen 
vorangehen, behalten die Ersetzung, die sie bei der letzten Gesamtersetzung 
hatten. Fiir den Grundtyp «, 8 (x; a,, ..., @,) tritt eine Veranderung ein. 
Fiir die Werte 3:, 32,---+» 3, der Argumente 4;, dz,...,a, erhilt 
&, B (xz; a,,... @,) den Wert 3* (wahrend dieser Wert bei der vorigen 
Ersetzung 0 war). Fiir alle anderen Werte von a), .. ., a, bleibt die Ersetzung 
von €, B (x; a@,, ..., @,) dieselbe wie vorher. Die hinter e, B (x; a, . . ., ) 
stehenden Grundtypen werden so ersetzt wie bei der Ausgangsgesamtersetzung, 
also durch Funktionen, die immer den Wert 0 haben, bzw. durch 0, falls 
es sich um einen Grundtyp ohne freie Variablen handelt. 

Es bleibt zu zeigen, daB auch die neue Gesamtersetzung wieder die 


Eigenschaft € hat. 
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Es sei ¢, € (x; a, . . ., @,) ein beliebiger Grundtyp, 41, je, . . -, 3, irgend- 
welche Zahlzeichen. ¢,€ (x; 31, . . ., 3,) reduziere sich bei der neuen Gesamt- 
ersetzung auf 3. Wir miissen dann zeigen, da8 falls 3 von 0 verschieden ist, 
sich € (3; 31, . . ., 3) auf eine richtige Forme! reduziert, dagegen jede Formel 
€ (3**; 31, ..-, 3) mit 3** < 3 auf eine falsche Formel. 

Es mége e, 8 (z; a,, ..., @,) dieselbe Bedeutung haben wie zuvor, sei 
also der Grundtyp, dessen Ersetzung sich jetzt gegeniiber der vorigen Gesamt- 
ersetzung entscheidend verindert hat. 3;, 32, . . -, 3, und 3* seien wie zuvor 
die Zahlzeichen, die dabei eine Rolle spielten. Steht nun ¢, € (x; a,, .. ., a) 
hinter ¢, B (z; a,, .. ., @,) in der ‘Reihenfolge der Grundtypen, so ist nichts 
zu beweisen, da dann ja ¢, € (x; 3, . . ., 3,) durch 0 ersetzt ist. Nun werden 
fiir die Reduktion von € (3; 3:, .. ., 3,) wie aus der Definition des Ranges 
hervorgeht, nur die Ersetzungen fiir solche Grundtypen benutzt, die einen 
kleineren Rang als ¢,€ (z; a,, ..., @,) haben, mithin diesem Grundtyp in 
der Reihenfolge der Grundtypen vorangehen. Steht nun ¢, € (z; a), .. ., a) 
vor e, B (z; a, ..., @) in der Reihe der Grundtypen, so ergibt sich unsere 
Behauptung daraus, daB die Eigenschaft € fiir die vorige Gesamtersetzung 
zutraf. Fiir den Fall, daB ¢, € (x; a,, ..., a) mit e, B (z; a,, ..., @,) tiber- 
einstimmt, ist ebenfalls alles in Ordnung, falls 3;, 32, . . ., 3¢ VON 31, 32, -- +> 3n 
verschieden ist, da ja sowohl ¢,€ (x; 3;, .:., 3,) als auch € (3; 31, .. ., 39) 
und € (3**; 3:, ..., 3) sich bei der neuen Gesamtersetzung so reduzieren 
wie bei der vorangegangenen. Stimmt endlich 3), ..., 3, mit 31, .--, 3, 
tiberein, so ist die neue Gesamtersetzung gerade so gewahlt, daB auch jetzt 
die Eigenschaft € zutrifft. Denn bei der neuen Gesamtersetzung reduziert 
sich e, B (z; 31, .. ., 3,) auf 3*, ferner B (3*; 31, ..., 3,) auf eine richtige 
und $% (3**; 31, .-., 3,) auf eine falsche Formel, weil bei der Reduktion 
der beiden letzten Formeln nur vor ¢, 8 (z; a,, ..., @,) stehende Grund- 
typen verwandt werden, so daB die Reduktion der beiden Formeln dieselbe 
“ist wie bei der vorigen Gesamtersetzung. 


§ 4. 
Eigenschaften der Folge von Gesamtersetzungen. 


Damit wir imstande sind zu beweisen, da8 das in § 3 definierte Verfahren 
zur Bildung von Gesamtersetzungen nach endlich vielen Schritten abbricht, 
also zu einer Gesamtersetzung fiihrt, bei der alle kritischen Formeln richtig 
werden, brauchen wir noch verschiedene weitere Begriffe und Sitze iiber die 
Gesamtersetzungen. 

Wir fihren zunichst fiir jede Gesamtersetzung eine charakteristische 
Zahl ein. Bei jeder Gesamtersetzung gibt es einen Grundtyp, der der letzte 
ist, fiir den die Ersetzung nicht aus einer Funktion besteht, die immer den 
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Wert 0 hat. Die Stelle dieses Grundtyps in der*Grundtypenreihe, diesmal 
aber von hinten gezihlit, nennen wir die der Gesamtersetzung zugeordnete 
charakteristische Zahl. 

Aus der Art des Verfahrens, nach dem wir die Gesamtersetzungen bilden, 
ergibt sich ohne weiteres der 


Satz I. Es seien 6. Gi41, -:-» Ga, eine Rethe von unmittelbar auf- 
inander folgenden G: setzungen Keine dieser Gesamtersetzungen, mit Aus- 
nahme ensteelll der ersten, habe eine gréBere charakteristische Zahl als m. Dann 
sind bei allen obengenannten Gesamtersetzungen héchstens die Ersetzungen fiir 
die letzten m Grundtypen verschieden. 
Ein weiterer Begriff, den wir einfiihren, ist der des Reduktionsgrades 
einer Gesamtersetzung © beztiglich einer endlichen Formelmenge. 





Wir mégen irgendeine endliche Menge von Formeln haben, die keine 
freie Variable enthalten und die sich mit Hilfe von 6 vollstandig reduzieren 
lassen. Diese Formeln brauchen nicht notwendig der Beweisfigur anzugehéren. 
Wir denken uns nun alle e-Terme, die in diesen Formeln vorkommen, auf- 
geschrieben und fiir gie eine bestimmte Reihenfolge festgelegt. Und zwar 
sollen alle e-Terme, die den Bestandteil eines anderen e-Terms bilden, diesem 
in der Reihenfolge vorangehen. Im iibrigen ist die Reihenfolge an und fiir 
sich gleichgiiltig, doch soll ihre Herstellung in eindeutiger Weise geschehen. 
Wir kénnen das etwa in der Weise erreichen, da8 wir zwischen den Zeichen, 
die zum Aufbau unserer Formeln dienen, wie 6, +, *, -, Klammern usw. 
eine bestimmte alphabetische Reihenfolge festsetzen, und dann die Terme, 
deren Reihenfolge noch unbestimmt ist, lexikographisch ordnen. 


Es mégen nun im ganzen (f + 1) e-Terme 


Gy, Gj), Ag, ..-, Ay 
vorkommen. Jeder dieser Terme reduziert sich bei © entweder auf 0 oder 
auf ein von 0 verschiedenes Zahlzeichen. Wir definieren nun eine Funk. 
tion y(n) (0 Sn» Sf) in folgender Weise. Es ist (i) = 0. falls sich a, 
auf ein von 0 verschiedenes Zahlzeichen reduziert, sonst ist g(t) =,1. Die 
Zah! 
2t w (0) + 2-1 p(i) +... + 29 p(t) 

nennen wir den Reduktionsgrad von © beziiglich der obigen Menge von Formeln, 

Besonders interessiert uns zuniichst der Reduktionsgrad einer Gesamt- 
ersetzung beztiglich der gesamten Beweisfigur. Fiir diesen Reduktionsgrad 
laBt sich von vornherein eine obere Schranke angeben. Ist nimlich die Anzahl 
der e-Terme der Beweisfigur gleich e, so ist der Reduktionsgrad einer beliebigen 
Gesamtersetzung beziiglich der Beweisfigur héchstens 2° + 2! —...-. 2°’, 
also < 2°. 


Mathematische Annalen. 
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Wir wollen ferner jeder Gesamtersetzung noch eine zweite Zahl zu- 
ordnen, die ebenfalls einen Reduktionsgrad darstellt. Die bei © falsche 
kritische Formel, auf Grund deren die Bildung der nachsten Gesamtersetzung 
erfolgt, gehére zu dem Grundtyp «, B (z; a,, ..., @,) und sei 


B (a; a, ..., ay) > Ble, B (x; a, ..., My); Gy, .- -, Gy) 


Es reduziere sich bei G der Term ¢ auf3, unddiea,, de, ..., 4, auf3;, 32, .--, dn: 
Der Reduktionsgrad von § beziiglich der Formeln 


BOs dao > +s teh BE s:00. -- odd «++ OO &. - > ote 


ist die zweite Zahl, die wir G zuordnen. Fiir diesen zweiten Reduktionsgrad 
1a8t sich nicht ohne weiteres eine obere Schranke angeben, da er ja von der 
GréBe des Zahizeichens 3 abhangig ist. Die Existenz einer oberen Schranke 
ist auch fiir den folgenden Endlichkeitsbeweis an und fiir sich nicht erforderlich. 
Wir kommen aber in §8 darauf zuriick. 


Jedenfalls laBt sich also jeder Gesamtersetzung unserer Folge in ein- 
deutiger Weise ein geordnetes Zahlenpaar (a,b) zuordnen, wobei a den Re- 
duktionsgrad beziiglich der Beweisfigur und b den zweiten Reduktionsgrad 
darstellt. Ferner ist a < 2°, wenn e die Anzahl der e-Terme der Beweisfigur ist. 

Weiter fiihren wir die Progressivitdit von Gesamtersetzungen ein. Von 
zwei Gesamtersetzungen ©, und G, heiBt G, gegeniiber G, progressiv, wenn 
jede Spezialisierung ¢, B (z; 3;, . . ., 3,) eines Grundtyps e, B (7; a), . . ., @,), 
der bei G, eine von 0 verschiedene Ersetzung 3 zukommt, auch bei G, die 
gleiche Ersetzung 3 hat. (Selbstverstaindlich wird ©, im allgemeinen noch 
weitere Beispielersetzungen enthalten.) Es gilt nun der folgende 


Satz II. Die Gesamtersetzung G, sei gegeniiber G, progressiv. Wir mégen 
ferner eine Menge von Formeln ohne freie Variable haben, die sich mit Hilfe 
der Gesamtersetzungen vollstindig reduzieren lassen. Wir behaupten dann, 
daf entweder der Reduktionsgrad von @, beztiglich dieser Formelmenge kleiner 
ist als der von G,, oder aber da sich alle Terme der Formelmenge bei beiden 
Gesamtersetzungen in genau der gleichen Weise reduzieren. 

Es seien ao, a), ..., a die e-Terme, die bei dieser Formelmenge auf- 
treten, und zwar in der Reihenfolge aufgeschrieben, wie wir sie fiir die Be 
stimmung des Reduktionsgrades brauchen. Reduzieren sich alle diese Terme 
bei beiden Gesamtersetzungen in der gleichen Weise, so ist es gut. Anderen- 
falls sei a, der erste Term, der bei G, eine andere Ersetzung hat als bei 6. 
Unter Beriicksichtigung des zugehérigen Grundtyps schreibe sich a, als 
&, B (z; b;,...,b,). Da die in b;, be, . . ., b, vorkommenden e-Terme vor a, in 
der Reihenfolge stehen, so reduzieren sie sich bei G, und G, in der gleichen 
Weise, etwa auf 3,, 32, ..-, 3n- & B(Z; 31, -- +» 3q) hat bei G, und 6, ver- 
schiedene Ersetzungen. Wegen der Progressivitit von ©, gegeniiber ©, ist 
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das nur in der Weise méglich, daB ¢, B (x; 31, . . -, 3,) bei G, durch 0 und 
bei G, durch ein von 0 verschiedenes Zahlzeichen ersetzt ist. Die bei der 
Definition des Reduktionsgrades benutzte Funktion ¢ hat also fiir kleinere 
Argumente als j fiir beide Gesamtersetzungen den gleichen Wert, wahrend 
@ (j) fir G, einen kleineren Wert hat als fiir G,. Beriicksichtigen wir, wie wir 
den Reduktionsgrad mit Hilfe der Funktion  festlegten, so ergibt sich 
sofort die Behauptung. 

Satz III. Es sei wieder die Gesamtersetzwng ©, gegentiber G, progressiv. 
Die fiir die beiden Gesamtersetzungen definierten geordneten Zahlenpaare seven 
(a,b) und (c,d). Entweder ist nun a < ¢ oder a = ¢ und b <b oder aber die 
auf ©, folgende Gesamtersetzung G,,, ist wieder progressiv gegentiber G, , ,. 
Ferner ist im letzten Falle die bet G, 1 gegentiber G, neu hinzeukommende Beisprel- 
ersetzung dieselbe wie die, die bei G,,1 gegentiber G, neu hinzugekommen ist. 

Nach Satz II ist nimlich entweder a < ¢ oder aber bei beiden Gesamt- 
ersetzungen ist die Reduktion der Beweisfigur die gleiche. Im zweiten Falle 
ist die Menge der Formeln, beziiglich deren der zweite Reduktionsgrad defi- 
niert ist, bei beiden Gesamtersetzungen die gleiche. Aus Satz II ergibt sich 
wieder, daB entweder b < bd oder aber sich diese Formeln bei beiden Gesamt- 
ersetzungen in der gleichen Weise reduzieren. Im letzten Falle wird gemaB 
unserem Verfahren dieselbe Beispielersetzung fiir die Bildung der nachsten 
Gesamtersetzung verwandt, so da8 die Progressivitat von G,,, gegeniiber 
©,.; sich ergibt. 


§ 5. 
Der Endlichkeitsheweis. 


Wir fiihren jetzt den Begriff der m-Reihe von Gesamtersetzungen ein. 

Unter einer 1-Reihe von Gesamtersetzungen verstehen wir eine einzelne 
Gesamtersetzung. Unter einer (m + 1)-Reihe von Gesamtersetzungen ver- 
stehen wir eine Reihe von Gesamtersetzungen 6,, G,,1, ..., G,,,(f = 0), 
die in unserer Gesamtreihe von Gesamtersetzungen unmittelbar aufeinander 
folgen und auBerdem den folgenden Bedingungen geniigen: Die zu G,,,,.. . ., 
©,,, gehérigen charakteristischen Zahlen sind <m. (Falls f = 0, entfallt 
diese Bedingung.) Ferner sind die zu 6, und 6,,,,, gehdrigen charak- 
teristischen Zahlen >m-+ 1. (Ist G,,, die letzte Gesamtersetzung iiber- 
haupt, so fallt die Bedingung fiir G,,,,, fort.) Ist G, die erste Gesamt- 
ersetzung tiberhaupt, zu der ja keine charakteristische Zahl gehért, so wird 
fiir ©, weiter nichts verlangt. 

Wir lassen dabei ausdriicklich zu, daB eine m-Reihe auch fiir m > 1 
nur aus einer einzigen Gesamtersetzung besteht. Ferner kann dieselbe Reihe 
von Gesamtersetzungen gleichzeitig eine m- und eine f-Reihe sein, bei ver- 


12° 
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schiedenem m und f. Ferner erkennt man, daB eine (m + 1)-Reihe (m = 1) 
mindestens eine m-Reihe enthilt. 

Bemerkung. Aus Satz I ergibt sich, daB bei den Gesamtersetzungen 
einer (m + 1)-Reihe (m > 0) die Ersetzungen fiir alle Grundtypen mit Aus- 
nahme der m letzten die gleichen sind. 

Definition des Index einer m-Reihe. Den m-Reihen werden ge- 
wisse Ordnungszahlen als Indizes zugeordnet. Unter dem Index einer 1-Reihe 
versteht man die Ordnungszahl w a + b, wobei (a,b) das der betreffenden 
Gesamtersetzung zugeordnete geordnete Paar von natiirlichen Zahlen ist. 
Der Index einer (m + 1)-Reihe wird folgendermaBen definiert: Es seien 
&,, &g,..., @ die Indizes der aufeinanderfolgenden m-Reihen, aus denen 
die (m + 1)-Reihe besteht. Der Index der (m + 1)-Reihe ist dann w*! + w 
+...+ mt), 

Satz IV. Wir mégen zwei unmittelbar aufeinanderfolgende m-Reihen 
haben. Die Gesamtersetzungen der ersten m-Reihe seien G,, Ge, .. ., G,, die 
der zweiten $1, H2, ..-, Hy Die charakteristische Zahl sei fiir $, gleich m. 
&, &g, ..., a, baw. B,, Be, ..., B, seien die Indizes der 1-Reihen, aus denen 
die m-Reihen bestehen. Wir behaupten dann folgendes: 

a) Es lapt sich eine Zahl i (i St; i S1) angeben, so da fiir alle etwa 
méglichen j, die kleiner als i sind, a, = B, gilt, wihrend a, > B,. G, und $, 
heifen tibrigens die bei den beiden m-Reihen ausgezeichneten Gesamt- 
ersetzungen. 

b) Allen G, und §, (1 <j Si) kommen die gleichen charakteristischen 
Zahlen zu. 

c) i habe dieselbe Bedeutung wie bei a); s sei eine beliebige Zahl, die der 
Bedingung 1 Ss S m geniigt. Es mégen in der ersten m-Reihe t aufeinander- 
folgende s-Reihen vorkommen, von denen keine die ausgezeichnete Gesamt- 
ersetzung G, enthalt. (Enthalt schon die erste s-Reihe G,, so wird weiter nichts 
behauptet.) Die Indizes dieser s-Reihen seien y,, ¥2,..-, Y_ EBs kommen 
dann in der. zweiten m-Reihe ebenfalls t aufeinanderfolgende s-Reihen vor, 
die nicht die ausgezeichnete Gesamtersetzung §, enthalten. Ferner sind die Indizes 
dieser s-Reihen ebenfalls y,, y2, . . -, V¢- 

Wir beweisen zunichst a). Da die zu ©, gehérige charakteristische 
Zahl mindestens gleich m ist, so sind jedenfalls die letzten (m — 1) Grund- 
typen bei ©, durch Funktionen ersetzt, die immer den Wert 0 haben. Aus der 
Bemerkung, die wir im Anschlu8 an die Definition der m-Reihe machten, 
ergibt sich ferner, daB bei G, und G, die Ersetzungen fiir die Grundtypen 
mit Ausnahme der (m — 1) letzten die gleichen sind. Da ferner die zu §, 
gehorige charakteristische Zahl gleich m ist, so ist §, gegeniiber G, progressiv. 





*) Diese Definition kommt ibrigens, wie aus dem Folgenden hervprgeht, nur 
unter der Bedingang a, >a, >... > a, zur Anwendung. 
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Dies gilt zunichst fiir f >1. Falls f = 1, so folgt §, unmittelbar auf 6. 
Da die zu §, gehérige charakteristische Zahl nicht gréBer ist als die von 6,, 
so ergibt sich auch in diesem Falle Progressivitét von §, gegeniiber ©). 
Wir unterscheiden weiter zwei Fille: 

1Ltst. 

Nach Satz III haben wir dann entweder unter den Zahlen 1, 2,...,f 
ein i der verlangten Art gefunden, oder aber bei G, und §, miiBte fiir dieselbe 
Spezialisierung ¢, B (x; 3, .. -, 3,) eines Grundtyps, fiir die bei ©, und §, 
die Ersetzung 0 gebraucht wurde, ein von 0 verschiedenes Beispiel 3 gefunden 
werden und zur Bildung von §, und der auf §, folgenden Gesamtersetzung 
benutzt sein. Da §, die charakteristische Zahl m hat, waihrend §¢, .. ., 5; 
kleinere charakteristische Zahlen haben, so wire auch bei §, ¢, B (2; 31, ---s 3n) 
durch 3 ersetzt. Das ist ein Widerspruch. Demnach bleibt nur die erste 
Méglichkeit bestehen. 

2.t>1. 

Haben wir nicht unter den Zahlen 1, 2, ..., | ein i der verlangten Art 
gefunden, so waren gema8 Satz III die charakteristischen Zahlen fiir 6,,1 
und fiir die auf §, folgende Gesamtersetzung die gleichen. Das steht aber 
im Widerspruch zur Definition der m-Reihe. Ware §, die letzte Gesamt 
ersetzung iiberhaupt, so kann ihr Index nicht mit dem von 6, iibereinstimmen. 

Die Behauptung b) ergibt sich sofort daraus, daB, wie aus dem Beweis fiir a) 
hervorgeht, bei allen Gesamtersetzungen ©, und §, (j <i) die Reduktion 
der Beweisfigur die gleiche ist. 

Die Behauptung c) ergibt sich aus a) und b) sukzessive fiirs = 1, 2, ...m 
unter Beriicksichtigung der Definition des Indexes fiir die s-Reihen. 

Satz V. Wir méagen wie bei Satz IV zwei unmittelbar aufeinanderfolgende 
m-Reihen haben, so da die charakteristische Zahl der ersten Gesamtersetzung 
der zweiten m-Rethe gleich m ist. p sei eine beliebige Zahl, die der Bedingung 
lSpsm geniigt. a, a%,..., % bzw. B,, Be,..., B, seien die Indizes 
der p-Reihen, aus denen die m-Reihen bestehen. Es gibt dann eine Zahl i, so 
daB «, und B, die Indizes der p-Reihen sind, die die bei den beiden m-Reihen 
ausgezeichneten Gesamtersetzungen enthalten. Ferner ist a, > ,, dagegen 
a, = B, fiir alle j <i. 

Der Beweis geschieht durch Induktion nach p. Fiir p = 1 und beliebige m 
ist Satz V richtig, da er dann in Satz IV enthalten ist. Er sei fiir ein bestimmtes 
p und solche m, die kleiner oder gleich dem verlangten sind, schon bewiesen. 
Wir haben die Richtigkeit fiir p + 1 zu zeigen. Es seien also a, a, .. ., a% 
bzw. B,, Bs, ..., B, die Indizes der (p + 1)-Reihen. Es mégen ferner G 
und § die beiden Gesamtersetzungen sein, die bei den beiden m-Reihen aus- 
gezeichnet sind. © gehdre zu der (p + 1)-Reihe mit dem Index «,. Dann 
gehért § nach Satz IV, c 2u der (p + 1)-Reihe mit dem Index f,. Ferner 
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ist fir 1 Sj <i a, =, Die beiden (p + 1)-Reihen mit den Indizes «, 
und , bestehen wieder aus einer oder mehreren p-Reihen. Die Indizes dieser 
p-Reihen seien x,, x2, ..., *, bzw. A,, Ag, ..., 4,. Der p-Reihe mit dem 
Index x, gehen in der ersten m-Reihe genau so viel p-Reihen voran wie in 
der zweiten m-Reihe der p-Reihe mit dem Index /,. Das ergibt sich aus 
Satz IV,b. Da nun der Satz fiir p richtig ist, so existiert eine Zahl t, so 
da8 x, > A,, wahrend fiir kleinere Nummern die jeweiligen x und A iiber- 
einstimmen. Wir wenden nun den Satz fiir p noch einmal-an. Zwei auf- 
einanderfolgende p-Reihen mit irgendwelchen Indizes x, und x, ,, erfiillen 
namlich gerade die Bedingungen unseres Satzes. (m wird dabei ebenfalls 
gleich p genommen; die beiden m-Reihen bestehen nur aus je einer p-Reihe.) 
Es ist daher x, >x,,,, also x; > x2 >... >%,. Aus demselben Grunde 
haben wir A; > Ag >... >A,. Nun ist 


a =o +o?+...4¢@' +o@t+...4+@"%, 


B =o 't+os+...¢@%+o%+...40" 
oder auch 


B =o +o%+...40 2+ @t+...4+0". 


Da nun x, > A,, so ist auch a, > 8. Damit ist Satz V bewiesen. 

Als Anwendung von Satz V ergibt sich folgendes: Sei g die Gesamtzahl 
der Grundtypen und 1 Sp Sg. Von zwei aufeinanderfolgenden p-Reihen 
innerhalb einer (p + 1)-Reihe hat immer die zweite einen kleineren Index 
als die erste. Demnach kommt die Aufeinanderfelge der g-Reihen nach end- 
lich vielen Schritten zum Abschlu8, ebenso innerhalb der letzten g-Reihe 
die Aufeinanderfolge der (g — 1)-Reihen, ebenso in der letzten (g — 1)-Reihe 
die Aufeinanderfolge der (g — 2)-Reihen usw., schlieBlich in der letzten 
2-Reihe die Aufeinanderfolge der Gesamtersetzungen. Dieses besagt aber 
im ganzen, daB die Aufeinanderfolge der Gesamtersetzungen tiberhaupt 
zum Abschlu8 kommt. Damit ist die Widerspruchsfreiheit unseres Formalismus 
gezeigt. 

§ 6. 
Rekursive Funktionen héherer Stufe. 


Im folgenden wollen wir eine gewisse Verschirfung an dem Endlich- 
keitsbeweis vornehmen, indem wir fiir die Anzahl der Gesamtersetzungen, 
die iiberhaupt gebildet werden kénnen, eine obere Schranke angeben. Diese 
Schranke ist selbstverstandlich von gewissen Konstanten der Beweisfigur 
abhingig. Gema8 den methodischen Anforderungen, die wir an einen Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis stellen, miissen wir verlangen, daB die Abhangigkeit 
sich durch rekursiv definierte Funktionen ausdriicken la8t. Andererseits 
kénnen dies aber keine rekursiven Funktionen der Art sein, wie sie in dem als 
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widerspruchsfrei zu erweisenden Formalismus auftreten. Aus den vorher- 
gehenden Uberlegungen scheint sich zu ergeben, da8 es sich um Funktionen 
von Ordnungszahlen handeln muB, die durch transfinite Rekursion definiert 
sind. Das ist auch richtig, wenn wir dabei auch nicht an Funktionen denken 
diirfen, die mit Hilfe des Limesbegriffs definiert sind. Derartige Funktionen 
wiirden nicht unseren Anforderungen entsprechen, da sich das Wort ,,alle‘ in 
ihrer Definition nicht umgehen lieBe. Unter einer ,,rekursiven‘‘ Funktion im 
Gebiet eines bestimmten Abschnitts der zweiten Zahlenklasse kénnen wir viel- 
mehr nur eine Funktion verstehen, deren Berechnung fiir eine bestimmte 
Ordnungszahl sich auf die Berechnung der Funktion fiir eine endliche Anzahl 
von kleineren Ordnungszahlen zuriickfiiliren laBt. 

Nun brauchen wir aber iiberhaupt bei diesen Funktionen der Bereich 
der natiirlichen Zahlen nicht zu verlassen, da ja diese, wie aus der Mengen- 
lehre bekannt ist, sich nach jedem Ordnungstyp der zweiten Zahlenklasse 
ordnen lassen und demnach die natiirlichen Zahlen selbst bei einer der- 
artigen Anordnung die benétigten transfiniten Ordnungszahlen reprisen- 
tieren. Fiir eine derartige Anordnung gibt es viele Méglichkeiten. Im folgenden 
soll eine solche genommen werden, die den gegenwartigen Zwecken besonders 
angepaBt ist. 

Unter > (gewohnlich einfach < geschrieben) sei die gewohnliche Ord- 
nungsbeziehung verstanden, die also die natiirlichen Zahlen nach dem Typus w 
ordnet. Wir fiihren weiter eine Ordnungsbeziehung < ein, die eine Ordnung 
der natiirlichen Zahlen nach dem Typus w* ergibt. Wir bemerken zunichst, 
daB sich jede nicht negative ganze Zahl a eindeutig in der Form 2" (2-9 +1)—1 
darstellen la8t. Es sei 2*(2-y + 1)—1 < 2§(2-u + 1) —1 richtig, wenn 
entweder x < 3 oder aber x = 3 und y < u der Fall ist. Die Reihenfolge 
der Zahlen sieht dann so aus: 

Skeee.. . LEAD H...c BW... 
Fiir die Einfiihrung der Beziehung < (n = 1) beniitzen wir die Tatsache, 
n+ 


daB sich jede Zahl a in der Form 2° + 2°29 + ... + 2"*—1 mit lauter ver- 
schiedenen a, darstellen la8t. Diese Darstellung ist, abgesehen von der Reihen- 
folge der a,, eindeutig. Wir kénnen véllige Eindeutigkeit erreichen, wenn 
wir verlangen, daB 
ist. Es hei8t nun 
Pyare + — 1c + a+... 42% —1 

n+ 


(01 > be >... > By; 1 > ta >... > G), 
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wenn sich ein i(i Sf: i SI) angeben laBt, so daB b; = c,, be = Ce, ... 
b,_, = %_, und b, < der Fall ist oder wenn b; = ¢;, ..., by = Cy, aber 
t<I. DaB die Busichune < den bekannten Ordnungspostulaten geniigt, 
ist leicht einzusehen. 

Die Beziehung zu den Ordnungszahlen ist einleuchtend. Den Ordnungs- 
zahlen der Form w+ 9, die wir Ordnungszahlen der ersten Art nennen 
wollen, entsprechen umkehrbar eindeutig die Zahlen 2* (2y + 1) — 1, und 
zwar so, daB der Kleinerbeziehung zwischen diesen Ordnungszahlen auf der 
einen Seite die Beziehung < auf der anderen Seite entspricht. Wir verstehen 


unter einer Ordnungszahl der (n + 1)-ten Art (n > 1) eine solche der Form 
wo '+o@%+.., + w™ (aj >a... >), wobei die a, unter sich ver- 
schiedene Ordnungszahlen der n-ten Art sind. Einer Ordnungszahl der 
(n + 1)-ten Art »!+o°%+...+@ entspricht die natiirliche Zahl 
2% + 2% -+...+2%—1, wenn aj, de,..., a die den Ordnungszahlen 
der n-ten Art a,, a, ..., % zugeordneten natiirlichen Zahlen sind. Ferner 
geht bei dieser Abbildung die Ordnungsbeziehung zwischen den Ordnungs- 
zahlen der (n + 1)-ten Art in die Beziehung S. zwischen den natiirlichen 
Zahlen iiber. 


Dem Satz, daS man von einer bestimmten Ordnungszahl ausgehend, 
nur endlich oft zu kleineren Ordnungszahlen absteigen kann, entspricht hier 
der Satz; daB eine Folge von natiirlichen Zahlen, von denen _jede folgende 
zu der.vorhergehenden in der Beziehung < steht, notwendig nach endlich 


vielen Schrittin abbricht. Dieser Satz ist nun die Grundlage fiir die Definition 
der rekursiven Funktionen im erweiterten Sinne. Unter einer rekursiven 
zahlentheoretischen Funktion der n-ten Stufe verstehen wir eine Funktion, 
deren Berechnung fiir ein gegebenes Argument sich auf die Berechnung der 
Funktion fiir endlich viele Argumente zuriickfiihren laBt, die zu dem gegebenen 
Argument in der Beziehung < stehen. Wir wollen an dieser Stelle keine 


allgemeine Untersuchung der Rekursionsschemata anstellen, die hier méglich 
sind. Es sei nur bemerkt, daB die Rekursionstypen, die fiir die gewdhnlichen 
Rekursionsfunktionen bekannt sind, (primitive Rekursion, verschrankte 
Rekursion, simultane Rekursion usw.) sich entsprechend verallgemeinern 
lassen. Z. B. wiirde man auf der n-ten Stufe als Schema der primitiven 
Rekursion fiir eine Funktion mit zwei Variablen das folgende ansehen: 


gy (0,a) = 4 (a), 
g (m + 1, a) = » (a, m, ¢ (x (m + 1), a)). 


Hierbei sind » und » bereits definierte Funktionen; x ist ebenfalls eine schon 
definierte Funktion, die die Eigenschaft x (m) om fiir alle m besitzt. 
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Weitere Beispiele werden wir im folgenden kennenletnen. Es wird 
dabei auch der Fall auitreten, da8 die Stufe einer Funktion von der GréBe 
eines Arguments abhingt. 

§7. 
Definition einiger Rekursionsfunktionen. 

Fir die folgenden Uberlegungen brauchen wir einige Rekursionsfunk- © 
tionen, deren Definitionen wir hier zusammenstellen wollen. Da es sich 
um Funktionen der Metamathematik handelt, denken wir dabei weniger an 
formale Definitionen, als an die Abgabe des rekursiven Berechnungaverfahrens, 
das uns nach endlich vielen Schritten den Wert der Funktion fiir pegebene 
Argumente liefert. Ubrigens ist auch in allen Fallen die formale Definition 
ohne besondere Miihe aufzustellen. 

Wir bemerken zunichst, daB sich jede natiirliche Zahl a in der Form 
2° (2 ¢ + 1) —1 schreiben la8t. Um fiir eine gegebene Zahl a die zugehérigen 
Zahlen b und ¢ zu finden, braucht man z. B. fiir a + 1 nur das bekannte 
Verfahren der Zerlegung in Primfaktoren anzuwenden, das uns danrt sofort b 
und ¢ liefert. b und ¢ ergeben sich also als rekursive Funktionen » und # von 

Ferner 1a8t sich fiir drei gegebene natiirliche Zablen a, b, und p immer 
feststellen, ob a < b ist oder nicht. Falls p = 0, ist das selbstverstindlich. 


Ist p = 1, so schreiben wir a und b als 2° (2d -+ 1) — 1 und 2° (2f + 1) —1. 
Ist nun ¢c < e oderc = e undd < f, so ist a <b richtig, sonst nicht. Ist p= 2, 
so setzen wir voraus, dab die Lésbarkeit der Aufgabe fiir kleinere Zahlen als p 
schon gezeigt sei. Wir schreiben nun ain der Form 2" + 2 +... + 2°"—1 
und b ebenfalls als 2+ 2°*+...+42°"—1, was in bekannter Weise 
méglich ist. Die a, sind dabei selbstverstandlich unter sich ebenso wie die 
b, alle verschieden. Wir kénnen nun unter den a, diejenige Zahl herausfinden, 
die > als alle anderen a, ist und ebenso die entsprechende Zahl unter den b,. 
Die erste Zahl sei a,, die zweite b,. Ist nun a, + b,, so ist die Frage, ob 
a< b, bereits gelést. Es ist a ¢ b oder a > b, je nachdem a, <5 oder 
a, poe Ist a, = b,, so ist auch a = b, falls keine weiteren a, und b, vor- 
kommen. Kommt nur kein weiteres b, vor, so ist a > b. In den iibrigen 
Fillen suchen wir wieder unter dem Rest der a, und der b, die ,,gréBten“ 


Zahlen mit Bezug auf die Beziehung "a und setzen das Verfahren bis zur 
Entscheidung fort. a 


Es ist also a s b ein rekursives Pridikat (rekursiv im gewdhnlichen 


Sinne, d.h. von der 0-ten Stufe). Ebenso ist die Funktion 7 rekursiv, die 
dadurch bestimmt ist, daB 


n(2%+2%+...+2"—1; p) =a, 
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falls a, > az >... > Oy. 

Fiir » ergeben sich sofort die folgenden Eigenschaften: 

Satz 1. Ist ny (b, p) < a, so ist (2° +b) = a. 

Satz 2. Ist n (a, p) s  (b, p), so ist a <b. (p } 1). 

Die folgende Funktion 4 definieren wir nur fiir den Fall, daB das zweite 
Argument mindestens 1 ist. Als rekursive Berechnungsvorschrift geben wir 
die folgende an: Es ist 

A (a, 1) = 1, 
A(2 + 2% +... + 2°™— 1, n+ 1) = Alay, n) +A(ae,n) +...+4 (ay, n), 
falls die a,, ..., @,, alle voneinander verschieden sind. 

Es folgen weiter drei Funktionen g, w und y, fiir die die Rekursionen 
lauten 

y (0,a) =a; p(n + 1, a) = [¢ (n,a)P + 1, 
w (m, 1) = 9 (m, 0); w (m,n + 1) = 9 (m,o@ (m, n)), 
{o(m,n) + I}-e 
y (m, n, e) = 2 
Satz 3. Aus den Definitionen ergibt sich sofort, dag 
y (m,n, e) S y(m, f, e), 
falls 
n<f. 


Die folgenden Funktionen x und t werden durch simultane Rekursion 
definiert. Bei diesen Funktionen tritt zum ersten Male eine Rekursion auf, 
die nicht mehr von der Oten Stufe ist. Beide Funktionen werden iibrigens 
nur fiir den Fall definiert, daB das dritte Argument gréBer als 0 ist. 

Definition von x. 

x(m,e, p,m, 0) = 0. 


Fiir von 0 verschiedene a gilt folgendes 
a) Es sei p = 1, #(a) + 0. Dann ist 


x (m, e, p, n, a) = 2" (2- # (a) — 1) —1. 


b) p = 1, (a) = 0. 
In diesem Falle ist »(a) > 0, da sonst a = 0 wire. 


x (m,e, p,m, a) = 2”—1(2- w(m,n,e) + 1)—1. 
c) Es sei p > 1 und a eine gerade Zahl. 
*(m,e,p,n,a)=a—l. 
d) Es sei p > 1, a eine ungerade Zahl und a = 2": —1. 


x (m,e,p,n,a) = t[m;e; p —1; n; *(m, e, p —1, n, a,)). 
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e) Es sei p > 1, a eine ungerade Zahl und 
a=249%4...4 29% 1 (a, >a,>... >4,;1 +1). 
-"p—-l p—-l p—l 
In diesem Falle haben wir die Rekursion 


x(m,e,p,n,a) = 2% +x%[m,e,p,n+A(a,,p—1), 2%+...+ 2%—1]. 
Definition von tT. 
Tt (m,e, p,n, 0) = 0. 
Fiir von 0 verschiedene a ist 


T (m, e, p,m, a) = 2° + t[m; e; p; n+ A(a, p); x(m,e, p,m + A (a, p), a)). 


Um zu zeigen, daB diese beiden Definitionen ordnungsgem48 sind, sind 
noch einige Bemerkungen erforderlich. Wie man erkennt, liegt eine eigentliche 
Rekursion von héherer Stufe nur bei der Definition von t vor. x hat nur 
insofern eine Rekursion von hoherer Stufe, als bei dieser t benutzt wird. 
Die Rekursion fiir t ist unter der Bedingung zulassig, daB der folgende Satz 
gilt: 

Satz 4. Fiir von 0 verschiedene a ist allgemein 


x (m, @, P, 1, a) < a. 


Diese Bedingung ist jedenfalls fiir p = 1 erfiillt. Es sei nun schon fiir 
ein bestimmtes p gezeigt, daB gema8 der Definition fiir beliebig vorgegebene 
m,e,n,a sich x (m,e, p,m, a) berechnen lé8t und dab 


~(m,e,p,n,a)<a 
rr 


ist. Zunachst lat sich dann t fiir dasselbe dritte Argument p bei beliebigen 
iibrigen Argumenten berechnen. Weiter ist darin auch die Berechnung eines 
x-Wertes durchfiihrbar, falls das dritte Argument p + 1 ist. Es bleibt zu 
zeigen, daB fiir beliebige m,e,n, und von 0 verschiedene a 
x(m,e,p+1,n,a) <a 
der Fall ist. ais 

Wir beweisen zunichst einen Hilfssatz. Dieser lautet: 

Satz 5. 

n [x (m, e, p, 1, a), p] = a. 

Wir beweisen diesen Satz hier zunachst nur fiir das genannte p und be- 

liebige m, e, n, a. 


Beweis. Ist a = 0, so ist der Satz richtig. Er sei schon bewiesen, falls 
an Stelle von a ein a, steht, das $ a ist. Nach Voraussetzung ist 


x (m,-e, p, n + A (a, p), a) < a, 
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daher ist 
n[t(m;e;pin+ A(a,p);*(m,e,p,m + 2(a,p),a,))p] =*(m,e,p,n + A(a,p),a), 
mithig <a. Nach Satz 1 ergibt sich dann die Behauptung. 

Nun ergibt sich x (m,e, p + 1, n, a) <a folgendermaBen. Die Behaup- 
tung ist evident, falls der Fall c) der Definition von x vorliegt. Im Falle d) 
ist 4 (a, p) = a,, dagegen 

n {rt [m; e, p; n; x (m, e, p, 1, a;)], Pp} 
nach (5) gleich x (m;e, p,u,a,), mithin nach Voraussetzung <a,. Nach 
Satz 2 folgt dann die Behauptung. Liegt endlich der Fall e) vel so laBt 


sich dieser Fall auf einen solchen mit kleinerem |, bzw. auf d) zuriickfiihren. 
Die Behauptung ist namlich richtig, falls 


x[m,e,p + 1,n+A(a;, p), 22+...+2%—]] < 2%4+...42%-—1 
p+l 


ist. Damit ist also (4) und iibrigens auch (5) allgemein bewiesen. 
Es folgt noch ein weiterer Satz iiber rt. 
Satz 6. Ist a <b, so ist 
p 


tT (m, e, p, 1, a) <<," (m, e, p, n, b). 

Beweis. Ist a < b, so haben wir nach (5) 

 [t (m, e, p, n, a), p) <1 [z (m, e, p, n, b), p). 
Die Behauptung ergibt sich dann nach Satz 2. 

Als letzte in unserer Reihe von Definitionen fiihren wir noch die fiir 
ein rekursives Pridikat J mit fiinf Arguinenten ein. J wird nur definiert, 
falls das dritte Argument mindestens 1 ist. Die Definition lautet: 

a) Ist p= 1, so ist J(m,e,p,n,a) mit #(a) S w(m,n,e) gleich- 
bedeutend. 

b) Ist a= 2°71 und p21, so ist J(m,e,p+1,n,a) mit 
3 (m, e, p, n, a,) wahrheitsgleich. 

c) Ist a = 2% 4+ 2%4...49%—1 + 13a; >a: >... > a) und 
p 21, so bedeutet 3(m,e,p + 1,n, a), daB 3(m,e, p,n,a;) und 3(m,e, 
p+1,n+A(a,p),2%+...+2%—1) richtig sind. 

Satz 7. Mit 3(m,e,p,n,a) ist auch, falls t>n, 3(m,e, p,f,a) 2u- 
treffend. 

Beweis. Fiir p = 1 ergibt sich das aus Satz 3, und in den Fiillen b) 
und c) der Definition von 3 durch Induktion. 


Satz 8. Ist p > 1, a eine gerade Zahl, a + 0 und 3 (m, e, p, n, a) richtig, 
so trifft auch 3 (m, e, p, n, a — 1) 2m. 
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Beweis. a hat in diesem Falle die Form 
a 4o%4... 49% +4 9-1 (a, > a2... >a; 1 2 1). 


Ist | = 1, also a = 2%! + 20— 1, 50 ist gem&B der Definition von 3 (Fall c) 
auch 3 (m, e, p — 1, n, a;) der Fall, daher auch (Fall b) 3 (m, e, p, n, 2" — 1). 
Falls | > 1, ergibt sich die Behauptung durch Induktion nach I. 

Satz 9. Miu J3(m,e.p,u,a) ist auch J(m,e, p,n, x (m, e. p, n, a)) 
richtig. 

Satz 10. Mit 3(m,¢, p, n, a) ist auch 3 (m, e, p + 1, n, tT (m, @, p, N, a)) 
richtig. 

Diese beiden Siatze werden durch gemeinsame Induktion bewiesen. 
Zunachst ist Satz 9 richtig fiir p = 1. Das ist im Fallea = 0 sofort ersichtlich. 
Sonst beriicksichtigen wir, daB 3 (m,e,1,n,a) nichts anderes bedeutet als 
8 (a) S y(m, n, e) und 3 (m, e, 1, n, x (m, e, 1, n, a)), daB & [x (m, e, 1, n, a)] 
S y(m,n,e). Daher ist die Behauptung auch richtig; falls der Fall a) oder 
b) der Definition von x vorliegt. 

Wir nehmen weiter an, da fiir ein bestimmtes p(p = 1) schon die 
Richtigkeit von Satz 9 gezeigt sei. Es lat sich dann Satz 10 fiir dieses p 
beweisen. 

Fiir a = 0 ist alles in Ordnung, da 3 (m,e, p + 1, n, 0) immer richtig 
ist. Ist a + 0, so sei fiir solche a,, die < a sind, die Behauptung erwiesen. 
Nach Satz 7 folgt aus 3 (m,e, p,n, a) die Richtigkeit von 

3(m, e, p,m + A (a, dD), a), 
weiter nach Satz 9 die von 
3[m,e,p,n + A(a,p),~(m,e, p,m + xfa,2), a)}. 


Da x (m,e, p, 1 + 4 (a, p),a) <a (Satz 4), so ergibt sich weiter nach der 
Voraussetzung , 

S{m,e,p + 1,n + A(a,p), t[m,e, pn + 4 (a, p), x(m,e, p,m + 2(a, p), a))}: 
Aus der letzten Beziehung und 3 (m, e, p, n, a) folgt dann die Behauptung 
gema8 Fall c) der Definition von 3, wenn wir noch (5) beriicksichtigen. 

Es seien weiter Satz 9 und Satz 10 schon fiir ein bestimmtes p (p = 1) 
bewiesen. Wir zeigen, da® Satz 9 fiir p + 1 richtig ist. 

Fiir a = 0 ist die’ Behauptung selbstverstindlich. Der Fall a) und b) 
der Definition von x kommt nicht in Betracht. Im Falle c) stimmt die Be- 
hauptung nach Satz 8. Es sei nuna = 2°: — 1 (a, + 0). Aus 3 (m,e,p + 1,n.a) 
folgt nach Definition von 3 3(m,e,p,n,a;). Da Satz 9 fiir p richtig ist, 
erhalt man weiter 

3 [m, e, p, n, x (m, e, p, 1, a))], 
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ferner nach Satz 10 
3 {m,e,p + 1,n, t [m, e, p, n, x (m, e, p, 1, a;)]}. 
Das ist aber gem&8 Definition von x die Behauptung. 
Es sei weiter 
a= 24 2%+...4+2%—1 (a >a,>...> 4); 1 + 1) 

und a eine ungerade Zahl. Aus 3 (m, e, p + 1, n, a) ergibt sich nach Definition 
von 3 3 (m, e, p,m, a;) und 3 (m, e, p+ 1,n+ A (ai, p), — aes —1). 
Nehmen wir nun den Satz 9 fiir p + 1 und kleineres | als bewiesen an, so ist 
J[(m,e,p +1,n+A(ay,p),*(m,e,p +1, 0+ v(a,, p), 22+... +2 —1)) 
richtig. In Verbindung mit 3 (m, e, p, n, a,) erhalt man dann nach Definition 


von 3 


J {m,e,p+ 1, m, 2 + x [m,e, p,m + A2(ai,p), 22+... +2 — Ij, 
d. h. 
3 (m,e,p + 1,n, x (m,e, p + 1,0, a)). 


.Damit sind Satz 9 und Satz 10 bewiesen. 
Satz 11. Es sei 3(m,e, p,[,b) und b <a richtig. Dann ist 
> 


b S~ (ni, e, p, 1, a). 
: , 
Satz 12. Es gelte 3(m,e,p + 1,n,a). Dann ist 
a Ss tT [m, e, Pp, Nn, | (a, p)). 
pti 


Diese beiden Satze werden wieder durch simultane Induktion bewiesen. 


Wir beweisen zunidchst Satz 11 fiir p = 1. 3(m,e, 1,1, 6) ist gleich- 
bedeutend mit #(b) < y(m.I,e). Ist nun # (a) + 0, so gibt es keine Zahl c, 
die die Eigenschaft 

x (m, ¢, p, I, a) < C < a 


hatte. (Vgl. Fall a) der Definition von x.) Ist #(a) = 0, so ist 
6 [x (m, e, 1,1, a)] = y(m, |, e), 
so daB sich aus b <a und #(b) < w(m,I,e) die Behauptung ergibt. 


Es sei die Richtigkeit von Satz 11 schon fiir ein bestimmtes p erwiesen. 
Es soll dann die Richtigkeit von Satz 12 fiir dasselbe p gezeigt werden. Fiir 
a = 0 ist alles in Ordnung. Falls a + 0, so sei zunichst a = 2" — 1. 
Nach Satz 5 ist 


n (x (m, e, p, n, 9 (a, p)), p] = » (a, p). 
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Daraus ergibt sich nach der Definition von < die Behauptung. Es sei weiter 
p+l 


a= 2+ a+... + 2%—1 (a> a> 1 > M5 t + 1) 

Wir nehmen den Satz fiir kleinere f als bewiesen an. Nun ergibt sich aus 
J(m,e,p +1,n,a) nach Definition von 3 

I(m,ept+in+A(a;,p), 2%+...+2%—1), 
pach Voraussetzung also 

a*s+...+2%— L St {m, e, p,m + 2(@1,9), aa). 
Ferner ist nach Definition von 3 

3(m, e, p,n + A (ay, p), ae) 
der Fall, weiter. ist a, S o- Nach Satz 11, so weit er bewiesen ist, gilt daher 
a, Sx (m, e, p,m + A (a;, p), aj). 

Nach Satz 6 erhalt aun 
t[m,e,p,n+A(a;, p), ae] St{m,e,p,m+A(a,,p), [m,e,p,n+A(ai,p), ay ]}, 
also auch wh 
Ti+ ...4¢F'—Lee [m,e, p,m + 2(a;, p), *(m, e, p,m + A (ay, p), a))). 
Da — 
n{t[m,e,p,n+A(a;,p),~(m,e,p;,m+A(a;,p), a1)), p}=%(m,e,p, "+A (a; ,p), ay), 


mithin < a, ist, so ist. 
D 
14+,...49%-1 <9 +t1[m,e,p,n+A(a;,p),*(m,e, p,m + A (a), p), a3)] 
pil 
weiter also, wenn wir die Definition von t beriicksichtigen, 


a4 ...4+29%—1 <Sr(m,e,p, n, a). 
p+l 
Das ist die Behauptung. 

Nachdem wir Satz 12 fiir p bewiesen haben, ergibt sich weiter die Giiltig- 
keit von Satz 11 fiir p + 1. Ist a = 0, so ist alles klar. Ist a eine gerade Zahl 
und + 0, so ist x (m,e,p + 1,1,a) =a—1: Die Behauptung ergibt sich 
in diesem Falle daraus, daB es keine Zahl gibt, die it 2 und >a — 1 ist. 

) 
Es sei weiter a = 2° —1, (a; + 0) und b = r+... 42°%—1 (6, > 
> by). 


» Aus 3(m,e,p + 1,1,b) ergibt sich 3(m,e, p,1, 6), aus b <¢ ferner 
b; ¥ a,. Nach Satz 11 fiir p erhalten wir 


by s a (m, e, Pp, I, a) 
db 
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und nach Satz 12 
b Ss T (m, e, P, IL, b,). 
p+i 
Weiter erhilt man nach Satz 6 
b St[m,e, p, I, x (m, e, p, I, ay), 
p+1 


d. h. nach Definition von x, Teil d) 
+ a* (m,e, p + 1,1, a). 
Endlich haben wir noch den Fall-zu beriicksichtigen, daB a ungerade und 
a = 2+ 2+... 42% —1 (a> a... > ays 4 + 1). Dieser Fall wird 
auf den fiir ein kleineres q zuriickgefiihrt. Es sei 
b= 24 0%4 42% — 1, 
Ist b; < a,, 80 ist alles in Ordnung, da ja nach Satz 4 und Teil e) der Definition 


von x 
n [x (m, e, p + 1,1, a), p] = ay. 


Wir kénnen also b,; = a, annehmen. Ist f = 1, so ist die Behauptung ebenfalls 
selbstverstindlich. Ist f > 1, so ergibt sich aus 3 (m, e, p + 1,1, b) 


3(m,e,p + 1,1 +A(a;,p),2%+...+2%—1), 
Da ferner 
H+... 4 M—Le s+... 4+9"—1, 
so ist nach Voraussetzung 
oe eee Se Sx (m,e,p + 1,1+ A(a,p), 2+... +2%—1), 
p+ 
also auch 
a 4a%4 49%) S 2° + x (m, ep + 1,1+A(a,p),2°* +... 4+ 2°*—1), 
p+ 
mithin 
b Sx (m,e,p + 1,1, a). 
p+1 
Satz 13. Ist £SL, 80 ist 
x (m,e, p, t,a) Sx (m, e, p, |, a). 
p 
Satz 14. Ist SI, so ist 


t(m,e, p,f,a) S t (m, e, p, I, a). 
p+i 


Beide Satze werden gemeinsam durch Induktion nach p bewiesen. Der 
Satz 13 ergibt sich fiir p = 1 sofort aus Satz 3, wenn wir die Definition von x 
beriicksichtigen. Ist Satz 13 schon fiir ein bestimmtes p bewiesen, so folgt 
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daraus Satz 14 fiir dieses p durch Induktion nach a. Aus Satz 14 erhalt man 
in ahnlicher Weise mit Benutzung von Satz 6 Satz 13 fiir p + i. 

Satz 15. Falls t <1 und 3(m,e, p,t, a), so ist 
A[r(m,e, p,f,a),p + 1] SA[t (m, e, p. 1, a). p — 1). 
Satz 16. Ist b 2 a und 3(m,e, p,n,b) der Fall, so ist 


A(t (m,e, p, n,b),p + 1) SA[t(m, e, p, n, a), p + I). 


Diese beiden Saétze werden durch gemeinsame Induktion nach a bewiesen. 
Ist a = 0, so ist Satz 15 richtig, da t (m, e, p. f, 0) = t(m.e. p,1, 0) = 0. 
Fiir Satz 16 ergibt sich ausa = Oauchb = 0, so daB auch hier die Behauptung 
stimmt. 


Ist a + 0, so seien beide Satze schon bewiesen, falls an Stelle von a 
ein ¢ mit der Eigenschaft ¢ - a steht. Unter dieser Voraussetzung beweisen 


wir jetzt zunichst Satz 15. Nach Definition von t und 4 ist 
A [t(m, e, p, f,a),p + 1) 
=A(a,p)+A{r[m,e,p,t+ (a, p), x(m,e, p.t + 4 (a. p). a)),p + 
und ebenso 
2{t(m,e,p,l,a),p + 1 
= A(a,p) + A{r[m,e, p, [+ 4 (a, p),* (m, e, p. I +3 (a. p), a)j, p + 1}. 


Es geniigt also, unter der Voraussetzung f S | und 3 (m, e, p, f, a) zu beweisen, 
daB 


A{x[m, e, p, f+ A (a, p), x (m, e, p, £ + A (a, p), a)).p + 1} 
< A{r[m,e, p, 1 + 4 (a, p), x (m, e, p, 1 + A (a. p). a)). p + 1}. 


Nun folgt aus 3 (m, e, p, f, a) nach Satz 7 3(m,e,p,f+A(a,p),a). Aus 
3 (m, e, p,£+ (a, p), a) ergibt sich nach Satz 9 


3 [m,e, p,f + 4 (a, p), x (m, e, p, f + 2 (a, p). a)). 


Da x (m,e,p,f+ A(a,p),a) <a (Satz 4), so erhalt man nach Satz 15, 
soweit er bewiesen ist, , 


A{r[m,e, p, f+ A (a, p), x (m, e, p,t + 4 (a, p). a)).p + 1} 
< A{rx[m, e, p, 1 + A (a, p), x (m, e, p, £ + 4 (a, p), a). p + 1}. 
Weiter ist nach Satz 13 
x (m,e, p, tf + A (a, p), a) = x (m, e, p, 1 — A (a, p), a). 


Aus 3 [m, e, p, £ + 4 (a, p), x (me, p, f + 4 (a, p), a)] folgt nach Satz 7 


3 [m, e, p, 1 + A (a, p), x (m, e, p, £ + 4 (a. p). a)). 
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Nach Satz 16, soweit er bewiesen ist, hat man daher 
A{r [m, e, p, 1 + A (a, p), x (m, e, p, f+ A (a, p), a), p + 1} 
s Aft [m, e, p, I + A (a, p), * (m, e, p,l + A (a, p), a), p + 1}. 
In Verbindung mit der vorvorletzten Ungleichung ergibt sich dann die Be- 
hauptung. 
Jetzt beweisen wir Satz 16. Ist b = a, so ist die Behauptung selbst- 
verstindlich. Es sei also b < a. Aus 3 (m,e, p, n, b) ergibt sich nach Satz 7 


D 
I(m, e, p,m + 2 (a, p),b). Nach Satz 11 ist 
b =x (m,e, p,m + A(a, p), a). 





Nach Voraussetzung haben wir 
A[r(m,e, p,m + 4 (a, p), b), p + 1) 
<A[t[m, e, p,n + A (a, p), x (m, e, p, nm + A (a, p), a)), Pp + 1}. 
Ziehen wir nun die Rekursion fiir t heran, so ist erst recht 
A[x(m, e, p, n + A (a, p), b), p + 1] SA [te (m, e, p, n, a), p + J). 
Nach Satz 15 haben wir, da ja 3(m, e, p, n, b) richtig ist, 
A[x(m, e, p,m, b),p + 1] SA[t(m, e, p,m + 4 (a, p), b), p + 1). 
Daraus folgt die Behauptung. 
Satz 17. Aus 3(m,e,p + 1,1, a) ergibt sich 
A(a,p + 1) SA[t(m, ¢, p, n, 7 (a, p)), p + 1 
Beweis. Ist a= 0, so ist auch 4(a,p) und t(m,e, p,n, 7 (a, p)) 
gleich 0, die Behauptung also selbstverstindlich. Ist a = 2°!—1, so ist 
die Behauptung richtig, da » [t (m, e, p, aj), p] = a;. Ist 
a=249%4 49%] © + 1; ty > Oe... > Oy, 
so soll die Behauptung fiir kleinere f schon bewiesen sein. Aus 3 (m, e, p + 1, 


n,a) ergibt sich J(m,e,p+1,n+A(a;,p),2%+...+2%—1) und 
3(m,e, p,m + A(a;, p), ae). Daher ist 


A(2%+...+2%—1,p +1) SA[t(m,e, p,m + A (aj, p), ae), p + 1). 
Nun ist nach Satz 11 ag <x(m,e, p,m + A(a;,p),a;) und nach Satz 16 
> 


A[r(m, e, p,m + A (a,, p), ae), p + 1) 


Ss A [x (m, e,p,n + A (a;, p), x (m, e, p,n + A(a, P), a;)), P + 1}, 
daher also 


a(a+...4+2%—1, p41) ‘ 
SA[xr(m,e, p,m + 2 (a;, p), x (m, e, p,m + 4 (a1, p), a:)), P+ 1} 
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weiter nach Definition von 2 und rt 


A(a,p +1) SA [tr (m, e, p, n, a), p + 1). 
Das ist die Behauptung. 


$8. 
Abschitzung der Gesamtzahl der Gesamtersetzungen. 


Wir wollen jetzt mit Hilfe der im vorigen Paragraphen definierten Funk- 
tionen eine Abschitzung der Gesamtzahl der Gesamtersetzungen vornehmen. 
Um diese zu erreichen, mu8 zunichst der Index einer p-Reihe von Gesamt- 
ersetzungen, der friiher als Ordnungszahl definiert wurde, als natiirliche 
Zahl eingefiihrt werden. Wir benutzen dabei die in §6 gegebene Beziehung 
zwischen den in Frage kommenden Ordnungszahlen und den natiirlichen 
Zahlen. 

Unter dem Index einer 1-Reihe wird die natiirliche Zahl 2* (2b + 1) — 1 
verstanden, falls (a, b) das in § 4 definierte, der betreffenden Gesamtersetzung 
zugeordnete Paar von natiirlichen Zahlen ist. Der Index einer (p + 1)-Reihe 
(p >0) ist gleich 2+ 2°%+4...+4 2%—1, falls a,,a9,..., a, die In- 
dizes der aufeinanderfolgenden p-Reihen sind, aus denen die (p + 1)-Reihe 
besteht. Die im vorigen Paragraphen definierte Funktion 4 hat offenbar 
folgende Bedeutung: Ist a der Index einer p-Reihe, so ist A (a, p) die Gesamt- 
zahl der Gesamtersetzungen, aus denen die p-Reihe besteht. 

Die Bildung einer Gesamtersetzung 6,,, aus der vorhergehenden, wie 
sie in §3 beschrieben wurde, geschah unter entscheidender Benutzung ge- 
wisser Zahlzeichen, die bei der Reduktion der Beweisfigur mit Hilfe von 6, 
auftraten. Es ist daher zunichst wichtig zu wissen, von welcher GréBe Zahl- 
zeichen bei den Reduktionen der Beweisfigur durch die einzelnen Gesamt- 
ersetzungen héchstens auftreten kénnen. 

Nun bauen sich alle Terme der Beweisfigur aus Termen der Form ¢, 2 (x) 
und dem Term 0 auf, indem aus diesen Termen durch Addition, Multiplikation, 
Anhiangen des Strichs oder Anwendung der Funktion 6 neue Terme gebildet 
werden. Wir wollen jedem Term eine gewisse Zahl als Grad zuordnen. Ein 
Term e, &(z) habe den Grad 0, desgleichen das Zahlzeichen 0. Der Grad 
eines Terms a’ ist um Eins gréBer als der Grad von a, ebenso der Grad von 
6 (a). Ist n das Maximum der Grade, die die Terme a und b haben, so haben. 
a+b und a-b den Grad n + 1. 

Liegt nun eine bestimmte Gesamtersetzung vor, so ist aus dieser sofort 
zu ersehen, welches das gréBte Zahlzeichen ist, auf das sich ein Term ¢,% (zx) 
reduzieren kann. Es sei dies a bei einer Gesamtersetzung 6. Wir kénnen. 
dann bei einem Term n-ten Grades eine obere Schranke ¢ (n, a) angeben. 


13* 
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so daB das Zahlzeichen, auf das sich der Term reduziert, <  (n, a) ist. Hier- 
bei ist g die in §7 definierte Funktion. Denn das Zahlzeichen, auf das sich 
ein Term Oten Grades reduziert, ist nach Voraussetzung <a. Es sei schan 
gezeigt, daB fiir einen Term n-ten Grades @ (n, a) die angegebene Schranke 
darstellt. Ist nun a ein Term (n + 1)-ten Grades, so hat dieser entweder die 
Form b’, 6 (b), b + ¢ oder b-c. In den vier Fallen ist das Zahlzeichen, auf 
das sich a reduziert, S g(n,a)+1, Sgy(n,a), S2q(n,a), S  (n, a), 
in allen Fallen also < ¢ (n, a)? + 1. 

Es sei nun m der maximale Grad, der unter den Termen der Beweis- 
figur vorkommt. Dann ist bei der Gesamtersetzung © das gréBte Zahl- 
zeichen, auf das sich iiberhaupt ein Term reduzieren kann, < g (m, a). 

Die Zahl a, auf die sich héchstens ein Term ¢, H(z) reduzieren kann, 
ist bei den einzelnen Gesamtersetzungen verschieden. Sie wird im allgemeinen 
wachsen mit der Nummer der Gesamtersetzung in der gesamten Reihenfolge 
der Gesamtersetzungen. Bei der Ausgangsgesamtersetzung wurden alle 
e-Terme dureh 0 ersetzt. Daher ist das gréBte Zahlzeichen, das bei der ersten 
Reduktion der Beweisfigur auftreten kann, < g(m,0). Weiter kann man 
zeigen, daB die Zahlzeichen, auf die sich die Terme bei der n-ten Gesamt- 
ersetzung reduzieren, alle < w (m, n) sind. w ist hierbei die im vorigen Para- 
graphen eingefiihrte Funktion, m bedeutet wie vorher den gréBten Grad, der 
unter den Termen der Beweisfigur vorkommt. 

Es sei namlich schon gezeigt, daB die bei der Reduktion der Beweis- 
figur durch die n-te Gesamtersetzung auftretenden Zahlzeichen alle < w (m, n) 
sind. Nun sind die Zahizeichen, auf die sich bei der nachsten Gesamtersetzung 
die «,U(z) reduzieren kénnen, entweder dieselben wie vorher, oder aber 
solche, die bei der n-ten Gesamtersetzung als Werte von Termen auftraten. 
In jedem Falle sind sie < w (m,n). Daher ist w (m,n + 1) = @ (m, @ (m, n)) 
wegen der Monotonitét von die Schranke fiir die Gesamtersetzung. 

Wir wollen jetzt fiir die Indizes der 1-Reihen eine gewisse Abschaitzung 
vornehmen. Der Index einer 1-Reihe wird, wie wir oben festlegten, durch eine 
Zahl 2*(26 + 1)—1 bestimmt. Hierbei stellt a den Reduktionsgrad der 
betreffenden Gesamtersetzung, die wir 6 nennen wollen, beziiglich der Beweis- 
figur dar und b den Reduktionsgrad von & beziiglich einer gewissen Formelmenge 


i] eee a fe eee, ees | 


Die Zahl a ist, unabhangig von der Nummer der Gesamtersetzung < 2°, 
wobei e die Anzahl der e-Terme der Beweisfigur ist. Wir wollen nun auch 
fiir b eine obere Schranke angeben; diese hingt aber von der Nummer der 
betreffenden Gesamtersetzung ab. Es kommt dabei nur darauf an, fiir die 
Anzahl der e-Terme der Formeln 


SF DE tas - - oc ale, SOT 0 Bbc + + 9 Bab - 2 op es te + - he 
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eine Schranke f anzugeben. Man findet dann, durch dieselben Uberlegungen. 
die in § 4 zur Abschitzung fiir a fiihrten, daB b < 2° ist. Nun enthalt jede 
Formel 8 (3; 31, - - ., 3,) aus vorstehender Reihe offenbar die gleiche Anzahl 
von e-Termen wie 8 (3; 31, -- -, 3n)- B (3; 31, -- +» 3_) War eine Formel der 
Beweisfigur, bzw. eine Formel, auf die sich eine Formel der Beweisfigur 
bei G reduzierte. Daher ist die Anzahl der in 8 (3; 3, . . ., 3,) auftretenden 
e-Terme < e, wobei e wie vorher die Anzahl der e-Terme der Beweisfigur 
ist. Die Gesamitzahl der e-Terme der Formeln 


BO; 31, -- ++ duds BOS 31, -- ++ dpb ~~ -» BGs B15 -- +» dn) 


ist demnach S (3 + 1)e. Nun ist aber 3 Sw (m,n), wenn n die Nummer 
der Gesamtersetzung © ist. Demnach haben wir fiir b schlieBlich die Ab- 
schitzung b < 2~™™+1)¢ Benutzen wir die in §7 eingefiihrte Funk- 
tion y, so ist 

b < y(m, n, e). 


Satz VI. Es sei a der Index einer 1-Reihe, deren Gesamtersetzung dic 
Nummer n hat. m und e bedeuten wie vorher und tibrigens auch in allen folgenden 
Uberlegungen den maximalen Grad, der unter den Termen der Beweisfigur vor- 
kommt, bzw. die Anzahl der e-Terme der Beweisfigur. Dann gilt 3 (m, e,1,n,a), 
wenn 3 das in §7 definierte Pradikat ist. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus der zuvor gegebenen Abschitzung und 
der Definition von 3. 


Satz VII. Es sei eime Reihe von aufeinanderfolgenden p-Reihen gegeben. 
die alle derselben (p + 1)-Rethe angehéren. Die Indizes dieser p-Reihen seien 
Q,, Gg, ..., dy. Die erste Gesamtersetzung der ersten p-Reihe habe die Nummer n. 
Dann ist 

3(m,e,p + 1,0, 22+ 9%4+...4+2%—1) 
der Fall. 

Eine Konsequenz dieses Satzes ist, daB fiir den Index a einer (p + 1)- 
Reihe, deren erste Gesamtersetzung die Nummer n hat, 3 (m,e, p + 1,1, a) 
gilt. 

Beweis. Fiir kleinere p sei schon der Satz bzw. (fiir p = 1) die Kon- 
sequenz erwiesen. Die Richtigkeit ergibt sich dann, wenn wir die Definition 
von 3 beachten, durch Induktion nach f. 

(Man beachte, daB die erste Gesamtersetzung der p-Reihe mit dem In- 
dex a, die Nummer n + A (a;, p) hat.) 

Wir sind jetzt imstande, fiir die Anzahl der Gesamtersetzungen eine 
obere Schranke anzugeben. Die Gesamtzahl der Grundtypen sei g. Sind 
Q;, Gg, ..., a, die Indizes der ersten f aufeinanderfolgenden g-Reihen, so 
ist 4(2%°+...+2%—1,9+1) die Anzahl der Gesamtersetzungen, die 
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bei diesen g-Reihen vorkommen. Nach dem vorigen Satz und Satz 17 des 
vorigen Paragraphen ist 

A(2% +... + 2% —1, 9+ 1) SA[t(m,e,g, 1, a3), 9 + 1). 
In dieser Abschitzung kommt die Anzahl f der g-Reihen iiberhaupt nicht 
mehr vor. Fiir a, kénnen wir ebenfalls eine Abschitzung angeben. Der 
Index einer 1-Reihe ist $ 2*+!—1. der einer 2-Reihe ¢ gtt—)_ 1 usw, 
Definieren wir also eine Funktion @ durch 


© 


o(l,e) = 2**'—1; o(n + le) = 20%], 
so ist 
a <e (g, e). 
Nun ist 3 (m,e,g, 1, a;) der Fall. Nach Satz 16 haben wir daher 
A[t(m, e, g, 1, a:),g + 1) S Aft [m, e, g, 1, @ (g, e)), g + 1}. 
Demnach ist die Gesamtzahl der Gesamtersetzungen nicht gréBer als 
A {x [m, e, g, 1, @ (G, e)), 9 + 1}. 


In dieser Abschitzung kommen als Konstanten vor die Gesamtzahl g der 
Grundtypen, der maximale Grad m, der unter den Termen der Beweisfigur 
vorkommt, und die Anzahl e der e-Terme der Beweisfigur. 


(Eingegangen am 15. 8. 1939.) 





Das schwache E.P.-Axiom 
und die Beweise der Anordnungsaxiome. 
Von 


Max Steck in Minchen. 


1. In seiner vorletzten Arbeit hat Herr Liebmann Beweise der Hilbert- 
schen Anordnungsaxiome II. 1—II. 41) unter Zugrundelegung des in seiner 
, Synthetischen Geometrie‘*) mit mir erarbeiteten Axiomensystems ge- 
geben). Diese Beweise stiitzen sich in der Hauptsache auf ein fiir den 
Ausbau der Kegelschuittlehre grundlegendes Axiom, das E. P.-Axiom‘), 
das einmal die Existenz ,innerer‘ (elliptischer) Punkte (e. P.) eines Kegel- 
schnitts als Trager eines Biischels von lauter Treffgeraden fordert, auBer- 
dem aber, daB es auBer hyperbolischen und parabolischen Punkten, d. h. 
Punkten ,auBerhalb‘ und auf dem Kegelschnitt, nur noch e. P. gibt‘. 
(8. 64, wértliche Anfiihrung aus der Arbeit von Herrn Liebmann.) 


2. In einer soeben erschienenen kleinen Arbeit, die analytische Beweis- 
fiihrungen fiir meine beiden rein synthetischen Unabhangigkeitsbeweise 5) 
gibt, weist Herr 0. Bottema®) darauf hin, daS man die Forderung des 
E. P.-Axioms dadurch abschwichen kénnte, daB man axiomatisch lediglich 
die Existenz eines einzigen elliptischen Punktes postuliert. Die Folgerungen 
aus dieser Tatsache zieht indes Herr 0. Bottema im Rahmen der genannten 
Arbeit nicht. Es sei uns daher erlaubt, eine wesentliche axiomatische 
Folgerung, die sich auf die genannten Liebmannschen Beweise de: An- 
ordnungsaxiome IT. 1—II.3 (also ohne das Paschsche Dreiecksaxiom II. 4, 

1) D. Hilbert, Grundl. d. Geom. (7. Aufl.), Leipzig-Berlin 1930. 

*) H. Liebmann, Synthet. Geom., Leipzig-Berlin 1934. 

5) H. Liebmann, Beweise der Anordnungsaxiome im Rahmen der synthetischen 
Geometrie, Math. Ann. 111 (1935), S. 64—67. 

*) a. a. O. 2), 8. 37. 

5) M. Steck, Zur Axiomatik der reelien ebenen projektiven Geometrie II.: Die 
Unabhangigkeit des E. P.-Axioms und des 8. K.-Axioms von den Verknipfungs- 
axiomen, Monatsh. f. Math. u. Phys. 46 (1937), S. 93—121. 

6) O. Bottema, Zur Axiomatik der projektiven Geometrie, Monatsh. f. Math. u. 
Phys. 47 (1939), S. 234—239. P 
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siehe hierzu Nr. 4) mit Hilfe des ,,schwachen E.P.-A xioms‘ bezieht, zu 
ziehen?). — Das schwache E. P.-Aziom formulieren wir so: 

Aufer parabolischen und hyperbolischen Punkten gibt es in bezug 
auf jeden nicht zerfallenden Kegelschnitt K, noch mindestens einen 
elliptischen Punkt. — Der Punkt heift , elliptisch‘, wenn alle durch ihn 
gehenden Geraden Treffgeraden des K, sind, d. h. zwei (verschiedene) 
Punkte mit thm gemein haben. 

3. Wir zeigen jetzt, daB die genannten Liebmannschen Beweise der 
Anordnungsaxiome II. 1—II.3 auch unter Benutzung des schwachen E. P.- 
Axioms funktionieren. Dazu geben wir jeweils die sprachlichen Modifika- 
tionen im synthetischen Beweistext von H. Liebmann durch Kursivdruck 
an. Alle iibrigen, diesen Beweisen vorstehenden Formulierungen der Arbeit, 
soweit sie sich nicht auf IIJ.4 beziehen, bleiben dann bestehen, wenn man 
nur ,,E.P.-Axiom‘ jedesmal durch ,,schwaches E. P.-Aziom ersetzt und 
darunter das unter Nr.2 formulierte Axiom versteht. 

a) 8.65 der Liebmannschen Arbeit, Zeile 13 von oben, muB es bei 
Zugrundelegung des schwachen E.P.-Axioms heiBen: ,,Auf Kz sind also 
UW, €, U gegeben; dann gibt es (nach dem schwachen E. P.-Axiom) auf (AC) 
einen inneren Punkt von Kz. Die Verbindunglinie von U mit diesem 
Punkte gibt mit K, einen zweiten Schnittpunkt $8, der durch Riick- 
projektion auf g einen Punkt B zwischen A und C liefert*. 

b) 8.65, Zeile 10 von unten, muB8 es bei Zugrundelegung des schwachen 
E. P.-Axioms heiBen: ,,Das Dreieck der Nebenecken dieses Vierecks ist 
Polardreieck von K., und sein elliptischer Eckpunkt, der etwa 

(AC) x (BU) 
sein mdge, zeigt, daB in diesem Falle C zwischen A und U liegt‘. 

Dabei wird jetzt der oben (durch schwaches E. P.-Axiom) auf (AC) 
garantierte elliptische Punkt konstruktiv eindeutig festgelegt. 

4. Dagegen reicht die Forderung des schwachen E.P.-Axioms zum 
Beweis des einschneidenden Paschschen Dreiecksaxioms II.4 im Rahmen 
der Liebmannschen Axiomatik der synthetischen Geometrie nicht aus. Denn 
zur Entscheidung des elliptischen oder hyperbolischen Charakters der Eck- 
involutionen des Dreiecks A BC bedarf es, um die in der Liebmannschen 
Arbeit aufgefiihrten Fille (S.66) erledigen zu kénnen, der Forderung der 


Existenz mehrerer elliptischer Punkte ,,eines beliebig durch A BC gelegten 
Kegelschnitts‘. 


7) Aus dem schwachen E. P.-Axiom lassen sich noch weitere wichtige axiomatische 


Folgerungen ziehen. Wir werden dieselben demnachst zum Gegenstand besonderer 
Arbeiten machen. 


(Eingegangen am 21. 7. 1939.) 
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Die Frage nach der Unabhingigkeit der Anordnung. 


Von 
Friedrich Bachmann in Marburg (Lahn). 
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Einleitung. 


Die folgenden Untersuchungen schlieBen sich an eine Begriindung der 


ebenen absoluten Geometrie !) an,bei der ein Axiomensystem zugrunde gelegt 
wurde, in dem keine Anordnungsbegriffe und -axiome auftraten. Es soll 


1) F. Bachmann, Eine Begriindung der absoluten Geometrie in der Ebene, Math. 


Annalen 113 (1936), S.424— 451, und F. Bachmann und K. Reidemeister, Die metrische 
Form in der absoluten und der elliptischen Geometrie, ebenda 113 (1937), 8. 748—765. 


Im folgenden wird die erste Arbeit mit ,,A. G.“, die zweite mit ,,M. F.“ zitiert. 
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nun die Frage nach der algebraischen Bedeutung der Geometrien, die durch 
dieses Axiomensystem charakterisiert werden, behandelt und damit die 
Frage entschieden werden, ob eine solche Geometrie notwendig anordenbar 
ist oder ob es auch nicht anordenbare Geometrien dieser Art gibt und ob 
also die Anordnungsaxiome von den Axiomen der absoluten Geometrie unab- 
hangig sind. 

Es ist zwar nicht schwer zu zeigen, daB es nicht anordenbare euklidische 
(singular absolute) Geometrien gibt, die das Axiomensystem erfiillen. Um 
jedoch die Frage zu entscheiden, ob es auch unter den nicht-euklidischen 
(ordinér absoluten) Geometrien, die das Axiomensystem erfiillen, nicht 
anordenbare Geometrien gibt, braucht man zunichst eine algebraische Kenn- 
zeichnung dieser Geometrien. Wir wissen, da8 eine ordinar absolute Geometrie 
als ein Eigentlichkeitsbereich in einer ebenen Cayleyschen Geometrie enthalten 
ist, d. h. in einer projektiven Geometrie iiber einem Kérper, in der durch 
eine ternére quadratische Form eine Metrik vermittelt wird. Wie kann nun 
in einer solchen ebenen Cayleyschen Geometrie ein Eigentlichkeitsbereich 
abgegrenzt werden, in dem das Axiomensystem erfiillt ist? In der vorliegenden 
Arbeit beschrinken wir uns auf die Betrachtung von maximalen Eigentlich- 
keitsbereichen, die die Eigenschaft haben, daB die Spiegelungen an den 
eigentlichen Geraden bereits die volle Bewegungsgruppe der zugehérigen 
ebenen Cayleyschen Geometrie erzeugen; diese Beschrankung lauft auf die 
Hinzunahme eines neuen Axioms (IV) zu unserem Axiomensystem hinaus. 
Die maximalen Eigentlichkeitsbereiche lassen sich durch ein algebraisches 
Kriterium charakterisieren. Eine ordinér absolute Geometrie ist nun dann 
und nur dann anordenbar, wenn es eine Anordnung der zugehérigen ebenen 
Cayleyschen Geometrie gibt, bei der der Eigentlichkeitsbereich, in dem die 
ordinar. absolute Geometrie erklart ist, eine konvexe Punktmenge ist; dabei 
mu8 der Kérper der Geometrie, damit fiir die ebene Cayleysche Geometrie 
iiberhaupt eine Anordnung existiert, reell®) sein. Das Ergebnis ist nun 
folgendes: eine hyperbolische Geometrie, d.h. eine ordinir absolute Geo- 
metrie, in der es zu wenigstens einer Geraden durch einen Punkt die beiden 
nicht-euklidischen Parallelen gibt oder deren quadratische Form die Null 
darstellt, existiert genau in den reellen Kérpern und ist stets eindeutig an- 
ordenbar; dagegen gibt es elliptisch absolute Geometrien, d. h. ordinar absolute 
Geometrien, in denen keine nicht-euklidischen Parallelen existieren und deren 
‘quadratische Form die Null nicht darstellt, sowohl in reellen als auch, wie 
am Beispiel von Geometrien iiber den p-adischen Kérpern gezeigt wird, in 


*) Siehe die Theorie der reellen Kérper: E. Artin und O. Schreier, Algebraische 
Konstruktion reeller Kérper, Hamb. Abh. 5 (1926), 8S. 83—99; E. Artin, Uber die 
Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate, ebenda 5 (1926), S. 100—115; B. L. van 
der Waerden, Moderne Algebra, Bd. I., 2. Aufl., Berlin 1937, § 70—72. 
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nicht reellen Kérpern, diese Geometrien sind also nicht immer anordenbar, 
und zwar gibt es nicht anordenbare elliptisch absolute Geometrien nicht nur 
iiber nicht reellen Kérpern, sondern auch iiber reellen Kérpern in Eigentlich- 
keitsbereichen, die bei keiner Anordnung konvex sind. 

Das Axiomensystem der absoluten Geometrie, das diesen Uberlegungen 
zugrunde liegt, enthalt nur schwache Kongruenzaxiome. Fordert man nun 
durch zusitzliche Kongruenzaxiome fiir die Geometrie die tibliche Beweglich- 
keit, wie sie z. B, durch das Hilbertsche Axiomensystem der absoluten Geo- 
metrie *) gewahrleistet wird, so gibt es keine nicht anordenbaren Realisierungen 
der Geometrie mehr. Das Axiom der Streckenabtragbarkeit hat zur Folge, 
da8 die Geometrien stets anordenbar sind, es gibt allerdings im euklidischen 
Falle noch wesentlich verschiedene Anordnungen. Wenn aber zudem das 
Axiom gilt, daB ein rechtwinkliges Dreieck existiert, von dem die Hypotenuse 
und eine Kathete vorgegeben sind, so ist die Geometrie stets eindeutig an- 
ordenbar. 


Wir werden also dazu gefiihrt, verschiedene Stufen der absoluten Geo- 
metrie zu unterscheiden. Als erste Stufe betrachten wir die Geometrien, wie 
sie durch unser Axiomensystem (mit Einschlu8 des angedeuteten Axioms IV) 
gegeben sind, und weitere Stufen denken wir uns durch zusatzliche Kongruenz- 
axiome definiert. Den Geometrien der héheren Stufen entsprechen bestimmte 
quadratische Formen und charakteristische reelle Kérper, in denen jeweils 
gewisse Quadratwurzel-Operationen méglich sind. 

Zum SchluB wird die Rolle des Axioms, daB jede Strecke einen Mittel- 
punkt hat, untersucht und damit gezeigt, wie sich die Geometrien, die das 
Axiomensystem erfiillen, von dem aus Hjelmslev *) die Begriindung der ab- 
soluten Geometrie vorgenommen hat, in unseren Aufbau einordnen. 


Es sei schlieBlich erwaihnt, daB entsprechende Tatsachen, wie sie hier 
fiir die absolute Geometrie nachgewiesen werden, auch in der vollen ebenen 
elliptischen Geometrie giiltig sind, die Podehl und Reidemeister 5) aus- einem 
Axiomensystem begriindet haben, das das hier zugrunde gelegte ergianzt. 


%) Darunter soll das Axiomensystem verstanden werden, das aus den ebenen 
Axiomen der ersten drei Axiomgruppen des Hilbertschen Axiomensystems der eukli-_ 
dischen Geometrie, also aus den Axiomen I 1—3, II, III besteht (s. D. Hilbert, Grund- 
lagen der Geometrie, 7. Aufl., Leipzig-Berlin 1930). Nimmt man zu unserem Axiomen- 
system das Axiom der Streckenabtragung hinzu, so kann das entstehende System als 
eine von Anordnungsbegriffen und -axiomen befreite Fassung des Hilbertschen Axiomen- 
systems der absoluten Geometrie betrachtet werden. 

*) J. Hjelmslev, Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre, Math.-fys. Med- 
delelser, Kgi. Danske Videnskabernes Selskab 8 (1929), Nr. 11; 10 (1929), Nr. 1. 

5) E. Podehl und K. Reidemeister, Eine Begriindung der elliptischen Geometrie, 
Hamb. Abh. 10 (1934), S. 231— 255. 
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Und zwar verhilt sich die volle elliptische Geometrie in der Frage der An- 
ordenbarkeit im wesentlichen wie die euklidische Geometrie. 

Zu jeder der hier unterschiedenen Stufen der (leometrie gehért ein 
bestimmter Vorrat an geometrischen Konstruktionen, die in einer Geometrie 
der betreffenden Stufe ausfiihrbar sind. Es soll spater gezeigt werden, daB 
den verschiedenen Stufen charakteristische Konstruktionsinittel entspreehen 
und da8 daher die Unterscheidung der Stufen Fragen nach cer Tragweite von 
Konstruktionsmitteln zu entscheiden gestattet. 


§ 1. 
Axiomatische Grundlagen. 


1. 1. Absolute Geometrie und ebene Cayleysche Geometrie. Unter einer 
ebenen Cayleyschen Geometrie*) verstehen wir die ebene projektive Geometrie 
iiber einem Kérper’) K, in der entweder auf-einer ausgezeichneten Geraden, 
der ,,unendlich fernen Geraden“ z, = 0, eine binare quadratische Form 


(1) x? + azz —a+ceink 
oder in der eine ternire quadratische Form 
(2) @, 2? + a, 2F + a, dg 2} a, dg + 0 


gegeben ist und deren Bewegungen die projektiven Transformationen iiber K 
sind, die entsprechend entweder die unendlich ferne Gerade und auf ihr die 
binare Form (1) in sich iiberfiihren oder die die ternire Form (2) bis auf einen 
Faktor in sich iiberfiihren. Eine ebene Cayleysche Geometrie der ersten Art 
nennen wir eine singulire, eine solche der zweiten Art eine ordinire ebene 
Cayleysche Geometrie. In beiden Fallen wird in bekannter Weise durch die 
quadratische Form fiir die Geraden der Geometrie eine Orthogonalitat definiert. 

Wir legen im folgenden das in A. G. angegebene Axiomensystem der 
absoluten Geometrie zugrunde, das aus drei Axiomengruppen, den Inzidenz- 
axiomen I 1—2, den Orthogonalitiatsaxiomen II 1—3 und den Kongruenz- 
axiomen III 1—10%) besteht. Das Ergebnis unserer friiheren Unter- 


*} Siehe F. Bachmann, Die Bewegungsgruppe einer ebenen Cayleyschen Geo- 
metrie, erscheint im J. reine angew. Math. 181 (1939); im folgenden zitiert als ,,B. G.**. 
(Dort wird nur die ordinire ebene Cayleysche Geometrie betrachtet.) 

) Stets Charakteristik + 2 vorausgesetzt. 

*) Es mége nur das Axiom III 9 durch das folgende Axiom ersetzt werden: 

Axiom III 9*. Sind AB und A’ B’ zwei kongruente Strecken, so besitzt die Strecke 
AA’ einen Mittelpunkt. 

Aus III 9* folgt III 9. Diese Abanderung sollte schon in M. F. geschehen sein, 
denn III 9* wurde benutzt, um zu zeigen, daB die Bewegungen einer absoluten Geo- 
metrie projektive Transformationen und nicht beliebige Kollineationen sind, die die 
Polaritaét erhalten. 
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suchungen *) ]4Bt sich nun so aussprechen: Zu jeder absoluten Geometrie, 
d. h. zu jeder Geometrie, die dieses Axiomensystem erfiillt, gibt es eine (kleinste ) 
ebene Cayleysche Geometrie, in der sie als Teilgeometrie enthalten ist; und zwar 
ist eine singulir absolute Geometrie, also eine absolute Geometrie, in der es 
ein Rechteck gibt und in der daher jedes Viereck mit drei rechten Winkeln 
ein Rechteck ist, Teilgeometrie einer singuliren, und eine ordinar absolute 
Geometrie, d. h. eine absolute Geometrie, in der es kein Rechteck gibt, Teil- 
geometrie einer ordinéren ebenen Cayleyschen Geometrie. Die Punkte und 
Geraden der absoluten Geometrie sind als eigentliche Punkte und Geraden 
unter den Punkten und Geraden der ebenen Cayleyschen Geometrie enthalten, 
die Orthogonalitat der eigentlichen Geraden stimmt mit der durch die qua- 
dratische Form gegebenen iiberein und, wenn zwei eigentliche Strecken in 
der absoluten Geometrie kongruent sind, so lassen sie sich durch eine Bewegung 
der ebenen Cayleyschen Geometrie ineinander iiberfiihren, die Bewegungs- 
gruppe der absoluten Geometrie ist zu einer Untergruppe der Bewegungs- 
gruppe der ebenen Cayleyschen Geometrie isomorph. 

Als einen Eigentlichkeitsbereich bezeichnen wir umgekehrt jede Gesamt- 
heit von Punkten und Geraden einer ebenen Cayleyschen Geometrie, die unser 
Axiomensystem der absoluten Geometrie erfiillt, wenn man das Senkrecht- 
stehen und die Streckenkongruenz im Sinne der durch die quadratische 
Form gegebenen Metrik vérsteht. Einige einfache Eigenschaften von Eigent- 
lichkeitsbereichen sind die folgenden: 

1) Aus den Inzidenzaxiomen der absoluten Geometrie folgt, daB eine 
Gerade dann und nur dann zum Eigentlichkeitsbereich gehért, wenn sie 
wenigstens zwei Punkte des Eigentlichkeitsbereiches enthalt. Die Eigentlich- 
keit einer Geraden kann aber bereits daraus gefolgert werden, daB sie einen 
eigentlichen Punkt enthalt, denn nach A. G., Satz 27 ist auch die Verbindungs- 
gerade eines eigentlichen mit einem uneigentlichen Punkt eigentlich. Es 
miissen also alle Geraden durch einen eigentlichen Punkt eigentlich sein und 
daher mehrere eigentliche Punkte enthalten. Demnach wird es bei der Ab- 
grenzung eines Eigentlichkeitsbereiches im wesentlichen auf eine Charak- 
terisierung der eigentlichen Punkte ankommen. 

2) Ein Eigentlichkeitsbereich ist stets ein echter Teilbereich einer ebenen 
Cayleyschen Geometrie. Ist namlich zunachst im singularen Falle ein Punkt P 
der unendlich fernen Geraden und ein eigentlicher Punkt A gegeben, der 
nicht auf dieser Geraden liegt, so gibt es durch A eine Gerade p, deren Pol P 
ist, und p ist nach 1) eigentlich. P mu8 nun uneigentlich sein, da sich sonst 
im Widerspruch zu Axiom II 2 von einem eigentlichen Punkt mehrere eigent- 
liche Lote auf eine eigentliche Gerade fallen lieSen; es sind also alle Punkte 


*) Siehe Anm. *). 
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der unendlich fernen Geraden und daher diese Gerade selbst uneigentlich. 
Ist in einer ordiniren ebenen Cayleyschen Geometrie ein Punkt P zu einer 
Geraden p polar und inzidiert P nicht mit p, so kénnen P und p wiederum 
nach Axiom II 2 nicht gleichzeitig eigentlich sein. Inzidiert P aber mit p, 
so ist p zu sich selbst orthogonal und daher nach Axiom II 1 nicht eigentlich; 
nach 1) ist dann auch P uneigentlich. Von einem Paar Pol-Polare ist also 
héchstens ein Element eigentlich, und beide Elemente sind uneigentlich, wenn 
sie miteinander inzidieren. \ 

1.2. Das Zusatzaxiom IV. Wahrend allgemein die Bewegungsgruppe 
einer absoluten Geometrie zu einer Untergruppe der Bewegungsgruppe der 
zugehérigen ebenen Cayleyschen Geometrie isomorph ist, wollen wir im 
folgenden nur solche absoluten Geometrien betrachten, deren Bewegungs- 
gruppen zu den vollen Bewegungsgruppen der zugehérigen ebenen Cayley- 
schen Geometrien isomorph sind. Die Beschrinkung auf diesen Fall wird 
axiomatisch durch die Hinzunahme eines neuen Axioms bewirkt. 

Wir definieren zuniichst, daB zwei Geraden g und A nicht-euklidisch 
parallel heiBen sollen, wenn der Pol G von g von dem Pol H von h verschieden 
ist und der (uneigentliche) Schnittpunkt von g und 4 mit G und H auf einer 
(uneigentlichen) Geraden liegt. Nun formulieren wir folgendes Axiom ™): 

Axiom IV. Wenn zwei Geraden keinen Schnittpunkt besitzen, so haben 
sie entweder ein gemeinsames Lot oder sie sind zueinander nicht-euklidisch 
parallel. 

In einer singulair absoluten Geometrie kann es offenbar keine zueinander 
nicht-euklidisch parallelen Geraden geben. Denn die Pole G und H zweier 
Geraden g und h liegen stets auf der unendlich fernen Geraden, und wenn der 
Schnittpunkt von g und A ebenfalls auf dieser Geraden liegt, so ist G mit H 
identisch. In diesem Falle ist daher das Axiom IV mit dem folgenden Spezial- 
fall aquivalent: 

Axiom IV*. Zwei Geraden, die keinen Schnittpunkt besitzen, haben ein 
gemeinsames Lot. 





. 


%) Man kann an Stelle des Axioms IV auch das folgende Axiom wahlen: 

Axiom IVa. Zu einer Geraden g gibt es durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt 
héchstens zwei Geraden, die mit g weder einen Punkt noch ein Lot gemein haben. 

Eine singulare Geometrie, die IVa erfillt, erfiillt wiederum den Spezialfall IV*, 
und die elliptisch absolute Geometrie kann wieder als die ordindr absolute Geometrie 
definiert werden, die IV* erfillt. Die hyperbolische Geometrie ist die ordinar absolute 
Geometrie, in der IVa, aber nicht IV* gilt. Sie enthAlt also zu wenigstens einer Ge- 
raden g zwei Ausnahmegeraden, die mit g weder einen Punkt noch ein Lot gemein 
haben. Bezeichnet man diese Geraden als zu g nicht-euklidisch parallel, so kann man 
zeigen, daB unter Voraussetzung des Axioms IV a diese Definition der nicht-euklidischen 
Parallelen mit der im Text verwendeten gleichwertig ist. 
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Eine singular absolute Geometrie, in der das Axiom IV* gilt, ist also 
eine streng singulire Geometrie ™). Wir werden eine solche Geometrie im 
folgenden auch als eine euklidische Geometrie bezeichnen; denn die Forderung, 
daB ein Rechteck existiert, und das Axiom IV* sind zusammen Aquivalent 
mit dem euklidischen Parallelenaxiom in der Gestalt: Zu einer Geraden 
gibt es durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt héchstens eine (also 
genau eine) Nicht-Schneidende. 

Es ist nun méglich, da8 auch in einer ordinir absoluten Geometrie der 
Spezialfall [V* des Axioms IV giiltig ist. Eine solche ordinir absolute Geo- 
metrie, in der das Axiom IV* gilt, nennen wir eine elliptisch absolute Geometric. 
Dagegen bezeichnen wir eine ordinar absolute Geometrie, in der das Axiom IV, 
jedoch nicht der Spezialfall IV* gilt und in der es also nicht-euklidische 
Parallelen gibt, als eine hyperbolische Geometrie. Ist in 
einer hyperbolischen Geometrie eine Gerade h zu einer 9 
Geraden g nicht-euklidisch parallel, so gibt es durch 
jeden Punkt P, der nicht auf g liegt, genau zwei 
Geraden, die zu g nicht-euklidisch parallel sind. Zu- h 
nichst hat namlich der (uneigentliche) Schnittpunkt S =P 
von g und h die Eigenschaft, daB er mit zwei Punkten 
seiner Polaren, namlich mit G und mit H, in einer 
(uneigentlichen) Geraden liegt, er inzidiert also mit 
seiner Polaren, und der Pol jeder Geraden durch S liegt 
also auf der Geraden (S@). Ist daher k die Verbindungs- 
gerade von P mit S, so liegt auch der Pol von k auf (S@) 
und k ist also zug nicht-euklidisch parallel. Und geht k 
durch die Spiegelung am Lot von P auf g in eine 
Gerade k’ iiber, so ist k’ von k verschieden und hat 
ebenfalls mit g weder einen eigentlichen Punkt noch ein eigentliches Lot 
gemein, also ist nach Axiom IV auch k’ zu g nicht-euklidisch parallel. Es 
ist auch der uneigentliche Schnittpunkt S’ von fF’ mit g ein Punkt, der 
mit seiner Polaren inzidiert. Und da auf der Geraden g nicht mehr als zwei 
zu sich selbst polare Punkte liegen kénnen, gibt es durch P zu g nur die 
beiden nicht-euklidischen Parallelen k und k’. 

Im ordinaren Falle folgt aus Axiom IV, daB von einem Paar Pol-Polare, 
dessen Elemente nicht inzidieren, mindestens ein Element, und daher in Ver- 
bindung mit der Bedingung 2) aus 1. 1, daB genau ein Element eigentlich ist. 
Inzidiert nimlich ein Punkt P nicht mit seiner Polaren p und sind g und h 
zwei eigentliche Geraden durch P, so sind g und h nicht zueinander nicht- 
euklidisch parallel und p ist in der zugehérigen ebenen Cayleyschen Geometrie 





Fig. 1. 


1) M.F.,.§1. 
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das gemeinsame Lot von g und h; waren nun P und p gleichzeitig uneigentlich, 
so hiatten g und A im Widerspruch zu Axiom IV weder einen eigentlichen 
Schnittpunkt noch ein eigentliches gemeinsames Lot. Da ferner im singuliren 
Fall alle Punkte, die nicht auf der unendlich fernen Geraden liegen, und alle 
von dieser verschiedenen Geraden eigentlich sind, so ergibt sich, daB die 
Eigentlichkeitsbereiche, in denen eine Geometrie gilt, die das Axiom IV 
erfiillt, stets maximale Eigentlichkeitsbereiche sind. Denn nach der Be- 
dingung 2) aus 1. | ist es unméglich, daB ein Bereich von Punkten und Geraden 
der betreffenden ebenen Cayleyschen Geometrie, der einen solchen Eigentlich- 
keitsbereich umfaBt, wiederum ein Eigentlichkeitsbereich ist. Es gilt nun 


Satz 1. Die Bewegungsgruppe einer absoluten Geometrie, die das Axiom IV 
erfiillt, ist zu der vollen Bewegungsgruppe der zugehérigen ebenen Cayleyschen 
Geometrie tsomorph. 

Im singularen Falle ist der Satz klar. Um ihn auch im ordiniren Falle 
nachzuweisen, benutzen wir die Tatsache, daB die Bewegungsgruppe der 
ebenen Cayleyschen Geometrie durch die Spiegelungen an den Geraden, die 
nicht Tangenten an den definierenden Kegelschnitt sind, erzeugt wird 1). 
Die Spiegelungen an den eigentlichen Geraden sind gewiB Bewegungen der 
absoluten Geometrie, dies gilt aber auch fiir die Spiegelungen an den uneigent- 
lichen Geraden; ist nimlich P der Pol einer uneigentlichen Geraden p, so 
ist P wegen der Giiltigkeit des Axioms IV eigentlich, und die Spiegelung 
an p, die gleich dem Produkt der Spiegelungen an zwei orthogonalen sich 
in P schneidenden Geraden ist, ist also gleich dem Produkt von zwei Spiege- 
lungen an eigentlichen Geraden. 

Umgekehrt erkennt man leicht, da8 die Bewegungsgruppe einer avsoluten 
Geometrie nur dann zu der der zugehérigen ebenen Cayleyschen Geometrie 
isomorph ist, wenn die absolute Geometrie das Axiom IV erfiillt. 

Die quadratische Form der ebenen Cayleyschen Geometrie, die zu einer 
elliptisch absoluten Geometrie gehért, stellt die Null nicht dar; denn ein 
Punkt, in dem die Form verschwindet, inzidiert mit seiner Polaren, ist also 
notwendig uneigentlich, und zwei eigentliche Geraden durch ihn hatten 
weder einen eigentlichen Schnittpunkt noch ein eigentliches gemeinsames 
Lot. Dagegen stellt die quadratische Form der ebenen Cayleyschen Geo- 
metrie, die zu einer hyperbolischen Geometrie gehért, die Null dar, da es 
ja Punkte geben muB, die mit ihrer Polaren inzidieren. 


1.3. Die Axiome III 11 und III 12. Eine absolute Geometrie, die das 
Axiom IV erfiillt, bezeichnen wir auch als eine absolute Geometrie 1. Stufe. 
Im folgenden werden wir durch Hinzunahme weiterer Kongruenzaxiome 








2) B.G., 6. 
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héhere Stufen der absoluten Geometrie definieren. Hierzu verwenden wir 
das Axiom der Streckenabtragung 

Axiom III 11. Ist eine Strecke A B und auf einer Geraden g ein Punkt C 
gegeben, so gibt es einen Punkt D auf g so, daB AB ~CD ist. 
und das Aziom vom rechtwinkligen Dreieck 

Axiom III 12. Wenn zwei Strecken siicht kongruent sind, so gibt es immer 
ein rechtwinkliges Dreieck, von dem die Hypotenuse einer der beiden Strecken 
und eine Kathete der anderen Strecke kongruent ist. 

Uber das Verhiltnis dieser Axiome zu verwandten Aussagen sei hier 
nur gesagt, daB im Rahmen unseres Axiomensystems aus dem Axiom III 11 
der Satz folgt, daB jeder Winkel halbierbar ist, genauer der Satz: Schneiden 
sich zwei Geraden A und k in einem Punkt P, so gibt es eine Gerade g‘durch P 
so, daB die Spiegelung an g die Geraden A und k vertauscht. Ist nimlich H 
ein Punkt auf A und X ein Punkt auf k mit der Eigenschaft, daB PH ~ PK 
ist, so ist nach dem Axiom III 8 das Lot von P auf (HK) eine Gerade mit der 
gesuchten Eigenschaft. Unten werden wir sehen, da8 unter Voraussetzung 
des Axioms IV umgekehrt aus der Winkelhalbierbarkeit das Axiom III 11 
folgt. ' 


§ 2. 
Stufen der euklidischen Geometrie. 


2.1. Die algebraische Bedeutung der Stufen. Eine euklidische Geo- 
metrie, wie wir sie in 1. 2 definiert haben, bezeichnen wir genauer als eine 
euklidische Geometrie 1. Stufe. Aus M. F., §2 wissen wir 


Satz 2.- Das algebraische 4quivalent einer euklidischen Geometric 1. Stufe 
ist die ebene affine Geometrie tiber einem Kérper K, in der durch cine Form 


(1) &? + a & —-a+cin kK 
eine Metrik gegeben ist. 


D.h. jede euklidische Geometrie 1. Stufe laBt sich algebraisch so dar- 
stellen, und umgekebrt ist die affine Geometrie iiber einem beliebigen KérperA, 
in der durch eine Form (1) eine Metrik vermittelt wird. eine euklidische 
Geometrie 1. Stufe. Zwei Geraden sind zueinander senkrecht, wenn sie ent- 
weder zu den beiden Koordinaten-Achsen parallel oder von der Gestalt 
6§,+&+c=0, b'§,+&+c¢’ =0 mit abd’ = — 1 sind, und die Be- 
wegungen sind die affinen Transformationen £) = aj, §; + dj2 & + a3 
(¢ = 1,2), wo ((a,,)) (i, & = 1, 2) die Form (1) in sich iiberfiihrt. 

Gilt in einer euklidischen Geometrie auch das Axiom III 11 von der 
Streckenabtragung, so nennen wir sie eine euklidische Geometrie 2. Stufe. 
Es gilt 


Mathematische Annalen. 117. 14 
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Satz 3. Das algebraische Aquivalent einer euklidischen Geometrie 2. Stufe 
ist die ebene affine Geometrie iiber einem Hilbertschen Kérper, in der durch 
die Form 
(2) e+ & 
eine Metrik gegeben ist. 

Unter einem Hilbertschen K@rper verstehen wir dabei einen Kérper, 
in dem — | nicht Quadratzahl ist und in dem die Quadratwurzel aus jedem 
Ausdruck 1 + c® gezogen werden kann, wo c ein beliebiges Element des 
K6rpers ist 1%). Ein Beispiel fiir einen Hilbertschen K6rper ist der von Hilbert 
verwendete Bereich 2 der total-reellen algebraischen Zahlen, die durch 
sukzessives Quadratwurzelziehen entstehen '*). 

Zam Beweis von Satz 3 sei zunichst bemerkt, da8 in einer euklidischen 
Geometrie das Axiom III 11 mit dem Satz aquivalent ist, daB jeder Winkel 
halbierbar ist. Nach 1.3 folgt aus III 11 die Winkelhalbierbarkeit. Um- 
gekehrt folgt aus der Winkelhalbierbarkeit, daB es zu einer Strecke AB auf 
jeder Geraden durch A eine kongruente Strecke gibt, und die Strecke laBt 
sich dann durch Ziehen von Parallelen auf jeder Geraden g von einem beliebigen 
Punkt C aus abtragen. Eine euklidische Geometrie 2. Stufe kann daher auch 
als eine euklidische Geometrie definiert werden, in der jeder Winkel halbier- 
bar ist. 

Nun ist offenbar dafiir, daB in einer euklidischen Geometrie, also in einer 
affinen Geometrie mit der Form (1),-:alle Winkel halbierbar sind, notwendig 
und hinreichend, daB die £,-Achse durch Spiegelung an einer Geraden durch 
den Nullpunkt in jede andere Gerade durch den Nullpunkt iibergefiihrt werden 
kann. Die Formel fiir die Spiegelung an der Geraden §, = 6&, lautet nach 
M.F., §2 , 1—ab?, 2ab 

§; = 1+abe”! wrery io 

, 2b 1—ab 

& = i;abh &— ita §2. 

Sie fiihrt also einen Punkt (€,, 0) der &;-Achse mit &, + 0 in den Punkt 
= +] 
B= ith. &= opt 
iiber. Da nun zunichst die £,-Achse in die £,-Achse gespiegelt werden kann, 
muB es ein 6 geben, so daB fiir den Bildpunkt des Punktes (&,, 0) die Koor- 
dinate £, = 0 ist; es muB also a in dem Kérper der Geometrie eine Quadrat- 
zahl sein. Ist £, + 0, so ergibt sich als Gleichung der Bildgeraden der £,-Achse 
bei der Spiegelung an £, = bé,: 
, 36 .» 
& = iy *'- 


13) Diese. Kérper haben Herr Reidemeister und ich friher gelegentlich als eukli- 
dische Kérper bezeichnet. 
14) Hilbert, a.a.O., $9 und § 37. 
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Es soll nun zu jeder Geraden §, = cé, ein b geben, so daB 
2b 


7 1—ab* 


gilt; dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 


l+ac 


fiir jedes c existiert. Es mu8 also, da a eine Quadratzahl ist, aus jeder Summe 
von zwei Quadraten die Wurzel gezogen werden kénnen. Aus demselben 
Grunde 1a8t sich die Form in der Gestalt (2) schreiben und kann — 1 nicht 
Quadratzahl sein. 

Eine euklidische Geometrie, in der auBer dem Axiom III 11 auch das 
Axiom III 12 vom rechtwinkligen Dreieck gilt, bezeichnen wir schlieBlich als 
eine euklidische Geometrie 3. Stufe. Es gilt 


Satz 4. Das algebraische Aquivalent einer euklidischen Geometrie 3. Stufe 
ist die ebene affine Geometric tiber einem reellen quadratisch abgeschlossenen 
Kérper, in der durch die Form (2) eine Metrik gegeben ist. 

Ein reeller quadratisch abgeschlossener Kérper ist dabei als ein reeller 
K6rper definiert, in dem, wenn c ein beliebiges von Null verschiedenes Element 
ist, entweder aus c oder aus — c die Wurzel gezogen werden kann. 

Zum Beweis des Satzes 4 denken wir uns eine euklidische Geometrie 
2. Stufe gegeben, in der auch das Axiom III 12 giiltig ist. In einer euklidischen 
Geometrie 2. Stufe besitzen kongruente Strecken als Invariante die Lange, 
die nur bis auf das Voyzeichen bestimmt und daher ein Zahlenpaar (a, — a) 
ist. Sind nun zwei nicht kongruente Strecken gegeben und sind (a, — a) 
und (6, — 6) ihre Langen, so mu es nach dem Axiom III 12 auch eine Strecke 
der Lange (Va? — 6%, — Va? — b2) oder eine Strecke der Lange (Vb? — a?, 
— Vb? — a®) geben. Es muB8 also die Quadratwurzel aus dem Ausdruck 
a® — b® oder aus dem Ausdruck — (a? — 6?) in dem Kérper der Geometrie 
existieren. Gewi8 existiert nicht die Wurzel aus beiden Ausdriicken, da dann 
— 1 Quadrat ware. Da nun, wenn (a, — a) und (b, — 5) alle in der Geometrie 
auftretenden Langen durchlaufen, der Ausdruck a? — b® alle Zahlen des 
Kérpers der Geometrie darstellt, mu8 sich in der Tat, wenn c eine beliebige 
von Null verschiedene Zahl ist, entweder aus c oder aus — c die Wurzel ziehen 
lassen. Umgekehrt erkennt man, da8 in einer euklidischen Geometrie 2. Stufe 
iiber einem Kérper, in dem dies der Fall ist, das Axiom III 12 giiltig ist. 

2.2. Die Anordnung in der euklidischen Geometrie. Wir nennen eine 
euklidische Geometrie angeordnet, wenn in ihr ein Begriff ,,Zwischen“ erklart 
ist, fiir den die Hilbertschen Anordnungsaxiome !5) gelten. Aus bekannten 
Tatsachen der affinen Geometrie folgt 





15) Hilbert, a. a.O., § 3. 
14* 
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Satz 5. Eine euklidische Geometrie ist dann und nur dann anordenbar, 
wenn der Kérper der Geometrie .anordenbar, also reell ist. 

Die verschiedenen Anordnungen, deren eine euklidische Geometrie iiber 
einem reellen Kérper fahig ist, und die verschiedenen Anordnungen des 
Kérpers K entsprechen sich eineindeutig. Sind a, und a, zwei verschiedene 
Anordnungen von K und geht a, aus «, durch einen Automorphismus von K 
hervor, der die in der quadratischen Form auftretende (nur bis auf einen 
quadratischen Faktor bestimmte) Zahl a in sich iiberfiihrt, so gibt es eine 
Abbildung der Geometrie auf sich, bei der die durch «, induzierte Anordnung 
in die durch a, induzierte iibergeht. Zwei solche Anordnungen nennen wir 
isomorph und bezeichnen zwei Anordnungen als wesentlich verschieden, wenn 
sie nicht in dieser Weise zusammenhingen. Es gilt nun 


Satz 6. Es gibt sowohl anordenbare als nicht anordenbare euklidische 
Geometrien 1. Stufe, die anordenbaren sind dabei im allgemeinen auf wesentlich 
verschiedene Weise anordenbar. Eine euklidische Geometrie 2. Stufe ist stets 
anordenbar , sie laft im allgemeinen auch noch wesentlich verschiedene Anord- 
nungen zu. Eine euklidische Geometrie 3. Stufe ist stets eindeutig anordenbar. 

Durch Satz 5 ist die Frage, ob die euklidischen Geometrien der ver- 
schiedenen Stufen anordenbar sind, auf die Frage nach der Anordenbarkeit 
der in den Satzen 2 bis 4 charakterisierten Korper zuriickgefiihrt. Satz 2 
zeigt, daB eine euklidische Geometrie 1. Stufe iiber den verschiedensten nicht 
anordenbaren Kérpern, u. a. auch iiber endlichen K6érpern existiert, und weiter, 
daB es eine solche Geometrie iiber allen reellen Kérpern gibt. Dabei kann 
die Geometrie eindeutig anordenbar sein, wie es z. B. die Geometrie iiber 
dem K6rper R der rationalen Zahlen ist, sie kann jedoch wie z. B. die Geometrie 
iiber dem durch Adjunktion einer Unbestimmten t entstehenden Kérper R (t) 
unendlich viele wesentlich verschiedene Anordnungen, und zwar sowohl 
archimedische als nicht-archimedische, zulassen. Eine euklidische Geometrie 
2. Stufe ist stets anordenbar, da ein Hilbertscher Korper reell ist. 

Unter den Hilbertschen Kérpern gibt es solche, deren saimtliche An- 
ordnungen durch Automorphismen auseinander hervorgehen, aber auch solche, 
die unendlich viele nicht isomorphe Anordnungen zulassen. Ein Beispiel 
fiir den ersten Fall ist der Kérper 2; er. besitzt zwar auBer der natiirlichen 
Anordnung, die ihin als einem Unterkérper des Kérpers A der reellen alge- 
braischen Zaklen zukommt, noch andere Anordnungen; ist jedoch « eine 
solche, so existiert zu dem durch « geordneten K6érper 2 ein reell-abgeschlossener 
K6rper, der zu A isomorph ist ?*). Der Isomorphismus fiihrt den durch = 
geordneten Kérper 2 in einen natiirlich geordneten Teilkérper von A iiber; 
dieser Teilkérper ist 2 selbst, da A auBer 2 keinen zu 2 isomorphen Kérper 





1%) Siehe die in Anm. *) zitierten Arbeiten. 
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enthilt, und der Isomorphismus ist also ein Automorphismus von 2. bei 
dem die Anordnung « in die natiirliche Anordnung von 22 iibergeht. Ein 
Beispiel fiir den zweiten Fall ist der von, Hilbert !7) verwendete Kérper 2, 
derjenigen Elemente, die aus denen des Kérpers R(t) durch die rationalen 
Operationen und die Operation | V1 + w*| hervorgehen, wo w ein bereits auf 
diese Weise entstandenes Element bedeutet. Dieser Kérper ist, wie Hilbert 
gezeigt hat, nicht-archimedisch anordenbar; er besitzt auSerdem ebenso wie 
der K6érper R (¢) unendlich viele archimedische Anordnungen, die nicht durch 
Automorphismen auseinander hervorgehen. Eine euklidische Geometrie 
3. Stufe ist schlieBlich stets eindeutig anordenbar, da ein reeller quadratisch 
abgeschlossener Kérper stets eindeutig anordenbar ist. 


In einer euklidischen Geometrie 2. Stufe gibt es bestimmte Zwischen- 
beziehungen, die bei jeder Anordnung, deren die Geometrie fahig ist, statt- 
haben, so liegt z. B. der Mittelpunkt einer Strecke stets zwischen den End 
punkten. Wir fragen uns nun, wie sich diese invarianten Zwischenbeziehung 
kennzeichnen lassen. 





Durch jede Anerdpung der Geometrie wird fiir die Langen eine Kleiner- 
Relation festgelegt: beziiglich dieser Relation bilden die Langen eine ge- 
ordnete Menge, die zu der geordneten Menge derjenigen Elemente des Kérpers K 
ahnlich ist, die bei der entsprechenden Anordnung von K positiv sind. Sind 
nun (a, — a) und (6, — 6) zwei Langen, fiir die 


(1) 6? — a? eine Quadratzahl aus K 


ist, so ist offenbar die Lange (a; — a) bei jeder Anordnung der Geometrie 
kleiner als die Linge (6, — 6). Und ist 6® — a® das Entgegengesetzte einer 
Quadratzahl, so ist (b, — 6) bei jeder Anordnung kleiner als (a, — a). 
Ist dagegen 6? — a? = u, wo u weder eine Quadratzahl in K noch das 
Entgegengesetzte einer Quadratzahl ist, so ist u also weder eine total- 
positive noch eine totalnegative Zahl aus K, und es gibt wenigstens eine 
Anordnung «, von K, bei der u positiv, und wenigstens eine Anordnung 2 
von K, bei der u negativ ist. Die Linge (a, — a) ist bei der durch «, indu- 
zierten Anordnung der Lingen kleiner und bei der durch die Anordnung «2 
induzierten Anordnung gréBer als die Lange (b, — 6). Hieraus folgt, daB 
die durch die Bedingung (1) charakterisierten Kleiner-Beziehungen zwischen 
Langen gerade diejenigen sind, die bei jeder Anordnung der Geometrie gelten. 
Betrachtet man nur diese invarianten Beziehungen, so bilden die Langen 
eine ,,teilweise geordnete Menge“ 18); denn die durch (1) definierte invariante 
Kleiner-Relation ist asymmetrisch und transitiv; sie ist aber nicht zusammea- 


17) Hilbert, a.a.O., § 12. "dr 
18) F. Hausdorff, Mengenlehre, 1. Aufl., Leipzig 1914, S. 139. 
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hangend, d. h. es trifft nicht zu, daB von zwei verschiedenen Langen immer 
eine invariant kleiner ist als die andere. 

Geometrisch gesprochen besagt die Bedingung (1), daB eine Lange |, 
dann und nur dann invariant kleiner ist als eine Linge /,, wenn es ein recht- 
winkliges Dreieck gibt, von dem eine Kathete die Lange /, und die Hypotenuse 
die Lange /, besitzt. 

Durch eine Kleiner-Relation fiir die Langen wird stets eine Zwischen- 
Relation fiir die Punkte der Ebene gegeben; man definiere namlich: C liegt 
zwischen A und B, wenn C auf der Geraden (A B) liegt und wenn, falls M 
der Mittelpunkt der Strecke AB ist, die Lange von MC kleiner ist als die 
Lange von MA. So wird also auch durch die invariante teilweise Anordnung 
der Langen fiir jedes Punktepaar A, B von gewissen Punkten C gesagt, daf 
sie zwischen A und B liegen. Diese Zwischenbeziehungen gelten wiederum 
bei jeder Anordnung der Geometrie, und sie liefern alle Punkte, die invariant 
zwischen A und B liegen. LaSt man daher A und B alle Punktepaare durch- 
laufen, so erhalt man alle invarianten Zwischen-Beziehungen. 

Die geometrische Eigenschaft, mit der wir die invarianten Kleiner- 
Beziehungen der Langen und die invarianten Zwischen-Lagen charakterisiert 
haben, ist mit einer Reihe von anderen anschaulichen Eigenschaften aqui- 
valent. Solche gleichwertigen Definitionen des invarianten Zwischen-Liegens 
sind die folgenden: Ein Punkt C der Geraden (A B) liegt zwischen A und B, 
1) wenn jede Gerade durch C den Kreis um M mit dem Radius M A schneidet, 
2) wenn die auf (A B) in C errichtete Senkrechte den Kreis um M mit dem 
Radius M A schneidet, 3) wenn sich, falls M, der Mittelpunkt von AC und 
M, der Mittelpunkt von OB ist, von A aus zwei Tangenten an den Kreis 
um M, mit dem Radius M,B und von B aus zwei Tangenten an den Kreis 
um, MM, mit dem Radius M,A ziehen lassen 1). 

Das Axiom III 12 fiigt den Axiomen der euklidischen Geometrie 2. Stufe 
die Aussage hinzu,-da8 die durch die Bedingung (1) erkiarte Kleiner-Relation 
fiir Langen zusammenhiangend ist, und daher bilden die Liangen in der eukli- 
dischen Geometrie 3. Stufe beziiglich dieser invarianten Relation eine ge- 
ordnete Menge. Aus dieser erhailt man die eindeutig bestimmte Zwischen- 
Relation, die in einer solchen Geometrie existiert. Diese la8t sich also geo- 
metrisch aus den Grundbegriffen unseres Axiomensystems z. B. so definieren, 
daB ein Punkt C der Geraden (A B) zwischen A und B liegt, wenn C = M 
ist oder wenn es ein rechtwinkliges Dreieck gibt, von dem eine Kathete zu 
MC und von dem die Hypotenuse zu MA kongruent ist. 

Das Axiomensystem der euklidischen Geometrie 2. Stufe kann, wie 
Satz 3 zeigt, als eine von Anordnungsbegriffen und -axiomen befreite Fassung 








1%) Siehe auch unten 3. 2; zu der unvollstandigen Zwischenrelation vgl. O. Bottema, 
De elementaire Meetkunde van het platte viak, Groningen 1938, Hoofdstuk IX. 
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des Hilbertschen Axiomensystems der ebenen euklidischen Geometrie 2), 
das aus den Hilbertschen Axiomen I 1—3, II, III, IV besteht, aufgefaBt 
werden. Es ergibt sich also, daB eine euklidische Geometrie, die mit der 
Hilbertschen in den von Anordnungsbegriffen freien Satzen iibereinstimmt, 
notwendig anordenbar ist und daB gewisse Zwischenbeziehungen bei jeder 
der verschiedenen Anordnungen, die méglich sein kénnen, statthaben. Man 
kann die 2. Stufe als die Hilbertsche und die 3. Stufe als die eigentlich Eukli- 
dische Stufe der euklidischen Geometrie bezeichnen. Die Geometrien der 
Euklidischen Stufe, in denen auch die volle Lehre vom Kreis gilt, sind also 
eindeutig anordenbar. 


§ 3. 
Eigentlichkeitsbereiche. 


3. 1. Kriterium fiir Eigentlichkeitsbereiche. Daim Falle der euklidischen 
Geometrie alle Punkte der zugehérigen ebenen Cayleyschen Geometrie eigent- 
lich sind, die nicht auf der unendlich fernen Geraden liegen, bildete die Ab- 
grenzung eines Eigentlichkeitsbereiches in einer singuliren ebenen Cayleyschen 
Geometrie kein Problem. Jetzt wenden wir uns der Aufgabe zu, in einer 
ordinéren ebenen Cayleyschen Geometrie einen Eigentlichkeitsbereich ab- 
zugrenzen, in dem eine ordinar absolute Geometrie gilt, die zudem das Axiom IV 
erfiillt. Wir wollen nun im folgenden als einen Eigentlichkeitsbereich — indem 
wir dieses Wort in einem der allgemeinen Definition aus 1. 1 gegeniiber speziali- 
sierten Sinne verwenden — eine Menge € von Punkten einer ordiniren ebenen 
Cayleyschen Geometrie bezeichnen, wenn die Punkte aus € und die mit 
wenigstens einem Punkte aus € inzidierenden Geraden die Axiome einer 
ordinar absoluten Geometrie 1. Stufe erfiillen, wenn die Orthogonalitat und 
die Streckenkongruenz im Sinne der in der ebenen Cayleyschen Geometrie 
geltenden Metrik verstanden werden. Diese Eigentlichkeitsbereiche, die von 
der friiheren Definition aus 1. 1 her als die maximalen Eigentlichkeitsbereiche 
der ordinaren ebenen Cayleyschen Geometrien gekennzeichnet werden kénnen, 
lassen sich nun durch folgendes Kriteriuim charakterisieren: 


Satz 7. Dafiir, daB eine Menge € von Punkten einer ordiniren ebenen 
Cayleyschen Geometrie ein Eigentlichkeitsbereich ist, ist notwendig und hin- 
reichend, da in € enthalten ist 1) kein Punkt, der zu sich selbst polar ist, 2) von 
jedem Polardreieck genau ein Eckpunkt, 3) mit einem Punkt alle in thn beweg- 
lichen, 4) mit drei Punkten C,,C.,C3 einer Geraden der Punkt C,, der die 
Eigenschaft hat, daB das Produkt der drei Spiegelungen an C,,C,, C3 gleich. 
der Spiegelung an C, ist. 


) Vgil. Anm. 4), 
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Beweis. Notwendig. Da® die erste Bedingung notwendig ist, haben 
wir in 1. 1,2) gesehen. Ferner kann nach 1. 1,2) von einem Polardreieck héchstens 
ein Eckpunkt eigentlich sein. Da das Axiom IV gilt, mu8 aber auch von jedem 
Polardreieck mindestens ein Eckpunkt eigentlich sein. Sind namlich zwei 
Eckpunkte eines Polardreiecks uneigentlich, so sind, wie wir in 1. 2 gesehen 
haben, ihre Polaren, also die durch den dritten Eckpunkt gehenden Seiten 
des Polardreiecks, eigentliche Geraden; der dritte Eckpunkt ist also nach 
Axiom II3 als Schnittpunkt zweier eigentlichen orthogonalen Geraden 
eigentlich. Ist schlieBlich der Punkt A ein eigentlicher Punkt und der Punkt A’ 
in A beweglich, so ist nach 1. 1, 2) der Pol P der Geraden (A A’) uneigentlich. 
A und A’ haben nach B. G., Satz 4 zwei Mittelpunkte M und M’, die mit P 
ein Polardreieck bilden und von denen also genau einer eigentlich sein muB. 
Nach dem Axiom III 3 ist daher A’ eigentlich. SchlieBlich folgt aus dem 
Axiom III 10, daB die vierte Bedingung gelten mu *!). 

Hinreichend. Durch Uberlegungen der gleichen Art erkennt man, da8 
die in dem Kriterium genannten Eigenschaften hinreichen, um die Eigentlich- 
keit der Elemente zu sichern, deren Existenz in den Existenzaxiomen des 
Axiomensystems der ordinar absoluten Geometrie 1. Stufe gefordert wird. 
Die Giiltigkeit des Axioms III 10 folgt wiederum aus der vierten Bedingung. 
DaB auch die iibrigen Axiome des Axiomensystems in einem Eigentlichkeits- 
bereich, der dem Kriterium geniigt, erfiillt sind, folgt aus Tatsachen, die in 
einer ebenen Cayleyschen Geometrie fiir beliebige Punkte und Geraden gelten. 
unter denen keine zueinander polaren Elemente vorkommen. 

Eine ordinire ebene Cayleysche Geometrie iiber dem K6érper K mit der 
quadratischen Form Q(z, 2) bezeichnen wir durch CG (K,Q). In jedem 
Punkte einer CG (K,Q) nimmt die Form Q(z, z) einen Wert an, der nur 
bis auf eine beliebige Quadratzahl aus K bestimmt ist, und, wie wir aus 
B. G., Satz 4 wissen, nimmt die Form Q(z, z) in zwei Punkten dann und 
nur dann denselben Wert an, wenn die beiden Punkte ineinander beweglich 
sind. Da nach der dritten Bedingung aus Satz 7 in einer CG (K,Q), in der 
ein Eigentlichkeitsbereich gegeben ist, mit einem Punkt die Gesamtheit der 
in ihn beweglichen eigentlich bzw. uneigentlich ist, so kiénnen wir von eigent- 


*1) Das Axiom III 10 ist im Rahmen der iibrigen Axiome Aquivalent mit der 
Aussage: Das Produkt der Spiegelangen an drei Geraden ¢,,c,,¢,, die auf einer 
Geraden g senkrecht stehen, ist identisch mit der Spiegelung an einer Geraden c,. 
die auf g senkrecht steht. Denn in A..G., Satz 20 ist gezeigt, daB diese Aussage aus 
III 10 folgt, und es ist leicht zu sehen, da8 auch die Umkehrung gilt. Die angefihrte 
Aussage ist wiederum Aquivalent mit der folgenden: Das Produkt der Spiegelungen 
an drei \Punkten C,, Cz, C,, die auf einer Geraden g liegen, ist identisch mit der 
Spiegelung”’ an einem Punkt C, der Geraden g. Denn die Spiegelungsgleichung 
C,C,C, = C, hat c,g-ge,*¢sy = ¢,g und daher die Spiegelungsgleichung C,C,C, = C, 
zur Folge. und umgekehrt. 
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lichen und uneigentlichen Formwerten sprechen. Die Abgrenzung eines Kigent- 
lichkeitsbereiches in einer CG (K,Q) mu8 daher darauf hinauslaufen, unter 
den durch die Form Q (z, z) darstellbaren Werten eine Teilmenge von eigent- 
lichen Formwerten auszuzeichnen. Wir behaupten: 

Satz 8. Die Bestimmung eines Eigentlichkeitsbereiches in einer CG (K, Q) 
ist mit der Aufgabe gleichwertig, unter den durch die Form Q (x, x) darstellbaren 
von Nuli verschiedenen Werten eine Teilmenge von eigentlichen Formwerten 
auszusondern, die die beiden folgenden Bedingungen erfiillt: 

E 1. Von den Koeffizienten jeder der zu Q(x, x) dquivalenten Diagonal- 
formen ist genau einer eigentlich. 

E2. Das Produkt von drei eigentlichen Formwerten c, , Cz, C3 ist wiederwn 
ein eigentlicher Formwert, falls es eine bindire Form 


(1) b; y? + bs y? 

gibt, die die Werte c,, cz, cg darstellt und die die Eigenschajft hat, dap die zu- 
gehérige terndre Form 

(2) bi yt + be ys + bibs ys 

2u Q(z, x) dquivalent ist. 


Zum Beweis haben wir zu zeigen, daB die Bedingung 2) aus Satz7 mit E 1. 
und daB die Bedingung 4) aus Satz 7 mit E 2 aquivalent ist. Das erste beruht 
darauf, daB die Gesamtheit der Wertetripel, die die Form Q(z, z) in den 
Eckpunkten von Polardreiecken annimmt, nichts anderes ist als die Gesamt- 
heit der Koeffiziententripel der zu Q(z, z) aquivalenten Diagonalformen. 
Sind naémlich 


(3) (6:1, 521, bs), (b: 2, bee, bse), (613, bes, bss) 


die Eckpunkte eines Polardreiecks und sind 6, , b,, bs; die Werte, die die Form 
Q(z, xz) in diesen Punkten annimmt, so transformiert die Matrix ((6,,)) 
(¢, k = 1, 2,3) die Form Q(z, z) in die Form 


(4) b; y? + by y? T bs y2 mit b, babs =c in K. 


Und ist umgekehrt ((6;,)) eine nicht singulére Matrix, die die Form Q (z, z) 
in eine Diagonalform (4) iiberfiihrt, so bilden die Punkte (3) ein Polardreieck 
der Form Q (z, z), in dessen Eckpunkten Q (zx, z) die Werte 6, , 6, , 6; annimmt. 

Um die Aquivalenz der Bedingung 4) aus Satz 7 mit E2 zu beweisen, 
machen wir zunachst zwei Vorbemerkungen: 

a) Die Werte, die die Form Q(z, z) auf den Geraden der CG (K, Q), 
die nicht Tangenten an den Kegelschnitt Q (z, z) = 0 sind, annimmt, sind 
diejenigen, die durch die binéren Formen (1) dargestellt werden, die die Eigen- 
~schaft haben, da8 die zugehérige terniire Form (2) zu Q (z, x) aquivalent ist. 
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b) Gilt fiir vier Punkte C,,C.,C3,C, die Spiegelungsgleichung 
(5) C,C.2C3 = Cy, 


so gilt fiir die in diesen Punkten angenommenen Formwerte ¢;, Ce, C3, 4 
die Gleichung 
(6) C; Co Cg = C%. 


Sind namlich (c,;, ¢,2, €,3) die Koordinaten des Punktes C, (1 = 1, 2, 3, 4), 
so ergibt sich fiir die Quaternionen aus dem der C@ (K,Q) zugeordneten 
Quaternionensystem (— a,, — 4) iiber K die Gleichung *) 


(C1 1%, +€1 9 te + Cy ty te) (Cor 41 + Coe to + Cog ty be) (Cai ty + C39 te + Cyt te) 
= (C41 11 + Cae te + Cag th 4), 


und hieraus folgt auf Grund der Normenregel die Gleichung (6), da die Norm 
eines Quaternions @, 1; + dz ig + dy i; ig gleich dem Wert ist, den die Form 
Q(z, z) in dem Punkt (d,,d., d3) annimmt. 

Nun zeigen wir, daB E 2 aus der Bedingung 4) aus Satz 7 folgt. Es seien 
C,, Cg, Cs drei eigentliche Formwerte und es sei (1) eine binare Form, die die 
drei Werte darstellt und die die Eigenschaft hat, daB die zugehérige ternire 
Form (2) zu Q (z, z) aquivalent ist. Dann gibt es nach a) eine Gerade g der 
CG (K, Q), auf der Q (x, z) gerade die durch (1) dargestellten Werte annimmt. 
Also gibt es auf g drei eigentliche Punkte C,,C.,C3; mit den Formwerten 
C;, Cg, ¢; und nach der Bedingung 4) einen eigentlichen Punkt C,, fiir den die 
Spiegelungsgleichung (5) gilt. Der Formwert im Punkte C, ist nach b) gleich 
C; Cg C3, und daher ist c, cy cg ein eigentlicher Formwert. 

Andererseits folgt die Bedingung 4) aus E2. Ist namlich E 2 erfiillt 
und sind C,,C,,C ; eigentliche. Punkte einer Geraden g und sind ¢;, C2, ¢; 
ihre Formwerte, so gibt es nach a) eine binire Form (1), die die auf g ange- 
nommenen Formwerte, insbesondere also ¢,,¢ , und c; darstellt und die die 
Eigenschaft hat, daB die zugehérige ternire Form (2) zu Q (z, 2) aquivalent 
ist. Nach B. G., Satz 7 gibt es auf g einen Punkt C,, fiir den die Spiegelungs- 
gleichung (5) gilt. C, hat nach b) den Formwert c, cy cs, der nach E 2 eigentlich 
ist. Also ist C, ein eigentlicher Punkt. 

Die Bedingung E 2 ist jedenfalls dann erfiillt, wenn die folgende ein- 
fachere Bedingung erfiillt ist: 

E 2*. Ist ein Formwert das Produkt von eigentlichen Formwerten, so ist 
er selbst ein eigentlicher Formwert. 

E 1 und E 2* bilden also zusammen ein System von hinreichenden Be- 
dingungen. In 3. 2 werden wir sehen, daB die Bedingung E 2* in dem Falle, 
da8 die Form Q (z, x) die Null darstellt, auch notwendig ist; wir werden aber 








22) Siehe B. G., 5. 
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auch fiir Formen, die die Null nicht darstellen, nur solche Eigentlichkeits- 
bereiche betrachten, fiir die E 2* gilt. 

Zwei einfache Anwendungen des Kriteriums aus Satz 8 geben die beiden 
folgenden Satze: 


Satz 9. In einer CG (K,Q), deren Form Q(z, x) in K die 1 darstellt, 
gehoren die Punkte mit dem Formwert 1 zu jedem Eigentlichkeitsbereich. 

Die gegebene Form Q(z, z) hat namlich in einem Polardreieck, in dem 
ein Eckpunkt P den Formwert 1 besitzt, die Gestalt 


(7) a? + az? + az}, 

daher mu8 nach E 1 der Formwert a uneigentlich und der Formwert | eigent- 
lich sein. Die beiden von P verschiedenen Ecken des Polardreiecks sind 
ineinander beweglich und daher kénnen auch die beiden durch P gehenden 
Seiten des Polardreiecks durch Spiegelung an einer durch P gehenden Geraden 
ineinander iibergefiihrt werden. Da8 der Formwert in einem Punkte gleich 1 


ist, bedeutet also geometrisch, daB in diesem Punkte die rechten Winkel 
halbierbar sind. 


Satz 10. Ist Q (x, x) eine Form tiber einem reellen Kérper K, die bei einer 
Anordnung von K indefinit ist, so definieren die Formwerte, die bei dieser An- 
ordnung positiv sind, einen Eigentlichkeitsbereich der CG (K, Q). 

Ist nimlich Q’ (z, z) eine zu Q (zx, x) aiquivalente Diagonalform, so miissen 
von den Koeffizienten von Q’ (z, x) bei der betrachteten Anordnung zwei 
negativ und einer positiv sein. -Denn die einzige Verteilung von positiv und 
negativ, die durch die Voraussetzung, da8 die Diskriminante von Q (z, x) 
gleich 1, also positiv ist, zugelassen wird, ist die, daB alle Koeffizienten positiv 
sind; diese Méglichkeit ist jedoch durch die Voraussetzung ausgeschlossen, 
daB Q(z, z) und daher auch Q’ (z, z) bei der betreffenden Anordnung in- 
definit sind. Also ist E 1 erfiillt; ferner ist trivialerweise E 2* erfiillt. 


3.2. Die Eigentlichkeitsbereiche der Form Q). Die Form 


(1) Qo (z, z) = 2? — x} — 2? 
stellt in jedem Kérper K alle Zahlen aus K dar; wenn daher K ein reeller 
K6rper ist, so ist die Form Qo (z, x) bei jeder Anordnung von X indefinit, 
und daher definiert nach Satz 10 jede Menge von Formwerten, die die bei 
einer bestimmten Anordnung von K positiven Werte umfaBt, einen Eigent- 
lichkeitsbereich der CG (K,Q,)). Wir werden nun zeigen, da8 hiermit bereits 
alle Eigentlichkeitsbereiche angegeben sind, die es iiberhaupt in ebenen, 
Cayleyschen Geometrien mit der Form Q(z, z) gibt. Dazu beweisen wir: 

Ist in einer CG (K, Qo) ein Eigentlichkeitsbereich gegeben, so ist von zwei 
von Nui verschiedenen Werten a, — a aus K genau einer eigentlich und mit 
zwei Werten a,6 sind auch die Werte a + 6 und ab eigentlich. 
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Aus der Gestalt der Form Qp (z, x) erkennt man zunichst unmittelbar, 
da8 der Wert 1 eigentlich und der Wert — 1 uneigentlich ist. Da ferner die 
Form Qo (z, z) nach B. G., 1 (Hilfssatz) fiir eine beliebige von Null verschiedene 
Zahl a aus K zu der Form 

2 


(2) az? — az} — 23 


aquivalent ist, so muB nach E 1, da der Wert — 1 uneigentlich ist, von den 
beiden Werten a, — a genau einer eigentlich sein. Ist etwa der Wert a eigent- 
lich, so folgt weiter aus E 1, da8 alle Werte, die auf der Polaren eines Punktes 
mit dem Formwert a angenommen werden, d. h. alle durch die binire Form 
— az; — x? darstellbaren Werte uneigentlich sind; daber miissen die durch 
die Form az? + 22 darstellbaren Werte eigentlich sein. Ferner ergibt sich aus 
E 2, da die gegebene Form die Form Q, (z, x) ist, daB das Produkt von zwei 
eigentlichen Formwerten stets ein eigentlicher Formwert ist und da8 daher 
die Bedingung E 2* erfiillt ist. Sind namlich a, b zwei eigentliche Formwerte, 
so ist z? — 22 eine binare Form, die die drei Formwerte 1, a, 6 darstellt und 
die die Eigenschaft hat, daB die zugehdrige ternire Form mit Qo (z, z) identisch 
(also erst recht zu Q) (z, x) aquivalent) ist; also ist nach E 2 in der Tat der 
Formwert ab eigentlich. Aus den beiden Regeln, daB mit einem Wert a alle 
Werte az; + 2} eigentlich sind und daB mit zwei Werten a,b der Wert ab 
eigentlich ist, ergibt sich auf Grund der Identitat 


a+b= + (ob + 0%). 


da8 mit zwei Werten a,b auch der Wert a + 5 eigentlich ist; man beachte 
nur, daB a und = denselben Wert reprisentieren. 


Damit haben wir gezeigt: wenn in einer CG (K, Qo) ein Eigentlichkeits- 
bereich existiert, so gelten fiir die Eigenschaft, ein eigentlicher Formwert 
zu sein, die Gesetze des Positivseins. Daraus folgt, daB die Abgrenzung eines 
Eigentlichkeitsbereiches nur méglich ist, wenn der Kérper K anordenbar, 
also reell ist, und da8 eine Menge von Formwerten, die einen Eigentlichkeits- 
bereich definiert, aus der Gesamtheit der bei einer Anordnung von K positiven 
Werte besteht. Wir erhalten also folgendes Ergebnis: 


Satz ll. In eimer CG (K,Qo) gibt es nur dann einen Eigentlichkeits- 
bereich, wenn der Kérper K reell ist. Ist K reell, so definieren die Mengen von 
Formwerten, die je die bei einer Anordnung von K positiven Werte umfassen, die 
Evgentlichkeitsberewhe der CG (K, Qo). 

In der CG (K, Qo) iiber einem festen Kérper K gibt es also sp viele ver- 
schiedene Eigentlichkeitsbereiche, als verschiedene Anordnungen von A 
existieren. Die Punkte mit total-positiven Formwerten gehéren jedem, die 
Punkte mit total-negativen Formwerten keinem dieser Eigentlichkeits- 
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bereiche an. Wir kénnen daher diese Punkte entsprechend als total-eigentliche 
bzw. total-uneigentliche Punkte bezeichnen. Jeder weder total-eigentliche 
noch total-uneigentliche Punkt gehért wenigstens einem Eigentlichkeits- 
bereich an und wenigstens einem nicht an. Einen eindeutig bestimmten Eigent- 
lichkeitsbereich gibt es nur in den eindeutig anordenbaren KG6rpern, d. h. in 
den Kérpern, in denen jedes von Null verschiedene Element entweder total- 
positiv oder total-negativ ist. In diesen K6rpern besitzt der Kegelschnitt 
Qo (x, z) = 0 ein eindeutig bestimmtes Inneres, das den Eigentlichkeits- 
bereich bildet. 

Zu den total-eigentlichen Formwerten gehért insbesondere der Formwert 1, 
zu den total-uneigentlichen der Formwert — 1. Die Punkte mit diesen beiden 
Formwerten lassen sich durch einfache geometrische Eigenschaften charak- 
terisieren: die Punkte mit dem Formwert —1 sind diejenigen, von denen 
aus zwei Tangenten an den Kegelschnitt Q, (z, z) = 0 gezogen werden kénnen, 
die Punkte mit dem Formwert 1 die Schnittpunkte eines Paares orthogonaler 
Treffgeraden des Kegelschnittes. Es hat namlich der Pol einer Treffgeraden 
den Formwert —1. Denn die binire Form, die durch Q(z, z) auf jeder 
Geraden der Ebene, die nicht Tangente an den Kegelschnitt ist, gegeben 
wird, mu8 auf einer Treffgeraden y? — y; sein, und daher hat ihr Pol den 
Formwert —1. Von einem Punkt aus kann man nun dann und nur dann zwei 
Tangenten an den Kegelschnitt ziehen, wenn die Polare dieses Punktes Treff- 
gerade ist; also ist der Formwert eines solchen Punktes in der Tat —1. Und 
ist ein Schnittpunkt zweier orthogonaler Treffgeraden gegeben, so haben die 
Pole dieser Treffgeraden beide den Formwert — 1, also der fragliche Schnitt- 
punkt als dritter Eckpunkt in dem durch die Pole bestimmten Polardreieck 
den Formwert 1, da das Produkt der drei Formwerte gleich 1 sein mu8. In 
den Geometrien iiber Hilbertschen Kérpern kennzeichnen die Formwerte 1 
und — 1 genau die total-eigentlichen und die total-uneigentlichen Punkte. 
In diesen Geometrien haben zudem die Schnittpunkte zweier orthogonaler 
Treffgeraden die Eigenschaft, daB jede Gerade durch sie Treffgerade ist. 
Denn dafiir, daB alle Geraden durch einen Punkt Treffgeraden sind, ist offen- 
bar notwendig und hinreichend, da8 alle Punkte seiner Polaren den Formwert 
—1 haben. Ist nun ein Schnittpunkt orthogonaler Treffgeraden, also ein 
Punkt mit dem Formwert 1 gegeben, so ist die binére Form auf seiner Polaren 
— (y? + y2); die Punkte der Polaren haben also gerade dann sémtlich den 
Formwert — 1, wenn aus jeder Summe von zwei Quadraten die Wurzel ge- 
zogen werden kann. 

Von besonderem Interesse sind unter den Geometrien mit der Form 
Qo (x, z) die tiber den reellen quadratisch abgeschlossenen Kérpern. In diesen 
eindeutig anordenbaren Kérperri gibt es an von Null verschiedenen Form- 
werten nur die beiden Werte 1 und —1. Daher ist in den Geometrien iiber 














218 F. Bachmann. 


diesen Kérpern die Einteilung der Punkte der Ebene in Punkte des Kegel- 
schnitts, in Schnittpunkte zweier orthogonaler Treffgeraden und in Punkte, 
von denen aus zwei Tangenten an den Kegelschnitt gezozen werden kénnen, 
eine vollstandige Disjunktion. Daher kénnen in diesen Geometrien die eigent- 
lichen Punkte als die Schnittpunkte zweier orthogonaler ‘"reffgeraden, als 
die Punkte, durch die keine Tangenten des Kegelschnitts gehen, oder 
nach dem oben Gesagten auch als die Punkte mit der E'genschaft, daB 
jede Gerade durch sie Treffgerade ist, definiert werden. Die letztgenannte 
Eigenschaft hat Liebmann**) zur Definition des Innerer eines Kegel- 
schnitts verwendet. Die angefiihtten Definitionen, die Anordnungsbegriffe 
vermeiden, sind jedoch nur in den Geometrien iiber den reellen qua- 
dratisch abgeschlossenen Kérpern, also nur in den Geometrien iiber speziellen 
eindeutig anordenbaren Kérpern méglich. 

3.3. Beispiele von Eigentlichkeitsbereichen fiir Formen, die die 
Null nicht darstellen. Nach B. G., 1 (Hilfssatz) gibt es zwar iiber jedem Kérper 
genau eine Klasse von ternaren Formen mit der Diskriminante 1, die die Null 
darstellen, dagegen laBt sich iiber die Zahl der Klassen nicht-aiquivalenter 
quadratischer Formen, die die Null nicht darstellen, keine allgemeine Aussage 
machen. Notwendig und hinreichend dafiir, daB es iiber einem Koérper K 
iiberhaupt eine ternére quadratische Form gibt, die die Null nicht darstellt, 
ist, daB wenigstens eine binire quadratische Form in K die Zahl —1 nicht 
darstellt. 

Durch die Frage nach einem Eigentlichkeitsbereich wird der Kreis der 
Kérper noch weiter eingeschrinkt; denn z. B. in den reellen quadratisch 
abgeschlossenen Kérpern gibt es ternire Formen, die die Null nicht darstellen, 
aber diese Formen sind (soweit ihre Diskriminante | ist) alle zu der Form 
(1) Q: (z, z) = 22+ 2? + 2? 
aquivalent, zu der es in keinem Kérper einen Eigentlichkeitsbereich geben 
kann. 

Nun existiert in reellen Kérpern nach Satz 10 zu Formen, die die Null 
nicht darstellen und die bei wenigstens einer Anordnung des K6rpers indefinit 
sind, ein Eigentlichkeitsbereich. Da8 es in reellen Kérpern auch zu Formen, 
die stets definit sind, Eigentlichkeitsbereiche geben kann, lat sich an Formen 
iiber dem Kérper der rationalen Zahlen leicht nachweisen. Die verschiedenen 


%) H. Liebmann, Synthetische Geometrie, Leipzig-Berlin 1934, 8.37. (Aus 
unseren Uberlegungen folgt, daB die Formulierungen des E. P.-Axioms auf S. 23 
und 8.37 des Liebmannschen Buches nicht dquivalent sind.) — Zusatz bei 
der Korrektur: Zur algebraischen Bedeutung der Liebmannschen Axiome und 
Definitionen vg). auch die Arbeit von O. Bottema, Zur Axiomatik der projektiven 
Geometrie, Monatsh. Math. Phys. 47, 8. 234—239, 1939, die mir erst jetzt bekannt 
geworden ist. ; 
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Quadratklassen **) dieses Kérpers lassen sich normiert durch 1, — 1 und die 
Produkte verschiedener Primzahlen mit positivem oder negativem Vorzeichen 
reprasentieren. Wir denken uns die Formen im rationalen Zahlkérper so nor- 
miert, daB auch die Koeffizienten ganz und quadratfrei sind. Es gilt nun 


Satz 12. Uber dem Kérper der rationalen Zahlen definieren die Form- 
werte, die die Primzahl p nicht als Faktor enthalten, einen Eigentlichkeits- 
bereich der ebenen Cayleyschen Geometrie mit der Form 


(2) Q, (z, 2) = af + pay + pay, 
falls p = 3 (mod 4) ist. 


Die Eigenschaft, ein nicht durch p teilbarer Formwert zu sein, erfiillt 
offenbar die Bedingung E 2* aus 3.1. Wir haben daher zum Beweis nur 
zu zeigen, daB von den Koeffizienten jeder der zu Q, (z, z) aquivalenten 
normierten Diagonalformen genau einer nicht durch p teilbar ist, daB also 
stets genau zwei durch p teilbar sind. Durch die Forderung, da8 die Diskri- 
minante | ist, wird ausgeschlossen, da8 nur einer oder alle drei Koeffizienten 
durch p teilbar sind. Es bliebe also nur die Méglichkeit, daB alle drei Koeffi- 
zienten nicht durch p teilbar waren, da8B also Q,(z, z) zu einer Form der 
Gestalt 


(3) a, 2? + agai + ajaga? 


aquivalent wire, in der a, und a, ganze quadratfreie Zahlen waren, in denen p 
nicht aufginge. DaB dies nicht der Fall ist, lat sich etwa mit Hilfe der 
Minkowskischen Einheiten 25) leicht zeigen. Die Einheit C, ist namlich fiir 
eine solche Form gleich 1, da allgemein C, (Q) = 1 ist, falls p im Produkt der 
Koeffizienten von Q (x, x) nicht aufgeht; dagegen ist C, fiir die Form Q,(z, x) 
gleich dem Legendreschen Symbol (=). also gleich —1. 

Offenbar ist in Satz 12 die Voraussetzung, daB p = 3 (mod 4) ist, not- 
wendig, denn fiir p = 1 (mod 4) ist die Form Q, (z, z) zu Q, (x, x) aquivalent. 

In Verallgemeinerung von Satz 12 lassen sich leicht weitere Aussagen 
liber Eigentlichkeitsbereiche iiber dem Kérper der rationalen Zahlen machen; 
so gilt: Uber dem Korper der rationalen Zahlen sei eine Form der Gestalt (3) 
gegeben, wo a, und a, ganze quadratfreie Zahlen seien, und es sei p eine unge- 
rade Primzahl, die Teiler von a,, aber nicht von a; ist; dann definieren die 


*4) In einem Kérper K soll unter einer Quadratklasse eine Menge verstanden 
werden, die alle von Null verschiedenen Elemente aus K umfaBt, die sich nur um einen 
Faktor unterscheiden, der in K Quadratzahl ist. _ 

*) H. Minkowski, Uber die Bedingungen, unter denen zwei quadratische Formen 
mit rationalen Koeffizienten ineinander rational transformiert werden kénnen. Ges. 
Abh., Bd. I, 8. 219, Leipzig 1911. Vgl. K. Reidemeister, Knotentheorie, Erg. d. Math. 
{1, S. 29, Berlin 1932. 
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nicht durch p teilbaren Formwerte einen Eigentlichkeitsbereich der ebenen 
Cayleyschen Geometrie mit dieser Form, falls (=+) = —1 ist. 

Die Uberlegungen lassen sich aber auch auf p-adische und damit auf 
nicht reelle Kérper iibertragen: Uber den p-adischen Kérpern K, (p eine 
ungerade Primzahl) gibt es zu jeder Form Q (z, x), die die Null nicht darstellt, 
einen Eigentlichkeitsbereich der CG (K,,Q). Wir benutzen zum Beweis die 
folgenden Tatsachen iiber p-adische Korper und ternére quadratische Formen 
in ihnen: 

1. Es gibt in K, genau vier verschiedene Quadratklassen, die durch 
die vier Zahlen 
(4) 1, , p, pw 





reprasentiert werden, wo w eine primitive (p — 1)-te Einheitswurzel ist *). 
2. Zwei ternare quadratische Formen in K, 
Q (x, z) = a, 2? + agz? + ajagzf und Q’(z, 2) = aa} + agzz + aja,az? 
sind dann und nur dann in K, dquivalent, wenn die Hilbertschen Symbole 
_ (— 4» — 4 _ (—%,— 4% 
¢,(Q) = (==) und, (Q’) = (—“—2) 
denselben Wert haben. c,(Q) = 1 bedeutet, daB Q(z, z) in K, die Null 
darstellt 27). 
3. Der Wert des Hilbertschen Symbols ist 


(=v 


wenn a4 = p*' wa? und b = p*? wb mit a,,8,(i = 1,2) gleich Null 
oder Eins angibt, welcher von den vier Quadratklassen a und 6 an- 
gehoren 28). 

Wir fragen nun, welche ternaren Diagonalformen der Diskriminante | 
in einem p-adischen Kérper die Null nicht darstellen. Offenbar sind nach 2. 
in einem K, alle Formen mit dieser Eigenschaft zueinander dquivalent. 
Wir denken uns — analog wie im Falle des rationalen Zahlenkérpers — die 
quadratischen Formen in K, so normiert, daB nur die vier Zahlen (4) als 
Koeffizienten auftreten. Von diesen normierten Formen gibt es nur die mit 
den folgenden fiinf Koeffiziententripeln: 


(5) (i,1,1) (1,, w) (1, p, p) (1, pw, pw) (w, p, pw). 


Gy Hg + @ fg +2); 
’ 


*6) K. Hensel, Zahlentheorie, Berlin-Leipzig 1913, 8. 298. 

27) H. Hasse, Uber die Darstellbarkeit von Zahlen durch quadratische Formen 
im Kérper der rationalen Zahlen, Journ. reine angew. Math. 152 (1923), S. 129. Satz 4: 
und: Uber die Aquivalenz quadratischer Formen im Kérper der rationalen Zahlen, 
ebenda 8S. 205, Satz 2. 

%) Hensel, a. a. O., 8. 328. 
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Im Falle p =1 (mod 4) stellt von diesen Formen, wie man durch Be- 
rechnung des Hilbertschen Symbols bestatigt, nur die fiinfte 
(6) Qe,» (Z, 2) = wat + pay + pwrs 
die Null nicht dar. In diesem Falle ist w eine 4m-te Einheitswurzel und daher 
nebenbei — 1 in K, Quadrat. Im Falle p = 3 (mod 4) ist — 1 eine ungerade 
Potenz der in K, enthaltenen Einheitswurzel, und wir kénnen daher die durch 
w und pw dargestellten Quadratklassen aus K, auch durch —1 und — p 
reprasentieren. Mit Hilfe des Hilbertschen Symbols stellt man nun fest, daB 
von den Formen (5) die dritte, d.h. Q, (z, z), und die vierte 
(7) Q_,(z, 2) = 2} — pay — px} 
die beiden einzigen sind, die die Null nicht darstellen. Da in diesem Falle 
die erste von den Formen (5), d. h. Q; (z, z), die Null darstellt, so ist — 1 
in K, Summe von zwei Quadraten; die p-adischen Kérper sind also in der 
Tat nicht reell. , 

Es gibt, wie wir sehen, in jedem K, eine Klasse ternérer quadratischer 
Formen, die die Null nicht darstellen, und daher genau eine ebene Cayleysche 
Geometrie, deren definierende Form die Null nicht darstellt. Im Falle 
p = 1 (mod 4) ist Q,, , (x, x) die definierende Form, die nur zu sich selbst aqui- 
valent ist. In jeder zuQ, , (x, x) aquivalenten Diagonalform ist also ein Koeffi- 
zient gleich w, ein zweiter gleich p und der dritte gleich pw, und daher bilden, 
da ferner die Bedingung E 2* aus 3. 1 erfiillt ist, sowohl die Punkte mit dem 
Formwert w als die Punkte mit dem Formwert p als auch die Punkte mit 
dem Formwert pw je einen Eigentlichkeitsbereich der ebenen Cayleyschen 
Geometrie CG (K,,Q,,). Es gibt also in dieser Geometrie genau drei punkt- 
fremde Eigentlichkeitsbereiche. Ist p=3(mod4), so kann Q,(z, z) als 
definierende Form gewahlit werden. Sie ist nur zu sich und zu Q_, (z, 2) 
aquivalent, und es ist also genau ein Koeffizient jeder der zu Q, (z, z) aqui- 
valenten Diagonalformen gleich 1. Die Punkte mit dem Formwert | bilden 
also, da zudem die Bedingung E 2* erfiillt ist, einen Eigentlichkeitsbereich 
der ebenen Cayleyschen Geometrie CG (K,,Q,). Dieser Eigentlichkeits- 
bereich ist der einzige, da ja aus der Gestalt von Q,(z, +) und Q_, (2, 2) 
unmittelbar folgt, daB die beiden anderen Werte p und —p, die die defi- 
nierenden Formen annehmen, uneigentlich sind (vgl. auch Satz 9). Wir 
haben damit bewiesen 

Satz 13. Uber jedem p-adischen Kérper (p eine ungerade Primzahl) gibt 
es genau eine ebene Cayleysche Geometrie mit einer Form. die die Null nicht 
darstellt. In dieser Geometrie gibt es im Falle p = 1 (mod 4). in dem (6) die 
definierende Form ist, drei punktjremde Eigentlichkeitsbereiche und im Falle 
p =3 (mod 4), in dem (2) als die definierende Form gewiihlt werden kann, 
einen eindeutig bestimmten Eigentlichkeitsbereich. 

Mathematische Annalen. 117. 16 
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§ 4. 
Stufen der ordinir absoluten Geometrie. 


4.1. Ordinir absolute Geometrie 1. Stufe. Aus der Definition des 
Eigentlichkeitsbereiches in 3.1 folgt unmittelbar 

Satz 14. Das algebraische Aquivalent einer ordindr absoluten Geometric 
1. Stufe ist die Geometrie in einem Eigentlichkeitsbereich einer CG (K, Q). 

Fiir die hyperbolische Geometrie kénnen wir auf Grund von Satz 11 
genauer sagen: 

Satz 14a. Das algebraische Aquivalent einer hyperbolischen Geometrie 
1. Stufe ist die Geometrie in einem Bereich solcher Punkte einer CG (K, Qo) tiber 
einem reellen Kérper K, deren Formwerte bei einer Anordnung von K siimtlich 

Aus diesem Satz folgt insbesondere, da8 es keine endliche hyperbolische 
Geometrie gibt; da jede ternire Form iiber einem endlichen K6rper die Null 
darstellt **), gilt allgemeiner: es gibt (unter Voraussetzung des Axioms IV) 
keine ordindr absolute Geometrie aus endlich vielen Punkten und Geraden. 

Wie steht es nun mit der Anordenbarkeit der ordinir absoluten Geo- 
metrien 1. Stufe? Wir werden eine ordinir absolute Geometrie wiederum 
geordnet nennen, wenn in ihr ein Begriff ,,Zwischen“ erklart ist, fiir den die 
Hilbertschen Anordnungsaxionie gelten. Wir definieren nun noch: eine ebene 
Cayleysche Geometrie CG (K,Q) hei&t geordnet, wenn in ihr eine Relation 
»Trennen“ fiir je zwei Punktepaare erklairt ist und wenn fiir diese Relation 
die in der projektiven Geometrie geforderten Anordnungsaxiome ™) giiltig 
sind. Es ist klar, daB jede Anordnung des Kérpers K eine solche Avordnung 
der CG (K,Q) induziert und daB umgekehrt jede Anordnung der CG (K, Q) 
eine Anordnung des Kérpers zur Folge hat. In einer geordneten ebenen 
Cayleyschen Geometrie bezeichnen wir eine Punktmenge M als konvex, 
wenn ein Paar A, B von Punkten aus M niemals durch ein Paar U, V von 
Punkten, die Pacht zu M gehéren, getrennt wird. Wir wollen nun zeigen 

Satz 15. Eine ordindr absolute Geometrie ist dann und nur dann anorden- 
bar, wenn die zugehérige ebene Cayleysche Geometrie sich so anordnen laft, dap 
der Eigentlichkeitsbereich, in dem die Geometrie erklirt ist, bei dieser Anordnung 
konvex ist. 

Beweis. Es sei zunichst in einer ebenen Cayleyschen Geometrie ein 
Eigentlichkeitabereich € gegeben, in dem die Zwischenaxiome gelten. Wahlt 
man die Polare eines eigentlichen Punktes als unendlich ferne Gerade, so 


**) Das einer terndren Form nach B. G., Satz 2 sugeordnete Quat 
serfillt, da es keine endlichen Schiefkérper gibt. 
**) O. Veblen and J. W. Young, Projective Geometry, Boston 1918, Vol. II, Ch. 2. 
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1a8t sich der in € gegebene Zwischenbegriff derart erweitern, daB die Zwischen- 
axiome in der so erklarten affinen Ebene giiltig sind. Fiir die ebene Cayleysche 
Geometrie kann man dann in bekannter Weise eine Relation ,,Tre ss 
definieren, fiir die die projektiven Anordnungsaxiome gelten. Die ebene 
Cayleysche Geometrie ist also geordnet. Da8 € bei dieser Anordnung konvex 
ist, folgt daraus, da8 in € das Axiom von Pasch (das Hilbertsche Axiom II 4) 
gilt. Sind nimlich A und B zwei Punkte aus € und ist U ein-beliebiger Punkt 
der affinen Ebene, der zwischen A und B liegt, so mu8 U zu € gehéren. Denn 
sind C und D zwei Punkte aus €, die nicht der Geraden (4 B) angehéren, 
und liegt D zwischen B und C, so gehért U als Schnitt- 

punkt der Geraden g = (DU) mit der Geraden (A B) 

auf Grund des Axioms von Pasch zu €, da der Schnitt- 

punkt der Geraden g mit der Geraden (AC), wie aus der , 
Giiltigkeit des Axioms. von Pasch in der affinen Ebene 

hervorgeht, nicht zwischen A und C liegt. Wird nun ’ 

das eigentliche Punktepaar A,B durch ein Punkte- Fig. 8. 

paar U,V getrennt, so liegt einer von den Punkten U und V zwischen 4 
und B und gehért also zu €. Es gibt also kein Paar von nicht zu € gehérigen 
Punkten, das das Paar A, B trennt. 

Umgekehrt sei nun in einer geordneten ebenen Cayleyschen Geometrie ein 
konvexer Eigentlichkeitsbereich € gegeben. Man wihle dann eine feste 
Gerade p, die Polare eines eigentlichen Punktes ist, und definiere, daB U 
zwischen A und B liegt, wenn U und der Schnittpunkt V von p mit der 
Geraden (A B) das Punktepaar A, B trennen. Fiir die so definierte Zwischen- 
Relation gelten in der affinen Ebene mit p als unendlich ferner Geraden die 
Zwischenaxiome. Es ist zu zeigen, daB die Zwischenaxiome auch fiir die Punkte 
aus € allein gelten. Dies ist klar fiir die Hilbertschen Axiome II 1 und II3, 
die nur formale Eigenschaften der Zwischen-Relation ausdriicken. Die Hilbert- 
schen Axiome II 2 und II 4, die Existenzaussagen enthalten, ergeben sich 
unter Benutzung der Konvexitaét von €. Sind zunichst A und B zwei Punkte 
aus €, so gehért der durch Spiegelung von A an B entstehende Punkt A’ 
zu € und es liegt B zwischen A und A’; denn B ist Mittelpunkt von A und 
A’, und wenn B nicht zwischen A und A’ lage, so wiirde, da harmonische 
Punktepaare sich trennen, der zu B polare Punkt B’, der nicht zu € gehért. 
zwischen A und A’ liegen und € ware hicht konvex. Also gilt das Hilbertsche 
Axiom II 2. Um schlieBlich die Giiltigkeit des Hilbertschen Axioms II 4 nach- 
zuweisen, betrachten wir ein Dreieck A BC, dessen Eckpunkte zu € gehéren, 
und eine Gerade g, die nicht durch A geht und die die Gerade (BC) in einem 
Punkte D aus € trifft, der zwischen B und C liegt. Da die Zwischenaxiome 
in der affinen Ebene gelten, schneidet g entweder die Strecke AB oder die 
‘Strecke AC in einem inneren Punkt; es sei etwa das erste der Fall und U 
15* 
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der Schnittpunkt, der also zwischen A und B liegt. Wegen der Konvexitat 
gehért U zu €. 

Satz 16. In einem reellen Korper K sei eine Form 
(1) Q (x, 2) = a, 22 + aga? + a,a,22° 
gegeben, die bei einer Anordnung « von K indefinit sei. Der Eigentlichkeitsbereich 
der Punkte, deren Formwerte bei der Anordnung « positiv sind, ist bei der durch a 
induzierten Anordnung der CG (K,Q) konvez. 

Beweis. Es sei a, derjenige der drei Koeffizienten der Form Q (z, z), 
der bei der Anordnung « positiv ist. In der gem&B a geordneten ebenen 
Cayleyschen Geometrie betrachten wir die euklidische Pseudogeometrie*!) mit 


dem Aufpunkt (1, 0, 0) und der Geraden z,; = 0 als unendlich ferner Geraden 
und fiihren affine Koordinaten ein: 


(2) = =, & = 2: 
Die Form Q(z, z) geht dann iiber in die Form 
a, — BE, é), 
wo 
(3) B (&, &) = — (ag &} + ay ae €3) 


eine binire positiv-definite Form ist. Ein Punkt § = (&,, &) gehért dem 
Eigentlichkeitsbereich an, wenn bei der Anordnung « 
B(é,&) <a, 


ist. Es seien nun € und 7 = (nm, 42) zwei eigentliche Punkte, es sei also auch 


B (n,n) <a 
und es sei 


(4) -Ayé + don = (AE: + dem, Arges + Agnes) mit 4,,4g > 0,4, + 4g = 1 
ein Punkt, der zwischen é und 7 liegt. Wenn man nun benutzt, daB wegen 
der Definitheit der Form (3) die Ungleichung 

2 B(E,n) S B(E, &) + B(n,n) 
yilt, so erhalt man 
(5) B(ApE + Aen, AE + Aen) SA, BCE, &) + Ag Bln, n) <a. 
Also ist auch der Zwischenpunkt (4) eigentlich. Hieraus folgt, da8 der Eigent- 
lichkeitsbereich bei der betrachteten Anordnung konvex ist. 


Wir erhalten nun folgende Resultate iiber die Anordenbarkeit der 
ordinaér absoluten Geemetrien 1. Stufe: 


Satz17. Bine hyperbolische Geometrie 1. Stufe ist stets eindeutig anordenbar. 


31) Siehe M.F., §1. 
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Beweis. Die hyperbolische Geometrie sei als die Geometrie in einem 
Eigentlichkeitsbereich € der zugehérigen CG (K,Qo) gegeben. Aus Satz l4a 
folgt, daB der Kérper K der Geometrie reell ist und da8 es eine Anordnung « 
von K gibt, bei der alle Punkte von € und nur sie positiven Formwert haben. 
Nach Satz 16 ist € bei der durch « induzierten Anordnung der CG (K, Qo) 
konvex, und daher gelten nach Satz 15 in € die Zwischenaxiome. Damit ist 
fiir die hyperbolische Geometrie eine Anordnung gegeben. 

Ist andererseits «* eine von « verschiedene Anordnung des Kérpers K, 
so ist € bei der durch a* induzierten Anordnung der CG (K, Qo) nicht konvex. 
Ist namlich nach Einfiihrung der homogenen Koordinaten (2) (€,,0) ein 
Punkt aus €. dessen Formwert bei der Anordnung «* negativ ist, 


(6) 1 — §? <0, 


so liegt der zu (&,, 0) polare Punkt (= : 0) bei der durch «* induzierten An- 


ordnung zwischen den Punkten (0, 0) und (&,,0); es liegt also ein Punkt, 
der nicht zu € gehért, zwischen zwei Punkten aus €; € ist also bei dieser 
Anordnung nicht konvex. Hieraus folgt, daB € nur auf eine Weise angeordnet 
werden kann. 


Ist schlieBlich €' ein von € verschiedener Eigentlichkeitsbereich der 
CG (K,Qo). in dem dieselbe hyperbolische Geometrie gilt, so gibt es einen 
Automorphismus von K, der € in €’ iiberfiihrt, und dieser Automorphismus 
fiihrt auch die Anordnung, bei. der € konvex ist, in die Anordnung iiber, 
bei der €’ konvex ist. 


Satz 18. Es gibt sowohl anordenbare als nicht anordenbare elliptisch 
absolute Geometrien 1. Stufe; und zwar gibt es nicht anordenbare elliptisch absolute 
Geometrien sowohl iiber anordenbaren als iiber nicht anordenbaren Kérpern. 


Ist Q (x, z) eine indefinite Form iiber einem geordneten Kérper K, die 
die Null nicht darstellt, so bilden die positiven Formwerte nach Satz 10 einen 
Eigentlichkeitsbereich, der nach Satz 16 bei der durch die Anordnung des 
Korpers induzierten Anordnung der CG (K,Q) konvex ist. Daher ist nach 
Satz 15 die in diesem Eigentlichkeitsbereich giiltige elliptisch absolute Geo- 
metrie anordenbar. — Beispiele von nicht anordenbaren elliptisch absoluten 
Geometrien sind die in den Eigentlichkeitsbereichen der CG (K,,Q) iiber 
den p-adischen Kérpern K, (Satz 13); die Nicht-Anordenbarkeit dieser 
Geometrien folgt daraus, daB die Kérper K, nicht reell sind. Es gibt aber 
auch nicht anordenbare elliptisch absolute Geometrien iiber anordenbaren 
Kérpern. Dies zeigen die Geometrien in den Eigentlichkeitsbereichen der 
CG (R, Q,) tiber dem K6rper R der rationalen Zahlen (Satz 12); diese Kigent- 
lichkeitsbereiche sind nimlich (bei der eindeutigen Anordnung, die durch 
die Anordnung des Kérpers R induziert wird) nicht konvex, da z. B. die eigent- 














226 F. Bachmann. 


lichen Punkte (1, 0,0) und (1, 1, 0) mit den Formwerten 1 und 1 + p durch 
die uneigentlichen Punkte (p, 1, 0) und (0, 1, 0) mit den Formwerten p (p + 1) 
und p getrennt werden. 


4.2. Die ordinir absolute Geometrie 2. Stufe. Die ordinir absolute 
Geometrie 2. Stufe sei durch Hinzunahme des Axioms der Streckenabtragung 
III 11 zu den Axiomen der ordinir absoluten Geometrie 1. Stufe definiert. 
Wie wir in 1. 3 gesehen haben, sind dann alle (eigentlichen) Winkel halbierbar. 

Wir stellen nun die folgende Frage: Welche ebenen Cayleyschen Geo- 
metrien haben die Eigenschaft, da8 in ihnen ein Eigentlichkeitsbereich so 
abgegrenzt werden kann, daf in den eigentlichen Punkten alle Winkel 
halbierbar sind ? 

Aus der Tatsache, da8 die Winkel in jedem eigentlichen Punkt halbier- 
bar sein sollen, folgt, daB in einer ebenen Cayleyschen Geometrie der ver- 
langten Art alle eigentlichen Geraden ineinander beweglich sind. Daher 
sind alle uneigentlichen Punkte (mit Ausnahme der Punkte auf dem Kegel- 
schnitt, falls solche existieren) ineinander beweglich und haben daher simt- 
lich den gleichen Formwert, etwa —a. Die Form muB daher in jedem 
Polardreieck von der Gestalt 
(1) a? — az? — az} 
sein, alle eigentlichen Punkte haben also den Formwert 1 (dies folgt auch 
unmittelbar aus der Bemerkung zu Satz 9). Da alle eigentlichen Punkte 
gleichen Formwert haben, sind zudem alle eigentlichen Strecken halbierbar; 
und da sich aus Winkel- und Streckenhalbierbarkeit zusammen in bekannter 
Weise die Streckenabtragbarkeit ergibt, folgt aus der Winkelhalbierbarkeit 
das Axiom III 11. 

Es ist daher dafiir, daB in einer ebenen Cayleyschen Geometrie ein 
Eigentlichkeitsbereich existiert, in dessen Punkten alle Winkel halbierbar 
sind oder, was wir jetzt damit als gleichwertig erkannt haben, in dem das 
Axiom III 11 gilt, notwendig und auch hinreichend, da8 die Form der Geometrie 
auBer dem Wert Null, falls sie diesen darstellt, genau die zwei verschiedenen 
Werte 1 und — a darstellt und da8 in jedem Polardreieck in einem Eckpunkt 
der Formwert 1 und in den beiden anderen der Formwert —a angenommen 
wird. In welchen Kérpern kann nun eine Form mit diesen Eigenschaften 
existieren ? 

Zuniachst mu8 der Kérper ein Hilbertscher Kérper-sein. Denn die binare 
Form auf der Polaren eines eigentlichen Punktes lautet ja — a (zj + 2}) 
und, da alle ihre Werte bis auf einen quadratischen Faktor gleich —a sein 
miissen, mu8 sich aus jeder Summe von zwei Quadraten die Wurzel ziehen 
lassen. Und — 1 darf nicht Quadrat sein; denn sonst wiirde die Form 2? + 2 
die Null und also die Zah] — a darstellen; es lieBe sich also aus — a die Wurzel 
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ziehen und die Quadratklasse —a wire nicht von der Quadratklasse 1 ver- 
schieden. 

Da der gesuchte Kérper ein Hilbertscher ist, lassen sich die Zahlen, 
die die Form (1) darstellt und die (mit Ausnahme der Null) als Koeffizienten 
der zu ihr aquivalenten Diagonalformen auftreten, durch die Form z* — ay* 
darstellen, und es gibt, da die Zahl a nicht zur Quadratklasse —1 gehért, 
eine Anordnung des Kérpers, bei der a positiv ist. Bei dieser Anordnung 
ist die Form (1) indefinit und von den Koeffizienten der aquivalenten Diagonal- 
formen muB stets der positive zur Quadratklasse 1 und die beiden negativen 
zur Quadratklasse — a gehéren. Es miissen daher bei dieser Anordnung alle 
Ausdriicke 


(2) a? — ay*® mit 2 —ay*>0 
zur Quadratklasse 1 und alle Ausdriicke 
zt — ay mit 2 — ay? <0 


zur Quadratklasse —a gehéren. Die zweite Forderung folgt aus der ersten, 
denn nach der ersten gehéren ja die Ausdriicke 


y —a(=) mit y?—a(=)'>0, also mit z* —ay*< 0 


zur Quadratklasse 1. Notwendig und hinreichend dafiir, da8 in einem Korper 
eine Form der gesuchten Art existiert, ist also, da der Kérper Hilbertsch 
ist und da8 bei einer Anordnung, bei der a positiv ist, die Quadratwurzeln 
aus allen Ausdriicken (2) existieren. 

Es gibt zunichst Kérper der gekennzeichneten Art, in denen a eine 
Quadratzahl ist. Dann und nur dann stellt die Form die Null dar und ist 
daher aquivalent zu Qo (z, z), und die Existenz der Quadratwurzeln aus den 
Ausdriicken (2) bedeutet, daB der Kérper reell quadratisch abgeschlossen 
ist. In diesen Kérpern gibt es nur die beiden Quadratklassen 1 und — I, 
und daB in den ebenen Cayleyschen Geometrien tiber ihnen die Punkte, in 
denen Q, (z, z) den Formwert 1 annimmt, einen Eigentlichkeitsbereich bilden, 
haben wir bereits in 3.2 gesehen. Wir erhalten daher 

Satz 19. Das algebraische Aquivalent einer hyperbolischen Geometrie 
2. Stufe ist die . ometrie in dem Bereich der Punkte mit dem Formwert | in 
der CG (K,Qo) tiber einem reellen quadratisch abgeschlossenen Korper K. 

Wir wenden uns nun dem Falle zu, da8 a nicht eine Quadratzahl des 
betrachteteu Kérpers ist, und fragen also, ob es Hilberteche Korper gibt, 
die eine Zahl a mit der Eigenschaft enthalten, daB weder a noch —a Quadrat- 
zahl ist und da8 bei einer Anordnung, bei der a positiv ist, die Quadratwurzeln 
(2) existieren. Die Form (1) stellt dann die Null nicht dar, und unsere Frage 
ist also, ob es elliptisch absolute Geometrien 2. Stufe gibt. Die Antwort gibt 
der folgende Satz: 
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Satz 20. Ist K ein abzdhlbarer geordneter Kérper und a ein positives 
Element aus K, das in K nicht als Summe von Quadraten darstellbar ist, so 
gibt es zu K einen geordneten Erweiterungskérper, dessen Anordnung eine Fort- 
setzung der Anordnung von K ist und in dem die Operationen 


(3) ¥e+y, Va? —ay? fir 2? —ay?>0 


stets ausfiihrbar sind, in dem aber a nicht Quadratzahl ist. 


Es sei A* cler geordnete reell abgeschlossene Erweiterungskérper von K. 
Man betrachte nun den Teilkérper von A*, der sich aus K durch endlich 
haufige Anwendung der rationalen Operationen und der beiden Operationen 


l¥i+o2|, |¥l—ao2| mit i —aw? >0 


ergibt. wo ~ ein bereits auf diese Weise entstandenes Element ist. Dieser 
K6rper lat sich als Vereinigungsmenge einer abzahlbaren Folge von Kérpern 
darstellen, die mit dem Korper K beginnt und in der jeder spatere Kérper L’ 
aus dem vorangehenden Kérper Z durch Adjunktion eines Ausdrucks ¥1 + w* 
oder eines Ausdrucks ¥1 — aq@* mit 1 — aq@* > 0 hervorgeht. Die An- 
ordnung von L’ ist dabei dadurch festgelegt. daB die Anordnung von L er- 
halten bleibt und daB das adjungierte Element positiv gerechnet wird. Wir 
zeigen nun, daB jeder K6érper der Folge die Eigenschaft-hat, daB a in ihm 
nicht als Summe von endlich vielen Quadraten darstellbar ist. Daraus folgt 
dann offenbar, daB a auch in der Vereinigungsmenge nicht Summe von 
Quadraten und also gewiB nicht Quadrat ist. 

Nach Voraussetzung ist a in K nicht Quadratsumme. 

Es sei nun L irgendein K6rper der Folge und a in LZ nicht als Quadrat- 
summe darstellbar. 

L’ sei aus L durch eine Erweiterung erster Art entstanden, Angenommen 
nun, @ ware in L’ durch eine Summe von Quadraten darstellbar: 


m = 
: s (a + y, V1 +o?) 
‘= 
= Lai+ Lyi + Lyio*® +2L2,y¥, V1 + a. 
Da V1 -o® nicht in L liegt, muB Sz,y, =90 sein. Also wire a, entgegen 
der Induktionsannahme, bereits in ZL Summe von Quadraten gewesen. 


L’ sei nun durch eine Erweiterung zweiter Art entstanden. Wir nehmen 
wiederum an, @ sei in L’ als eine Summe von Quadraten darstellbar: 


m 

= (4, + y% V1 — aw?) 

i=l 

S2?+ Ly} —alyio’® +22 2,4, Vl —ao*. 


~ 
|! 


a 
I 
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Aus dieser Gleichung folgt wieder Yz,y, = 0. Daher ergibt sich 


22} + Zy? 
*=TFlyo’ 


da ein Quotient von Quadratsummen in einem K6rper selbst Quadratsumme 
ist, miiBte wiederum a bereits in Z Summe von Quadraten gewesen sein, 
im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. 


Die Hilbertschen Kérper, in denen es eine Zahl a mit der Eigenschaft 
gibt, daB weder a noch —a Quadratzahl ist und die Quadratwurzeln aus 
den mit a gleichzeitig positiven Ausdriicken z* — a y* existieren, konnen auch 
als die Hilbertschen K6érper gekennzeichnet werden, in denen es auBer dem 
Paar 1, — 1 von Quadratklassen, das in jedem reellen K6rper existiert, noch 
genau ein anderes Paar a, — a von Quadratklassen gibt, d.h. also als die 
Hilbertschen Kérper, in denen es genau die vier verschiedenen Quadratklassen 


(4) 1, —1,6, -6 


gibt. Ist naémlich K ein Kérper der zuerst genannten Art, so gibt es in K 
diese vier verschiedenen Quadratklassen; es gibt jedoch auch keine weiteren. 
Denn offenbar geht K durch Adjunktion von Va in einen reellen quadratisch 
abgeschlossenen K6rper iiber. Von zwei von Null verschiedenen Zahlen c, —c 


aus K ist also in K (Va) genau eine Quadrat; es sei etwa c diese Zahl und 
demnach 


© = (¢; + ¢, Va)? = ce + ack + 2e,¢, Va mit ¢;,¢. in K. 


Aus dieser Gleichung folgt c,c. = 0 und daher, daB c in K entweder zur 
Quadratklasse 1 oder zur Quadratklasse a gehért. Entsprechend gehért 
dann —c entweder zur Quadratklasse —1 oder zur Quadratklasse — a. 
Gibt es andererseits in einem Hilbertschen K6rper genau die vier verschiedenen 
Quadratklassen (4) und betrachten wir die Anordnung, bei der a positiv ist, 
so muB8 ein positiver Ausdruck z* — ay? stets zur Quadratklasse 1 gehoren; 
gehérte namlich ein Ausdruck dieser Art zur Quadratklasse a, so wire a 
Summe von zwei Quadraten, also Quadratzahl. 


Aus den Uberlegungen zu Anfang dieses Abschnittes ergibt sich, daB 
die Form (1) in einem Kérper der betrachteten Art nur die beiden Werte 1 
und —a darstellt und daB in der zugehérigen ebenen Cayleyschen Geo- 
metrie die Punkte mit dem Formwert 1 einen Eigentlichkeitsbereich bilden, 
in dem das Axiom III 11 gilt. Entsprechend iiberzeugt man sich da- 
von, daB es in demselben Kérper auch in der ebenen Cayleyschen Geo- 
metrie mit der Form 


(5) a? + azz +az? 
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einen Eigentlichkeitsbereich der gesuchten Art gibt; die Formen (1) und (5) 
sind jedoch bis auf Aquivalenz die einzigen, fiir die das der Fall ist *). 
Wir kénnen unser Ergebnis so zusammenfassen: 
Satz 21. Das algebraische Aquivalent einer elliptisch absoluten Geometric 
2. Stufe ist die Geometrie in dem Bereich der Punkie mit dem Formwert | in eine? 
ebenen Cayleyschen Geometrie mit der Form 


2 2 2 
ty — azy — az; 


tiber einem Hilbertschen Koérper, in dem es genau die vier verschiedenen Quadrat- 
klassen 


gibt. 

Die Frage nach der Anordenbarkeit der ordinér absoluten Geometrien 
2. Stufe ist nun leicht zu beantworten. Im hyperbolischen Fall ist die zu- 
gehérige ebene Cayleysche Geometrie eindeutig anordenbar, der Bereich der 
eigentlichen Punkte ist nach Satz 16 konvex, und die hyperbolische Geometrie 
2. Stufe ist also eindeutig anordenbar; dies folgt natiirlich auch unmittelbar aus 
Satz 17. Im elliptisch absoluten Falle besitzt der Kérper der Geometrie zwei’ 
verschiedene Anordnungen. Ist (1) die definierende Form und a positiv, so 
ist der Bereich der eigentlichen Punkte bei der dadurch induzierten An- 
ordnung der ebenen Cayleyschen Geometrie konvex; ist a negativ, so ist 
das, wie wir jetzt zeigen wollen, nicht der Fall. 

Wir fiihren wie im Beweis von Satz 16 inhomogene Koordinaten ein 
und betrachten die eigentliche Gerade £, = 0. Zu einem konvexen Kigentlich- 
keitsbereich miiBten genau die Punkte (£,,0) aus dem Intervall 


J: &<—t 


gehéren. Denn wenn ein Punkt aus J uneigentlich wire, so wire der zu ihm 
polare, nicht in J liegende Punkt (= 0) eigentlich, daher auch der sus 
1 
diesem durch Spiegelung am Nullpunkt hervorgehende Punkt (Fe 0), der 
1 

uneigentliche Punkt (&,,0) lige also zwischen zwei eigentlichen Punkten. 
Und ein auBerhalb J liegender Punkt kann nicht eigentlich sein, da J von 
jedem Paar zueinander polarer Punkte genau einen enthilt. 

Nun kann aber andererseits J nicht der Bereich der eigentlichen Punkte 
der betrachteten Geraden sein, da J nicht gegen Bewegungen abgeschlossen 


1, —l, a, -—a 


33) Ebenso wie in einem p-adischen Kérper gibt es in einem Kérper der be- 
trachteten Art finf normierte terndre Formen mit der Diskriminante 1: Q, (z, z), 
Q, (z, z), die Form (1), die Form (5) und die Form — 2}? + a2} — azj. Von den 
vier ersten sind keine zwei zucinander Aquivalent, und die finfte ist zu Q, (z, z) 
Aquivalent. 
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ist. Wir zeigen hierzu, da8 durch Spiegelungen an Punkten der Geraden 
der Nullpunkt in Punkte bewegt werden kann, die nicht zu J gehéren. Nach 
B.G., 5 lassen sich den homogen geschriebenen Punkten und den Spiege- 
lungen an ihnen Quaternionen aus dem Quaternionensystem (— 1, a) iiber 
dem betrachteten Kérper zuordnen. Dem Punkt, der aus (1,0,0) durch 
die Spiegelung am Punkte (1, ,,0) hervorgeht, entspricht das Quaternion 
(4 + &1 #2) ih (— th) — 1) = (1+ 9 FF), + 28, tg. 
Inhomogen geschrieben ist also das Bild des Nullpunktes (0,0) bei der 
Spiegelung am Punkt (é,, 0) 


2é 
(ce °) 
und damit dieser Punkt zu J gehért, muB also 
at f+ 6082 +1>0 


sein. Das Polynom auf der linken Seite ist zwar in der Umgebung des Null- 
punktes positiv, aber nicht positiv definit. Es hat die Nullstellen 
+ =a, + FD 


und ist daher fiir die Punkte (¢,,0) aus den beiden Intervallen 





3— 2/2», _3+2/2 


negativ; die Spiegelungen an diesen Punkten fiihren den Nullpunkt in Punkte 
iiber, die nicht in J liegen. 

Wir erhalten daher 

Satz 22. Hine ordindr absolute Geometrie 2. Stufe ist stets eindeutig an- 
ordenbar. 

In einer geordneten ordinir absoluten Geometrie 2. Stufe kann der 
Begriff der Winkelsumme im Dreieck definiert und die Frage gestellt werden, 
ob der Defekt positiv oder negativ ist. Unter Benutzung eines Satzes von 
Schur %) ergibt sich aus unseren Uberlegungen das Resultat, daB in einer 
ordinar absoluten Geometrie (2. Stufe) die Winkelewmme stets kleiner als zwei 
Rechte ist. Eine solche Geometrie kann also nicht auf verschiedene Weise 
so geordnet werden, daB der Defekt verschiedenes Vorzeichen erhalt, die 
elliptisch absolute Geometrie 2. Stufe la8t sich zwar sowohl in eine geordnete 
hyperbolische als in eine geordnete elliptische Ebene (2. Stufe einbetten, 
aber nur bei der ersten Einbettung gelten in ihr simtliche Zwischenaxiome. 


83) F. Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig-Berlin 1909, S. 99. 
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4.3. Die Existenz des rechtwinkligen Dreiecks und der nicht- 

euklidiseien Parallelen. Wir fragen uns nun, welche Rolle cas Axiom III 12 

vom rechtwinkligen Dreieck in der ordinar absoluten Geomsetrie spielt. 


Betrachten wir zunachst den hyperbolischen Fall. Aus Satz 19 folgt, 
daB die euklidische Pseudogeometrie *4), die sich in einer hyperbolischen 
Geometrie 2. Stufe mit irgendeinem eigentlichen Punkt O als Avfpunkt ein- 
fiihren laBt, eine euklidische Geometrie 3. Stufe ist. In der Pseuc‘ogeometrie 
gilt daher das Axiom III 12. Daraus folgt unmittelbar, daB das Axiom auch 
in der hyperbolischen Geometrie 2. Stufe gilt. Sind naémlich zwei Strecken 
der hyperbolischen Geometrie gegeben, so trage man sie beide von 2 aus ab; 
die entstehenden Strecken seien OA und OB. Es gibt dann in der Pseudo- 
geometrie ein rechtwinkliges Dreieck; dessen eine Spitze in O liegt, dessen 
Hypotenuse zu der einen von den beiden Strecken und dessen von 0 ausgehende 
Kathete zu der anderen im euklidischen Sinne kongruent sind. Dies Dreieck 
ist auch im hyperbolischen Sinne rechtwinklig, und die von O ausgehenden 
Seiten sind auch im hyperbolischen Sinne zu OA und OB kongruent. 


Durch eine ahnliche Uberlegung erkennt man, da8 andererseits die 
Giiltigkeit des Axioms III 12 in einer ordinar absoluten Geometrie zur Folge 
hat, daB dieses Axiom in der zugehérigen euklidischen Pseudogeometrie 
giiltig ist, daB also der Kérper der Geometrie ein reeller quadratisch abge- 
schlossener Kérper ist. Uber einem solchen Kérper gibt es nun aber keine 
elliptisch absolute Geometrie, in der das Axiom IV gilt (3. 3. 4. 2), und daher 
gibt es keine elliptisch absolute Geometrie 2. Stufe. in der das Axiom ITI 12 
gilt. Wir erhalten daher 


Satz 23. Das Axiom III 12 gilt in der hyperbolischen Geometrre 2. Stufe, 
dagegen nicht in einer elliptisch absoluten Geometrie 2. Stufe. 


Dieser Satz zeigt, daB das Axiom III 12 von den Axiomen der ordinar 
absoluten Geometrie 2. Stufe unabhangig ist. Da es in der hyperbolischen 
Geometrie 2. Stufe gilt, laBt sich die eindeutig bestimmte Anordnungs- 
relation dieser Geometrie wie in der euklidischen Geometrie 3. Stufe geo- 
metrisch definieren. In der hyperbolischen Geometrie 2. Stufe gibt es zu 
jeder Geraden durch jeden nicht auf ihr liegenden Punkt zwei nicht-euklidische 
Parallelen. Die Lobatschefskysche Parallelenkonstruktion **) zeigt. daB die 
Konstruktion der nicht-euklidischen Parallelen, von der Konstruktion von 
Loten und dem Verbinden von Punkten abgesehen, gerade durch die Kon- 
struktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit vorgegebener Hypotenuse gelingt. 
In der hyperbolischen Geometrie 2. Stufe existieren die Schnittpunkte zwischen 
Kreisen und Geraden, dagegen gilt die volle Kreislehre erst in einer hyper- 


*4) Siehe z. B. Schur, a. a. O., S. 100. 
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bolischen Geometrie héherer Stufe, deren Kérper héhere Radikale enthilt. 
Unser Axiomensystem der hyperbolischen Geometrie 2. Stufe ist mit dem 


Axiomensystem gleichwertig, das Hilbert zur Begriindung der hyperbolischen 
Geometrie verwendet hat 5%). 


§ 5. 


Das Mittelpunktsaxiom und die Hjelmslevsche Begriindung der absoluten 
Geometrie. 


Das Axiomensystem, von dem aus Hjelmslev die Begriindung der abso- 
luten Geometrie vorgenommen hat), entsteht aus unserem Axiomen- 
system der absoluten Geometrie, wenn man das Axiom hinzunimmt, daB jede 
Strecke mindestens einen Mittelpunkt besitzt. Dann sind nebenbei unsere 
speziellen Mittelpunktsaxiome III 9* (bzw. III9) und III 10 entbehrlich. 


Wir denken uns nun zu dem Hijelmslevschen Axiomensystem ebenfalls 
das Axiom IV hinzugenommen; eine durch dieses Axiomensystem definierte 
absolute Geometrie wollen wir eine absolute Geometrie der Hjelmslevschen 
Stufe nennen und fragen uns, wie sich die Geometrien der Hjelmslevschen 
Stufe zu den Geometrien der von uns definierten Stufen verhalten. Im 
euklidischen Falle ist die Geometrie der Hjelmslevschen Stufe mit unserer 
Geometrie der 1. Stufe identisch; denn in der euklidischen Geometrie der 
1. Stufe besitzt bereits jede Strecke einen Mittelpunkt. Im hyperbolischen 
Falle ist die Geometrie der Hjelmslevschen Stufe mit unserer Geometrie 
2. Stufe identisch. In einem Eigentlichkeitsbereich einer CG (K, Qo), in dem 
jede Strecke halbierbar ist, miissen naimlich alle Punkte denselben Formwert 
und, da der Formwert 1 angenommen wird und jedenfalls eigentlich ist, 
simtlich den Formwert 1 haben. Dem Eigentlichkeitsbereich einer CG (K,Qo) 
mu8 nun allgemein, wenn c ein von Null verschiedenes Element aus X ist, 
von den beiden Formwerten c, —c genau einer angehéren (vgl. 3.2). LaBt 
sich daher in einer CG (K, Qo) ein Eigentlichkeitsbereich einer Hjelmslevschen 
hyperbolischen Geometrie abgrenzen, so muS von den beiden Formwerten 
c, —¢ genau einer gleich dem Formwert 1 und daher K reell quadratisch 
abgeschlossen sein. Nur im elliptisch absoluten Falle stellt die Hjelmslevsche 
Stufe wirklich eine Zwischenstufe zwischen unserer Geometrie der 1. und der 
2. Stufe dar. Denn das Axiom von der Existenz eines Mittelpunktes ist zwar 
in den elliptisch absoluten Geometrien der 2. Stufe stets erfiillt, dagegen wie 


35) Hilbert, a.a.O., Anhang III. 
36) Siehe Anm. ‘). 
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‘Beispiele von Geometrien iiber dem Kérper der rationalen Zahlen aus 3.3 
zeigen, im allgemeinen nicht in der elliptisch absoluten Geometrie 1. Stufe; 
die Geometrien iiber den p-adischen Kérpern zeigen aber, daB es elliptisch 
absolute Geometrien gibt, in denen das Mittelpunktsaxiom erfilllt ist, ohne 
daB die Geometrien bereits solche 2. Stufe waren. Diese Geometrien und 
die Existenz von euklidischen Geometrien 1. Stufe iiber nicht anordenbaren 
Kérpern liefern das Ergebnis: Es gibt sowohl im singular als im ordindr abso- 
luten Falle nicht anordenbare Geometrien, die das Hjelmslevsche Axriomen- 
system erfiillen *7), 


37) Hiermit ist die von Hijelmslev, a.a.O., §9, ,,Uber die Axiome der An- 
ordnung‘*, aufgeworfene Frage beantwortet. (Dieser Paragraph enthalt Fehler, die 
verschwinden, wenn man die Hjelmslevechen Uberlegungen auf das Axiomensystem 
aus Hijelmslevs friherer Arbeit, Math. Annalen 64 (1907), S. 449—474, bezieht.) 


(Eingegangen am 21.7. 1939.) 














Uber die Diophantische Gleichung at + bat y* + cy =e2*. 
Von 


Hans Reichardt in Leipzig *). 


Einleitung. 
Im Laufe der Zeit ist eine ganze Reihe von speziellen Diophantischen 
Gleichungen der Form 
(1) az* + batty? + cy* = ez 


vollstandig gelést worden. Bisher ist es jedoch weder gelungen, ein Verfahren 
anzugeben, das bei einer beliebig vorgegebenen Gleichung dieser Art die 
Entscheidung iiber Lésbarkeit oder Unlésbarkeit in endlich vielen Schritten 
erméglicht, noch ein Verfahren anzugeben, das im Falle der Lésbarkeit die 
genaue Kenntnis der Struktur der Gesamtheit der Lésungen vermittelt, das 
also insbesondere dariiber Auskunft gibt, ob die Gleichung endlich oder 
unendlich viele Lésungen besitzt. Einen gewissen Einblick erhalt man da- 
durch, da8 die Lésungen hinsichtlich einer Verkniipfung, die wir als Addition 
bezeichnen, eine Gruppe bilden. Zu dieser Addition kommt man, indem 
man entweder fiir die zur Gleichung 
af + b& +c = en? 

gehérigen elliptischen Funktionen das Additionstheorem aufstellt oder indem 
man rein algebraisch der Multiplikation der Divisorenklassen des durch diese 
Gleichung definierten algebraischen Funktionenkérpers eine Additions- 
vorschrift fiir die Lésungen entnimmt!). Von diesem Modul der Lésungen 
hat nun Mordell ®) gezeigt, daB er eine endliche Basis besitzt, und A. Weil *) 
hat folgende Verallgemeinerung bewiesen: Die Gruppe der Divisorenklassen 
eines beliebigen algebraischen Funktionenkérpers iiber einem algebraischen 
Zahlkérper besitzt eine endliche Basis. Es handelt sich hierbei jedoch um 
reine Existenzsitze; den Beweisen kann man nicht entnehmen, wie eine solche 
Basis in endlich vielen Schritten konstruiert werden kann. 


*) Eingereicht zur Erlangung des Grades eines Dr. phil. habil. an der Philo- 
sophischen Fakultét der Universitat Leipzig. 

. ») Far alle hier gebrauchten Begriffe und Satze itber Funktionenkérper s. H. Hasse, 
Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkérper I, II, III, Journ. f. d. r. u. 
angew. Math: 175 (1936), S. 55—62, 69—88, 193— 208, vor allem I und II, sowie die 
dort angegebene Literatur. 

*) On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and 
fourth degrees, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1922). 
*) L’arithmétique syr les courbes algébriques, Acta math. 52 (1929). 
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Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Zusammenhang zwischen 
den folgenden drei noch ungelésten Problemen aufzudecken: 

1. Uber die Lésbarkeit zu entscheiden und im Falle der Lésbarkeit eine 
Lésung anzugeben. 

2. Bine Basis des Moduls der Lésungen einer lésbaren Gleichung an- 
zugeben. 

3. Alle Gleichungen der gegebenen Form zu bestimmen, die sich birational 
in die Gleichung 

zt + baty? + cyt = 2 
transformieren lassen. 

Wir werden sehen, daB diese drei Probleme in folgendem Sinne vdllig 
gleichwertig sind: 

1. Zur Aufstellung des Moduls und zur Entscheidung iiber die birationale 
Aquivalenz geniigt es, von gewissen endlich vielen Gleichungen die Lésbarkeit 
zu entscheiden und fiir die lésbaren je eine Lésung anzugeben. 

2. Um die Lésbarkeit von (1) zu entscheiden und eine Lésung anzugeben, 
geniigt es, eine Basis aller Lésungen der lésbaren Gleichung 


zt + bexty® + ace®y* = 2 


aufzustellen. Mit Hilfe dieser Basis kann man weiter alle mit dieser Gleichung 
birational aquivalenten Gleichungen der gegebenen Form angeben. 

3. Zur Entscheidung der Lésbarkeit und zur Angabe aller Lésungen 
mittels einer Basis geniigt es, alle zu einer gewissen Gleichung 


xt + ba®y? — cyt = 2 
birationa] aquivalenten anzugeben. 


Da die spateren Ausfiihrungen stellenweise von lingeren Rechnungen 
durchsetzt sind, gebe ich vorweg eine kurze Darstellung der einzelnen Er- 
gebnisse. 

In Abschnitt I finden sich vorbereitende Bemerkungen dariiber, daB 
Gleichungen und Lésungen, die durch gewisse triviale Transformationen 
ineinander iibergefiihrt werden kénnen, nicht als wesentlich verschieden 
anzusehen sind (z. B. kénnen wir im folgenden stets e = 1 nehmen), sowie 
iiber den Zusammenhang der Lésungen der Gleichung mit den Primdivisoren 
ersten Grades des zugehérigen Funktionenkérpers. Mit Hilfe einer ,,p-adischen 
descente infinie“ wird ferner gezeigt, daB unter den Gleichungen 


(2) r (ar2zt + bra®y*? + cy*) = 2, 


die spiter eine Rolle spielen werden, nur endlich viele wesentlich verschiedene 
lésbare vorkommen. 
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Abschnitt IJ gibt ein Verfahren an, nach dem jede Lésung der gegebenen 
Gleichung (1) zuriickgefiihrt wird auf eine Lésung einer der Gleichungen 


(3) 8 (z’* — 2bsz’2y/2 + dys) = 22 (d = b? — 4ac), 


vorausgesetzt, da eine Lésung von (1) bekannt ist, und jede Lésung einer 
jeden lésbaren dieser Gleichungen liefert auch wirklich eine Lésung von (1). 
Wendet man das gleiche Verfahren auf alle diese Gleichungen (3) an, so 
kommt man auf die lésbaren unter den Gleichungen 


(4) 3" (as’2 y’’4 + bs’ g’'2 y’? + cy’’*) = 22, 


unter denen die Gleichung (1) als Spezialfall enthalten ist. Wendet man das 
gleiche Verfahren wieder auf diese Gleichungen (4) an, so kommt man nur 
auf die Gleichungen (3) und auf keine weiteren Gleichungen. Man kann nun 
zeigen, daB sich fast immer, d. h. bis auf endlich viele Ausnahmen, die sich 
wirklich angeben lassen, bei jedem Schritte dieses Verfahrens das Maximum 
der absoluten Betrige von z und y erniedrigt. Damit hat man eine Methode, 
alle Lésungen der Gleichungen (3) und (4) aus endlich vielen unter ihnen schritt- 
weise herzuleiten und insbesondere zu entscheiden, ob die Zahl der Lésungen 
endlich oder unendlich ist. Voraussetzung fiir die Durchfiihrbarkeit dieses 
Verjahrens ist, daB man von den Gleichungen (3) und (4), von denen nach I nur 
endlich viele lésbar sind. entschieden hat, welche wirklich lésbar sind, und je 
eine Lésung angegeben hat. Die zu dieser ,,descente infinie nach dem absoluten 
Betray“ nétigen Abschaitzungen fiihren wir jedoch hier nicht durch, weil 
sie durch eine spitere Abschiatzung iiberfliissig gemacht werden. 

In Abschnitt III werden wir zeigen. daB der U'bergang von der Ausgangs- 
gleichung (1) zu einer der Gleichungen (3) aufgefaBt werden kann als Einbettung 
des zu (1) gehérigen Funktionenkérpers in eine quadratische Erweiterung, die 
gerade der zu dieser Gleichung (3) gehérige Funktionenkérper ist. Bei dieser 
Gelegenheit ergibt sich verhaltnismaBig einfach eine birationale Transformation 
vow (1) in die zugehérige WeierstraBsche Normalform, aus der man dann ab- 
lesen kann, welche Gleichungen der gegebenen Form birational dquivalent mit 

xt + baty? + cyt = 2 
sind (Satz 1), wieder vorausgesetzt, daB man die Lésbarkeit gewisser Gleichungen, 
deren Anzahl auf Grund von I endlich ist, entscheiden und je eine Lisung angeben 
kann. Speziell zeigt sich dabei, daB die lésbaren unter den Gleichungen (3) 
untereinander birational dquivalent sind. Umgekehrt sind natiirlich birational 
aquivalente Gleichungen gleichzeitig lésbar oder unlésbar, so daB in der 
Tat die Probleme 1. und 2. gleichwertig sind. 

Ebenso wie der zu (1) gehérige Funktionenkorper in einen quadratischen 
Erweiterungskérper, der zu einer lésbaren Gleichung (3) gehért, eingebettet 
worden ist, kann man diesen Erweiterungskérper seinerseits wieder in einen 
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quadratischen Erweiterungskérper einbetten, der zu einer losbaren Gleichung 
(4) gehért. Nach Satz 1 sind nun diese Gleichungen (4) mit (1) birational 
aquivalent, daher folgt: Der Ubergang von der lésbaren Gleichwng (1) tiber 
die Gleichungen (3) zu den Gleichungen (4) bedeutet eine Einbettung des zu (1) 
gehérigen Funktionenkérpers in einen Erweiterungskérper vom Grad 4, der 
isomorph zum eingebetteten Kérper ist. Wir haben also einen Meromorphismus 
der Norm 4 vor uns. 

Eine weitere Folgerung aus der birationalen Aquivalenz der lésbaren 
Gleichungen (3) ist die, daB die Gruppen ihrer Lésungen isomorph sind; 
denn jede von ihnen ist isomorph mit der Gruppe der Divisorenklassen des 
Grades 0 des zugehérigen Funktionenkérpers, und wegen der birationalen 
Aquivalenz ihrer erzeugenden Gleichungen sind diese Funktionenkérper alle 
miteinander isomorph, also gilt das gleiche fiir ihre — birational invariant 
definierte — Divisorenklassengruppe. Es geniigt daher, die Gruppe der 
Lésungen fiir eine spezielle dieser Gleichungen aufzustellen, und zwar nehmen 
wir dazu die Gleichung 

zt + baty? + cyt = 2, 
weil bei dieser die Additionsformeln noch verhiltnismaBig einfach ausfallen. 
Das geschieht in Abschnitt IV, in dem auch noch eine geometrische Deutung 
dieser Addition gegeben wird. 

In II wurde gemaB (3) jeder Lésung p der Ausgangsgleichung (1) eine 
Zahi s zugeordnet. Diese Zuordnung liefert, wie in Abschnitt V gezeigt wird, 
folgende homomorphe Abbildung der Gruppe der Lésungen p auf eine endliche 
Gruppe von Quadratklassen : Sing Pi, Pe, Ps drei Lésungen und gehéren dazu 
die Zahlen s,, 82, 83, so gilt, wenn p; + po = Pg ist, 8, 8 @ 83, d.h. 5; 8 
und ss unterscheiden sich um einen von Null verschiedenen Faktor, der eine 
Quadratzahl ist (Satz 2). Daraus kénnen wir eine wichtige Folgerung ziehen: 
Die endlich vielen lésbaren Gleichungen (2) mit a = 1 bilden in folgendem 
Sinne eine Gruppe: Ist (2) fiir rr, und fiir rH re Wsbar, so auch fiir 
’ #172 (Satz 3). 

Neben der Zahl s ist jeder Lésung p gemaB (4) noch eine Zahl s’ zuge- 
ordnet, die hinsichtlich der Addition der Lésungen ein ahnliches Verhalten 
wie s aufweist (Satz 4). Andererseits kann man zeigen, daB durch Angabe 
der Quadratklassen der beiden Zahlen s und s’ die Restklasse von p nach 
derjenigen Untergruppe aller Lésungen festgelegt ist, die aus den Elementen 
2q =q+q besteht, indem man die Satze 3 und 4 sowie den Satz 5 an- 
wendet, der aussagt, da8 p dann und nur dann dieser Untergruppe angehért, 
wenn s und s’ oder cs’ Quadratzahlen sind. Daraus ergibt sich jetzt, daB 
die Faktorgruppe aller p nach der Untergruppe der 2 p eine endliche Ordnung 
hat und daB diese Ordnung bestimmt werden kann, wenn man weiB, wie viele 
der Gleichungen (3) und (4) lésbar sind (Satz 6). 
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Um den hier gegebenen Rahmen nicht zu verlassen, ziehen wir nicht 
die Satze von Mordell und Weil heran, sondern beweisen mit Hilfe einer 
descente nach dem absoluten Betrag, daB die Gruppe der Lésungen eine end- 
liche Basis besitzt (Satz 7). Bei diesem Beweis wird nur fiir die Konstruktion 
der Basis Gebrauch von der Voraussetzung gemacht, da8 man je eine Lésung 
der lésbaren unter den Gleichungen (3) und (4) kennt, wahrend man zum 
reinen Existenzbeweis fiir die Basis bereits mit der in I bewiesenen Tatsache 
auskommt, daB von diesen Gleichungen nur endlich viele lésbar sind. Da 
man ihre Anzahl leicht abschaitzen kann (s. den Beweis in I), bekommt man 
auch sofort eine Abschdtzung fiir die Lange dieser Basis. — Umgekehrt entnimmt 
man aber auch leicht dem Beweis des Satzes 7 und den vorangehenden Be- 
weisen, daB man, wenn man eine Basis der Lésungen von 


xt + baty? + cyt = 2% 
bereits kennt, entscheiden kann, welche unter den Gleichungen 
r (r224 + brat®y? + cyt) = 2% 


lésbar sind. Da man nun durch eine einfache Transformation jede Gleichung 
(1) auf diese Form bringen kann, ergibt sich, da8 die Entscheidung iiber die 
Lésbarkeit einer gewissen endlichen Anzahl vorgelegter Gleichungen vollig 
gleichbedeutend ist mit der Angabe einer Basis aller Lésungen von (5), womit 
nunmehr alle drei zu Anfang genannten Probleme als gleichwertig erkannt sind. 

Kombination der Satze 6 und 7 liefert die Anzahl o der wnabhingigen 
Erzeugenden unendlicher Ordnung der Gruppe der Lésungen: Nach Satz 3 
sind die Anzahlen der lésbaren Gleichungen (3) und (4) Potenzen von 2; sie 
seien 2“' und 2*?. Dann ist 9 = @;-+ @2 — 2 (Satz 8). 

Zum SchluB von Abschnitt V wird noch gezeigt, wie nian aus einer be- 
liebigen Basis der Gruppe der Lésungen eine unabhangige Basis gewinnen kann. 

Bisher war stillschweigend vorausgesetzt, daB die Koeffizienten der 
Gleichungen sowie die Lésungen aus rationalen Zahlen bestehen. Fast alle 
hier durchgefiihrten Betrachtungen iibertragen sich aber wértlich, wenn man 
an Stelle des Korpers der rationalen Zahlen einen beliebigen algebraischen 
Zahlkérper endlichen Grades zulaBt; lediglich im Beweis von Satz 7 und in 
der darauffolgenden Abschitzung hat man alle Archimedischen Be- 
wertungen des Konstantenkérpers gleichzeitig heranzuziehen. Zu dieser 
Verallgemeinerung braucht man an Satzen iiber algebraische Zahlkérper nur 
den Satz von der Endlichkeit der Gruppe der Idealklassen und den Satz. 
daB die Gruppe der Einheiten eine endliche Basis besitzt, sowie die Tat- 
sache, daB es in einem algebraischen Zahlkérper nur endlich viele ganze 
Zahlen gibt, die zugleich mit ihren k6njugierten unterhalb einer beliebig 
gegebenen Grenze liegen. 


16* 
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Wenn man sich nun einmal von der Beschrinkung auf den rationalen 
Zahlkérper frei gemacht hat, so kann man jeden elliptischen Funktionen- 
kérper, dessen Konstantenkérper ein algebraischer Zahlkérper ist, nach einer 
geeigneten endlichen Erweiterung des Konstantenkérpers durch eine Gleichung 
der hier betrachteten Form erzeugen, was in Abschnitt VI geschieht. Zum 
SchluB dieses Abschnittes wird ein Verfahren angegeben, wie man aus einer 
Basis der Gruppe der Primdivisoren ersten Grades aus dem erweiterten 
Kérper die entsprechende Basis fiir den urspriinglichen Kérper gewinnen 
kann. Damit haben wir erkannt, da8 man die Hauptprobleme tiber elliptische 
Funktionenkérper iiber einem algebraischen Zahlkérper erledigen kann, wenn 
nur eines der zu Anfang genannten drei Probleme fiir Gleichungen der Form (1) 
tiber einem beliebigen algebraischen Zahlkérper gelést ist. 


L 
Damit die vorgelegte Gleichung 


(1) axt + baty? + cyt = e2t 


nicht degeneriert, mussen wir voraussetzen, dab weder die Koeffizienten 
a,c,e noch die Diskriminante 


d = b? — 4ac 


Null sind. Weiter wollen wir annehmen, da8 die Koeffizienten ganze rationale 
Zahlen sind und wollen nur die rationalen Lésungen bestimmen; wenn man 
namlich einen umfangreicheren algebraischen Zahlkérper zuléBt, so verlaufen 
die Betrachtungen im wesentlichen auch nicht anders, werden aber durch 
das Auftreten von Idealklassen und Einheiten nur belastet. 


Mit z, y, z ist auch tz, ty, (@z eine (nicht notwendig ganzzahlige) Lésung 
und soll als nicht wesentlich verschieden von der Lésung 2, y,z aufgefaBt 
werden, wobei wir fiir ¢ beliebige rationale Zahlen + 0 zulassen. Aus einer 
solchen Menge von gleichen Lésungen kann man durch geeignete Normierungs- 
vorschriften eindeutig einen Reprisentanten herausheben, z. B. durch die 
Forderung, daB z, y,z ganz sind, daB (z, y) méglichst klein und schlieBlich. 
z>0O oder z= 0 und y > 0 ist. (Die triviale Lésung z = y = 0 wird 
natiirlich weggelassen.) 

Von dem willkiirlichen Faktor kann man sich auch ohne Normierungs- 


vorschriften frei machen, indem man die ganze Gleichung durch y* dividiert, 
falls y + 0 ist: 


a(s)+ (Ff +e=e(5): 
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Man erhilt so eine rationale Lésung der Gleichung 


af + b& +c = en. 
Ist umgekehrt £, 7 eine rationale Lésung dieser Gleichung, so lassen sich aus 


é = = n= = Zahlen z, y,z bestimmen, die dann in unserem Sinne gleiche 


Lésungen von (1) liefern. — Nun entspricht jeder Lésung von (2) in bekannter 
Weise eindeutig ein Primdivisor ersten Grades des durch (2) definierten 
Funktionenkérpers, wobei also § und 7 jetzt Unbestimmte bedeuten, die 
durch (2) miteinander verbunden sind. Daher erhalten wir aus gleichen 
Lésungen von (1) mit y + 0 genau einen Primdivisor ersten Grades, waihrend 
verschiedene Lésungen auf verschiedene Primdivisoren fiihren. Man erhilt 
so auch alle Primdivisoren ersten Grades bis auf die, die im Nenner von & 
aufgehen. Diese entsprechen aber den Lésungen von (1) mit y + 0: Solche 


Lésungen kann es namlich nur geben, wenn = eine Quadratzahl ist, und diese 


Lésungen sind dann ¢, 0, + ¢ £, und zu diesen beiden Lésungen gehéren die 
€ 

beiden Primdivisoren ersten Grades, die in diesem Falle im Nenner von & 
aufgehen. Ist dagegen <. keine Quadratzahl, so besitzt (1) keina Lésung 
mit y = 0, wahrend der Nennerdivisor von £ offenbar Primdivisor im Kérper 
P (&, ) bleibt. Damit haben wir also gesehen, da die Primdivisoren p ersten 
Grades von P (é, 7) eineindeutig den verschiedenen Lésungen von (1) ent- 
sprechen. Daher werden wir gelegentlich kurz von dem Primdivisor 2, y, z 
oder der Lésung p sprechen, wenn p der zur Lésung 2, y,z gehérige Prim- 
divisor ist. 

Multipliziert man alle Koeffizienten von (1) mit demselben Faktor, so 
entsteht keine wesentlich neue Gleichung. Setzt man 


, 


z=a7p, y=yq, 2=77 
mit festen rationalen, von Null verschiedenen Zahlen p,q, r, so geht die ge- 
gebene Gleichung iiber in 

a‘ z'4 + b' z'2y'2 + c’ y'4 _ e2'2 
mit 
a’ =ap*, b' = bp ¢@, c = cq, e = ef, 

und auch diese Gleichung soll nicht als wesentlich verschieden von der ur- 
spriinglichen aufgefaBt werden. In diesem Sinne sind z. B. die Gleichungen 


r (artat + braty® + cyt) = ex? 
t(arte+breyY+cH) = e# 
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nicht verschieden, wenn nur r und 7 derselben Quadratklasse angehéren, 
d.h. wenn 7 = rk® mit rationalem & + 0; denn dann lautet die zweite 
Gleichung 


rk (artkt + bree ty + cy) = e2, 
und diese geht iiber in die erste, wenn wir 


a 


t=7) y= y, 7=kz 


setzen. — Ahnlich kann man erreichen, daB e = 1 wird, wahrend a, b, c 
ganz bleiben: Es ist ja 


aex* + berty® + cey* = (ez)®. 


Wir wollen daher. um einen Buchstaben zu sparen, immer e = | annehmen. 
Dann ist fiir die normierten Lésungen (z, y) = 1; denn setzen wir (z, y) = t, 
so folgt aus 


azt + baty? + cyt = 2% 


é* | 22, und daher ist = f, < eine ganzzahlige Lésung mit (=, +) = 1, und 
daraus folgt nach der Normierungsvorschrift't = 1. 
Gleichungen, die nicht wesentlich voneinander verschieden sind, sind 


entweder alle lésbar oder alle unlésbar, daher kommt es z. B., wie wir oben 
gesehen haben, bei der Frage, fiir welche r die Gleichung 


(3) r (ar2a* + braty® + cy*) = 2 


lésbar ist, nur auf den quadratischen Kern von r an, d. h. auf die Quadrat- 
klasse von r. Wir wollen nun zeigen, da8 (3) nur fiir endlich viele Werte des 
Kernes von r lésbar ist. Diese Behauptung ergibt sich daraus, da8 wir be- 
weisen: Enthalt der quadratische Kern von r eine Primzahl p, die nicht 
in ac aufgeht, so ist (3) unlésbar; denn wenn das gezeigt ist, ergibt sich, da8 
im_ Falle der Lésbatkeit im Kern von r nur die endlich vielen Primteiler 
von ac aufgehen kénnen. Schreiben wir die Gleichung (3) so: 


ari zt + breaty? + cry* = 22, 
so lesen wir ohne weiteres daraus ab: Zunichst ist p | 2*, also p | z. Jetat folgt 
p* | ry*, also p | y wegen p* + r, wie wir von vornherein annehmen diirfen, da es 
ja nur auf den Kern von r ankommt. Nun folgt p* | z*, also p* | z, und schlieB- 
lich folgt p| z wegen p* | ar 2* und p*+ar’. Wire daher z, y,z eine ganzzahlige 
Lésung von (3), so wire rt | 


P* 
SchluBweise ergibe, da8 auch rt = a eine ganzzahlige Lésung von (3) 


auch eine. Nochmalige Anwendung dieser 


4 
wire usw. Da aber z und y nicht beide Null sind, geht in ihrem groBten 
gemeinsamen Teiler nur eine beschrinkte Potenz von p auf. 
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Il. 
Wir wollen nun annehmen, da8 wir eine Lésung 2, yo, % von 
(1) azt + baty? + cyt = 2% 


bereits kennen. Ist weiter z, y,z eine beliebige Lésung von (1) und setzen 
wir X = 22, Y = ¥*, Z =z, so ist X, Y,Z eine Lésung von 


(2) aX?+b6XY+cY2 = Z. 


Xo = 23, Yo = y§, Zo = 2% ist eine feste ganzzahlige Lésung von (2), und 
daraus entspringt in bekannter Weise eine rationale Parameterdarstellung 
von X, Y,Z. Man erhilt sie etwa, indem man X, Y,Z als homogene Koor- 
dinaten auffaBt und die Richtung der Verbindungsgeraden mit Xo, Yo, Zo, 
die den Kegelschnitt (2) ja nur in diesen beiden Punkten schneidet, als Para- 
meter nimmt. Man erhilt so 


sX = Qi (u, v), 
(3) sY = Q, (u,v), 
sZ = Qs (u, v), 


wobei Q;,Q2,Q3 ganzzahlige quadratische Formen in u,v sind und fiir u, v 
ganze teilerfremde Zahlen einzusetzen sind. Die Zahl s nimmt nur endlich 
viele ganzzahlige Werte an. 

Wir miissen die Fille mit zy 2 + 0 und 2p ¥% = 0 getrennt be- 
handeln. Zunichst nehmen wir 2 ¥02% + 0. Die Parameterdarstellung (3) 
hat dann folgende Gestalt: 





sX = Xout +2 (bXo + 2¢Yo) uv + dXov, 
sY = You? _ 2(2aXy a. bY) uv + d Yov?, 
sZ = Zou® — d Z,v*. 


Setzen wir nun hierin X = 22, Y = y2, Z=z und Xp = 29, Yo = y, 
Zo = % ein, so erhalten wir 


sat = zZu® + 2 (baz? + 2cyz) uv + dzze, 
(4) fee = ygu® — 2 (2azz + byZ) uv + dyZv®, 


8z = Zout — dzgv?. 
Eine Einschrankung von s auf endlich viele Werte erhalten wir folgender- 
maBen: Nach (4) ist 
(5) s (2* (2az§ + byg) + y* (bag + 2cyf) + 2x2) = 4zpu®, 
8 (x* (2axgz + byZ) + y* (baz + 2cyzZ) — 222) = 4dzZvr. 


Wegen (u,v) = 1 ergibt sich daraus s| 4dz?. Also hat man das Gleichungs- 
system (4) nur fiir diese endlich vielen Werte zu betrachten. Man kénnte 
nun etwa fiir die Lésungen der ersten Gleichung von (4), die ja eine qua- 
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dratische Diophantische Gleichung fiir z,u,v darstellt. eine Parameter- 
darstellung angeben und diese in die zweite Gleichung einsetzen. Empfehlens- 
werter ist es jedoch, eine der beiden ersten Gleichungen von (4) zu ersetzen 
durch die Gleichung 


8 (z*y? — y®zz) = 2 (2axs + 2bazzyzZ + 2cyg) uv, 

die wir auch so schreiben kénnen: 

8 (LY¥o + Y%) (ZY¥o — YX) = 425 wv. 
Fiir deren Lésungen hat man die bekannte Parameterdarstellung 

8s = apy 42° = ade 

(6) ZYo + YXo= Ox u = pup |. 

ZY —y%=euy ov —yay 
Die Parameter sind hier x, A, u. v, wahrend a, 8, y,46,¢ nur endlich viele. 
von Null verschiedene Werte annehmen. Setzt man nun den hieraus sich 


ergebenden Ausdruck fiir x sowie die Ausdriicke fiir u, v in die erste Gleichung 
von (4) ein, so erhalt man 


s (eat eu 


yt Yi = 22 Bt 2 uw? + 2 (ba? +2c y2) ByxA uv + dar ytitr?, 


oder auch 
(7) 2% (sd®/2 — 4 a2yzP ut) + 2xv-Au (sde — 4baZyZBy — ScysBy) 

+ v2 (se2p® — 4 dag yzy2d®) = 0. 
Diese Gleichung kénnen wir als quadratische Gleichung fiir x: v auffassen. 
Weil sie eine rationale Lésung hat, mu8 ihre Diskriminante eine Quadrat- 
zahl sein: 
(8) (sbe — 4 bxgygBy — 8 cygBy)*A2 yt — (80822 — 4 xp yB BE ut) (set? 

— 4dzgy§y* 7) = 0°. 
Eine einfache Umformung dieser Gleichung unter Beriicksichtigung der ersten 
Zeile von (6) fiihrt auf 
4 sag yg (dy 6244 — 2 by deA® pu? + Brett) = oP. 

Setzen wir hierin 


(9) A 


my ce a — 2% Yo? 
S73: 2.) a: tae 


ein, so erhalten wir, wieder unter Anwendung von (6), 
8 (dstz’* — 2bsz’ty’? + y/4) = 22. 


Zu dem gleichen Ergebnis kommen wir im Falle zp ¥9% = 0. Hier betrachten } 
wir die Méglichkeiten x yo = 0 und z) = 0 getrennt. Zuniichst sei zp ¥ = 0, 
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etwa yo = 0, also az} = 23. An Stelle der Gleichungen (4) treten hier die 
Gleichungen 


(10) sy? = 4azzuv 


fe = put — 2baguv + dage® 
sz = %u — dav. 


Genau wie oben schlieBt man hier, da8 s | 4 dz7. Fiir die Lésungen der zweiten 
Gleichung von (10) gibt es nun folgende ganze rationale Parameterdarstellung : 


}y=38 4azxz = adel? 


(11) y = delxd u = Bde }, 


vo = yer? 
wobei x, A die Parameter sind, wahrend «, 8, y, 6, e, € nur endlich viele, von 
Null verschiedene Werte annehmen. Dies in die erste Gleichung von (10) 
eingesetzt, gibt 
apy a? = xgPrdrxt + 2 baZBydex®2? + dagyte® As. 


Mit 

Fs z’ os” oe 
(12) o = G2,ap ec” “= 22° 4 me 
finden wir dann 


8 (ds*z'* — 2bsa’2y’? + y’4) = 2’, 
Genau so gehen wir natiirlich vor, wenn % = 0 ist. Es bleibt also nur noch 
der Fall 2) = 0 iibrig. Hier tritt an Stelle von (4) 
sat = zgu® + d (azz + by®) v*, 


sy? = ygut — adyZrt, 
sz = dyguv. 


(13) 





Hieraus ergibt sich 


8 (2 ay§z* + (axg + by) y*) = (2axgz + by§) y§u’. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt zunichst s|d(2az2 + by?) y2, und 
dabei ist dieser Ausdruck nicht Null, denn sonst ware, wie man ohne weiteres 
sieht, 2 = yo = 0. Fiir die Lésungen der ersten Gleichung von (14) hat 
man folgende Parameterdarstellung 


d (2az) + bys) ys = «By s= adel? 
v = belxd LYo + YL = Bdx*® 
LYo — YX = yer® 
mit den Parametern x, A. Dies setzen wir in die erste Gleichung von (13) ein: 


(15) 





adece (POP tre®)? _ saut+ d(aad + bys) o etl a2, 
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Auch von hier aus kommen wir auf die Gleichung 


8 (ds? 2'* — 2 bsz'%y’? + y'4) = 22, 
wenn wir namlich 


— =—_ * a 
(16) ““Tsanal *~ apa “= jay 


setzen. (Va ist ja rational, weil az* + bz + c = 0 wegen 2) = O eine rationale 
Lésung hat.) 

Wir haben also nun in jedem Falle gesehen, daB, wenn eine Lésung von 
(1) bekannt ist, jede ihrer Lésungen auf eine Lésung einer der Gleichungen 
(17) 8s (ds*a’* — 2bsz'2y'2? + y'4) = 22 
fiihrt. Wie ein Blick auf das eben angegebene Verfahren lehrt, liefert aber 
auch jede Liésung von (17) riickwéirts eine Lésung von (1). 

Wir wenden nun das gleiche Verfahren auf die Gleichung (17) an. Der 
Koeffizient von 2’? y’? ist — 2 bs?, die Diskriminante ist 16 acs*; jede Losung 
von (17) fiihrt also auf eine Lésung von 


8’ (16 acs* s'2 o'"4 + 4b8% 8’ 22 wy"? + 4) = 22, 
und diese Gleichung ist nicht wesentlich verschieden von 
(18) 3’ (acs’2 g*4 + bs’ g”’2 y"2 + y’’*) = 2'2, 


Unter diesen Gleichungen kommt die Ausgangsgleichung (1) vor; wir brauchen 
nur s’ = ¢ zu setzen und erhalten so 


act g’'* + bc2 g’'2 y"? + cy’’* = 22 


und diese Gleichung ist in der Tat nicht wesentlich von (1) verschieden. 
Nun wenden wir dieses Verfahren wieder auf (18) an. Wir kommen dann 
auf die Gleichungen 


3 (ds'* s'’2 a’""4 ans 2bs'2 3” 2’"2 yf"? + y’”’*) = v2. 


die aber nicht wesentlich von den Gleichungen (17) verschieden sind. Der 
Kreis schlieBt sich also, und man kénnte zunichst glauben, daB man sich 
wirklich nur im Kreise gedreht habe. Das ist aber nicht der Fall: Man kann 
nimlich zeigen, daB fast immer, d.h. bis auf endlich viele auszunehmende 
Lésungen, das Maximum der absoluten Betrage von z und y bei diesem Ver- 
fahren kleiner wird. Diese Ausnahmelésungen kann man wirklich angeben, 
wenn man nur je eine Lésung der lésbaren unter den Gleichungen (17) und 
(18) hat, von denen wir ja schon wissen, da8 nur endlich viele verschiedene 
von ihnen lésbar sind. Geht man also von einer beliebigen Lésung einer 
der Gleichungen (17) oder (18) aus und wendet auf sie das Verfahren geniigend 
oft an, so kommt man auf eine der Ausnahmelésungen. Damit ist dann dic 
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Bestimmung aller Lésungen der Ausgangsgleichung darauf zuriickgefiihrt zu 
untersuchen, welche der nach | endlich vielen, méglicherweise lisbaren Gleichungen 
(17) und (18) wirklich lésbar sind, und eine Lésung einer jeden solchen Gleichung 
anzugeben ; denn wenn diese Lésungen bekannt sind, kann man die Ausnahme- 
lésungen aufstellen und auf diese unser Verfahren riickwarts anwenden. 
Erhalt man dabei keine neuen Lésungen von (17) und (18), so sind die Aus- 
nahmelésungen bereits alle Lésungen. Treten jedoch neue Lésungen auf, so 
wende man auf diese wieder das Verfahren riickwarts an, und so fahre man 
immer weiter fort. Ich méchte jedoch darauf verzichten zu zeigen, wie man 
die Ausnahmelésungen bestimmen kann, weil spiter ein anderes Verfahren 
angegeben wird, das alle Lésungen der Ausgangsgleichung liefert, wenn man 
iiber die Lésbarkeit entscheiden kann, und das einen besseren Uberblick iiber 
die Gesamtheit aller Lésungen gewahrt. 


Ill. 


Verfolgen wir noch einmal den Weg. der von einer Lésung der 
Gleichung II (17) riickwarts zu einer Lésung der Ausgangsgleichung fihrt, 
so erkennen wir, daB es dabei gar nicht darauf ankommt, daB 2’, y’, z’ ‘ganze 
Zahlen sind, sondern da8 wir z’, y’, z’ auch als Unbestimmte nehmen kénnen, 
die durch die Gleichung II (17) miteinander verbunden sind. Dabei ist es 


’ 


jedoch zweckmaBiger, & = — i = = zu setzen und den nun durch 


(1) s (ds? &'4 — 2bsé’2 + 1) = 72 
definierten Funktionenkérper P (é’, 7’) in Zusammenhang mit P (f, 7) zu 


bringen. Wir haben dazu wieder die drei Fille wie in II zu unterscheiden. 
Nehmen ‘wir zuniichst 2 ¥o% + 0. Nach II (9) ist dann 


aBde 
2 oy Hy +429 Bu? 








, os OA = 
hat ial ~ ie dn 


z 

y -. 

also P (&', n') = P (=, S). Weiter ist nach II (7) und II (8) 
(— sde+4b x3 yf By + Se ys By) = 


0 38(=)'— aah 


a 





=]Rx 


also ist p(=. 4) = p(=, =) —). Nach II (6) ist nun 


P( 





=|» 

=|x 

—— 
| 


v u 
tae ¥%’ TH=ve) 

uv u 
ea ¥ Z)*’ aye): 
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Nach II (4) ist weiter 
8 (z* ys — y° 23) = 422 uv, 
8 (2az2 z* + b (x3 y* + yg z*) + 2eyz y*® + 222) = 422 
also ist 





ox yar Ka 7e) 











—p(imtun, Waede par tat tem rt Ine) 
ZY¥o— YX,’ ZY¥o— ¥ X% 
P(E, Vo (2a &3 F# + DEF +E E+ et Feed) 
E— & 








und somit 
(2) P(E, n') = P(E. 9H. Ys (2082 & + 6 (E2 + &) + 20+ 27 MH). 


Wir sehen also, daB P (é’, ’) ein Erweiterungskérper von P (é, 7) ist, und 
zwar héchstens ein quadratischer. Dasselbe wollen wir nun auch noch fiir 
die beiden anderen Fille beweisen. Sei also jetzt yo = 0. Hier ist. nach 
II (12) und II (11) 
aoe 
P(e, n) =P (3, 5) = P(=, 5) 


x3 


). 





= P(E, =) = P(é, 


a|e 


Nun ist nach II (10) 
8 (Qaz2 x* + ba? y*® + 222) = 423 u?, 
also kénnen wir auch hier wieder schreiben 
P(e, 9) = P(E,n, Vs (2085 & +b ES + 2 %907)). 
SchlieBlich ist im Falle z) = 0 nach II (16), II (15) und II (14) 


P(e’, nf) =P(5, =) = P(= 3) (aster zeta 


wu u 
Ct ¥oz)’ toy+ and 


P/ z Va (2023+ Pyb)e(st x —y" sh) 
\(o¥ + Yo z)*’ Zo Y¥+ Yor 























W] 
Plath’ Jeez; + by3)s5 = 2) 


( 
= P(é, ”; Ja(2agz + b)s 








Fe): 
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Wir wollen nun noch zeigen, da8 es sich in allen drei Fallen um Erweite- 
rungen genau vom Grad 2 handelt. Ware das nicht der Fall, so wire bei 
7 Yo% + 0 nach (2) 


ow 8 (2a €3 &* + bE} + 59) +2 + 2 nn) 
| (E+ &o)? 


das Quadrat eines Elementes aus P (&, 7). ¢ verhilt sich bei § = o regular, 
wie man erkennt, wenn man Zahler _ Nenner durch & dividiert und dann & 


gegen oo gehen lat. Daher ist ¢ ~ ——. an a wobei pp und pj die beiden in § + & 
aufgehenden Primdivisoren sind und a ein ganzer Divisor ist. — Es ist 





© + do? = 2082 + (E+ &) + 20+ 2N0n 
= —a(% — &P + (n + no)? 
Ist daher pj, der Primdivisor — &, — . so folgt jetzt 


= (& + Eo)? = 0 (mod pi, 


also € => mit ganzem Divisor b: Ware daher € = # mit # c P (&, 7%), 


so enthielte P (¢, 7) ein Element #, das nur eine Nullstelle hat, und wire 
daher vom Geschlecht 0, was nicht der Fall ist. — In ganz ahnlicher Weise 
zeigt man auch bei Zp Yo 2 = 0, daB P (é’, 7’) ein quedsetiosher Rrwelterengy- 
kérper von P (&, 7) ist. — Ubrigens kann man genau, wie p;”|a bewiesen 


wurde, zeigen, daB b = q3, wobei qo der Primdivisor &, — mo ist. Daher ist 
c~ Ef und daraus folgt wegen P (é’, n’) = P (&, ». yo) nach dem Dedekind- 
schen Diskriminantensatz, da8 P (é’, 7’) unverzweigt iiber P (&, 7) ist, d. h. die 
Relativdiskriminante 1 hat. Entsprechende Betrachtungen gelten natiirlich 
auch wieder bei 2 Yo % = 0. 


Das in II dargestellte Verfahren bedeutet also fiir den durch 
af+b&+c¢ = 7 
definierten Funktionenkérper P (£,) im Falle der Lésbarkeit, d.h. im Falle 
der Existenz mindestens eines Primdivisors ersten Grades, die Einbettung 
im einen unverzweigten quadratischen, durch (1) erzeugbaren Erweiterungs- 
ae P (&’, 7’), der ebenfalls mindestens einen Primdivisor ersten Grades 


a das oben definierte Element ¢ von P (é, 7) vom Grade 2 ist, d. h. zwei 
Nullstellen und zwei Pole besitzt, ist P (€, 7) von Grad 2 iiber P (¢). Es muB 
daher in P (&, 7) ein Element w geben, fiir das w* ein Polynom in ¢ ist, und 
zwar ein Polynom vom Grad 3 oder 4, weil P (€, 7) vom Geschlecht 1 ist. 
Man kénnte nun, um dieses Polynom zu finden. die Bedingungen fiir seine 
Koeffizienten aufstellen. die dieses Polynom ein Quadrat in P (&. 1) werden 
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lassen. Dieser Weg ist aber recht miihsam, einfacher komt man folgender- 
maBen zum Ziel: Zunachst der Fall zo oz + 0. Hier ist 


n'? = s (ds? &'* — 2bs &2 + 1), 
und nach II (9) und II (6) 





ge = vt M(B + YZ)? 
=) ip agus 
(xz ¥o + y 2o)* 





4] ms 


= s(2a x3 x? + b( x2 y? + y? z*) + 2c yf y? + 22,2) 
also 


2 = s(ds-% —2bs-~ + 1). 


Es ist nun P (é’, 7’) = P (é, n, yz) > P (&, n, 7’). Weil weiter 7’? in P (€, n) 
liegt, so folgt, daB entweder 7’? @ 1 oder 7’* = ¢ in P (&, ) ist. Im ersten 
Falle ware »'? = # mit # c P (&, n), also 


o2 — s(ds 5 = 2bs-> + 1), 


und daraus wiirde P (#,¢) = P (é, 7) folgen, weil P (&, 7) vom Grad 2 iiber 
P (¢) ist und # nicht in P (¢) liegt. P (#, ¢) hat aber das Geschlecht 0. Daher 
bleibt nur die Méglichkeit 7’? a ¢ in P (&, ); das heiBt aber, es ist 


(3) sC (ds? — 2680+ 02) =o? 
und 
P (é, n) =P (¢, @), 


und das bedeutet, daB &, 7 und ¢, w sich birational mit rationalen Koeffi- 
zienten ineinander transformieren lassen. Wir wollen dafiir auch sagen, die 
Gleichungen, die mit 7 und ¢ mit w verbinden, lassen sich birational in- 
einander transformieren. Zum gleichen Ergebnis, insbesondere zu derselben 
Gleichung (3) kommt man bei 29 yo % = 0. — Wir kénnen nun leicht ent- 
scheiden, welche Gleichungen 
a’ g’4 + b’ é2 + c _ n/2 
birational aquivalent sind der als lésbar vorausgesetzten Gleichung: 
Satz 1. Die der lésbaren Gleichung 


aft + b& +c = rf 


birational dquivalenten Gleichungen der hier betrachteten Art sind, falls ac keine 
Quadratzahl ist, die lésbaren unter den Cleichungen 


r (ar? &4 + br 2 + ¢) = 2. 
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Ist dagegen ac eine Quadratzahl, so kommen zu diesen Gleichungen noch die 
lésbaren unter den folgenden Gleichungen hinzu: 
13(2 Vac + b)é’4 + 212 (6 Vac — b)é'2 + r (2 Vac + b) = n'2, 
r3(— 2 Vac + b)é"4 + 2r2 (— 6 Vac — by é’2 + r(— 2 Vac + b) = n'2. 
Beweis. Die gegebene Gleichung ist birational iquivalent mit 


st (dst — 2bst + 02) = a. 
Setzen wir 


‘ 


C= 48(F +3), wo = det, 
so geht diese Gleichung iiber in ihre WeierstraBsche Normalform 
a = 40 —g i —gs 
mit 
b? be b8 
Da die gesuchten Gleichungen 
a’ é'4 + b’ é'2 + ce = 7’? 
birational aquivalent der gegebenen sein sollen, miissen sie auch lésbar sein 
und lassen sich daher birational auf die Form 
wt = 403— gt — gy 
mit 
, io ee we. Ae 
9, =ac+i, 2“. ~~ 
bringen. Nun sind diese beiden Normalformen dann und nur dann birational 
aquivalent, wenn 
Jo = Kgs, 93 = k*gs (k rational, + 0) 
ist. a’, b’,c’ miissen daher den Gleichungen geniigen 
ae b’2 b2 
e+ = kt (ac + 55), 
a’b’c’ = abe BS 
6 216 ~ ( 6 — 316): 
Elimination von a’c’ gibt 
b's be (9ac + 0) + 6 (9abe— 2) = 0. 
Dies kénnen wir als Gleichung fiir > nehmen. Eine Lésung dieser Gleichung 


ist i = 6; denn die Ausgangsgleichung ist sich selbst birational aquivalent. 
Die beiden anderen Lésungen berechnet man nun leicht zu 


b’ — - 
p= t3yac— sz, 
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und diese Lésungen sind dann und nur dann rational, wenn ac eine Quadrat- 
zahl ist. Fiir die erste Lésung ergibt sich nun 

b = bk, ac’ = ack, 
also etwa 

@=tak, ¢ = +B, 


und fiir die zweite und dritte Lésung 


v= (+ 3¥ac — $)#, a’c’ = F (+2 Vac + by, 
also etwa 
a’ =t" (4 2¥ac+b), = aes 2 Vac +b). 


*Die zugehérigen Gleichungen stimmen nun aber im wesentlichen mit den in 
der Behauptung angefiihrten iiberein. 


Satz 1 sagt insbesondere aus, daB die lésbaren unter den Gleichungen 
(4) r (ar® & + br& +c) = nf 
(wobei also wie immer a, },c fest sind und r Parameter ist) untereinander 
birational dquivalent sind. Eine dieser Gleichungen ist 

c (act £4 + beé® + c) = 7 
mit der Lésung § = 0, 7 = c, die im wesentlichen mit 
(5) ac& + b& +41 =n 
iibereinstimmt. Umgekehrt ist natiirlich jede der Gleichungen (4), die mit 
(5) birational aquivalent ist, léisbar. Damit haben wir also erkannt, da8 
die Frage nach den lésbaren unter den Gleichungen (4) villig gleichbedeutend 
mit der Frage nach den der Gleichung (5) birational dquivalenten unter den 
Gleichungen (4) ist. 

Wir haben oben gesehen, da8 das in II dargestellte Verfahren fiir P (£, 7) 
die Einbettung in einen unverzweigten quadratischen Erweiterungskérper 
P (&', n’) bedeutet, falls P (&,7) einen Primdivisor ersten Grades besitzt. 
Definierende Gleichungen der beiden Kérper sind 


af + b& +c = 9 


und 


s (ds® 4 — 2bsé’2 + 1) = 72, 


und P (é’, 7’) besitzt ebenfalls einen Primdivisor ersten Grades. Wir kénnen 
daher P (é’, 7’) seinerseits wieder in einen unverzweigten quadratischen 
Erweiterungskérper P (&”, 1’) einbetten mit der definierenden Gleichung 


3 (acs’2 &"'4 + bs’ &"'2 + 1) — nf’? 
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(vgl. den Ubergang von II (17) zu II (18)). Ersetzen wir s’ durch cs’ und 
£” durch —, so geht die definierende Gleichung iiber in 
3’ (as’2 &"'4 + bs’ &''2 + c) - 7'’2, 
und diese Gleichung kénnén wir nach Satz 1 birational in 
ag’"'4 + be"'2 + c us nf" 

iiberfiihren. Damit haben wir also P (£,) in einen isomor phen Kérper P (é’"’ n'"’) 
eingebettet, der unverzweigt und vom Grad 4 tiber P (, n) ist; das ist ein Mero- 
morphismus der Norm 4. In der Sprache der elliptischen Funktionen haben 


wir den Ubergang vom urspriinglichen Periodengitter zu dem vor uns, das 
man durch Verdoppelung aller Perioden erhilt. 


IV. 
In P (&, ) definieren wir in bekannter Weise eine Addition der Prim- 


divisoren: o sei ein fester Primdivisor ersten Grades, C eine Divisorenklasse 
des Grades 0. Es gibt dann nach dem Riemann-Rochschen Satz genau einen 
Primdivisor p ersten Grades, so daB £ zu C gehért. Ist nun C, C. = C, 
und gehért in diesem Sinne p, zu C,, so setzt man p, + py = ps. Damit 
ist also je zwei Lésungen der erzeugenden Gleichung 

aft+b&+c= 7? 
eine dritte Lésung als Summe zugeordnet, und die Lésungen bilden bei dieser 
Summendefinition einen Modul. Um nun den Zusammenhang zwischen zwei 
Lésungen und ihrer Summe méglichst einfach darstellen zu kénnen, beriick- 
sichtigen wir, daB die erzeugende Gleichung birational in die Gleichung 

& + b& + ac = 7? 
transformiert werden kann; sie ist namlich birational aquivalent mit allen 
lésbaren Gleichungen 

rv (ar? & + br& +) = 7, 

und hier brauchen wir nur noch r = a zu nehmen und é durch = zu ersetzen. 


a 
P (€, 7) denken wir uns also nun von vornherein durch 


(1) f+ b& +c = 9 


erzeugt. Entwickeln wir 7 nach fallenden Potenzen von &, so erhalten wir 
die beiden Zweige 


|n =8(1+58%+...), 
ln= —S(1+Ge%+...). 
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(2) 
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Als Bezugsprimdivisor o nehmen wir den im Nenner von é aufgehenden Prim- 
divisor, der zur ersten Potenzreihe gehért. Den anderen, zur zweiten Potenz- 
reihe gehérigen, nennen wir o’. o und o’ sind beziiglich P (£) konjugiert, und 
ganz allgemein bezeichnen wir den Ubergang zum konjugierten beziiglich 
P (€) durch Hinzufiigung eines ,,’*. 

Was bedeutet nun p; + po = ps fiir die zu den p, gehdrigen Lésungen 
& = §,, 7 = n,? Nach Definition ist 


und daraus folgt 


Nun ist ps p, ein rationaler Divisor 1. Grades, d. h. ein Divisor 1. Grades von 
P (€). In P (&) sind aber alle Divisoren 1.Grades miteinander dquivalent, 
also ist z. B. auch 
Ps Ps ~ 0d 0’, 
und das gibt 
Pr PaPs 4 
0? 9 4 


oder auch, indem wir zur konjugierten Aquivalenz iibergehen, 





Pi Pg Ds 
ry ~1. 


Wir haben also bei gegebenen p,,p, ein Bement des Kérpers P (&, n) an- 
zugeben, das ein Multiplum von oa ist, J. h. das den Divisor sot mit ganzem 
a besitzt, und wobei pj p2 in a aufgeht. Dann ist ps = maa Nach dem 
Riemann-Rochschen Satz bilden die Multipla von —~ einen P-Modul vom 


oo” 
Rang 3, d. h. man kann jedes Multiplum als Linearkombination dreier fester 
unter ihnen mit rationalen Koeffizienten darstellen. Eine solche Basis ist 
z. B. 1, &, 7 — &; denn 1 hat den Nenner 1, hat den Nenner 0 o’, der von 
&2 ist 0 o’2, also ist of o’* der Nenner von &* und damit nach (1) auch von 
». x0 laB » den Nenner o* o'? hat. Daher ist zuniichst 1 — & ~ —“.,, wobei 


¢ ein ganzer Divisor vom ‘frad 4 ist. Andererseits geht aber o nicht im Nenner 
von » — & auf; denn nach (2) besitzt 7 — & eine regulire Potenzreihen- 
entwicklung nach dem Primelement §-! von o. Also hat 1 — & héchstens 
den Nenner 0’, und somit sind in der Tat 1, &, 7 — & lauter Multipla von 
» ov und da sie offenbar linear unabhingig sind, bilden sie eine Basis aller 


Multipia von 








LY -l90ee 
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Wir erledigen zunichst die Sonderfille. Ist etwa p, = 0, so sind wir 
fertig; denn es ist 0 + p = p. Es sei nun p; = pe = o’. Fiir ps gilt dann 


wl. 
Nun hat, wie wir schon sahen, 7 — & héchstens den Nenner 0’?, also gilt 
dasselbe fiir 1 — & — +: Der Nenner kann aber nicht vom Grad 1 sein, 
weil ja sonst P (€,7) vom Geschlecht 0 wire; also ist er genau o’*. Nach 


(2) hat 1 — & — > fiir o eine frithestens mit ¢-* beginnende Potenzreihen- 


entwicklung, also geht o? im Zahler von 7 — & — ; auf, und daraus folgt 
nun, weil dieser Zahler vom gleichen Grade wie der Nenner ist, 
b o? 
7-2 ~~ Pa 
also o ~1. Vergleichen wir das mit 3 ~ 1, so erhalten wir ps = 0, also 
20° =0'+0' =o. 
Der nichste Sonderfall ist: p, von o und o’ verschieden und py, = 0’. 
Fiir ps haben wir dann 


PIP 
orm 


und jedes Multiplum von Pa hat die Form 
G=hk+l(—n) 
mit rationalen k,/. Nun soll sein 
k+l(& +m) = 9, 
also ist 
o=1(— EF —m + & — »). 
Die beiden Nullstellen von # sind § = + &,, » = — m, also gehért 
Ps = Pi + 0’ 
zu — §,, — 9. Gehen wir von é, 7 zu 2, y. z zuriick, so kénnen wir das auch 
so ausdriicken 
(3) %s&=e—-h, FERN W=—*h, 
und in dieser Gestalt gilt die Formel offenbar auch noch, wenn p, = 0 
oder o’ ist. 
Nun seien p, und pz von o und o’ verschieden. aber es sei p; = p,. Dann 
muB sein 


PaPaPs 
00’? ; 
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Nun ist aber, wie schon erwihnt, p, pz ~ 0 0’, also ps = o’, d.h.: 
p+p' =o’. 
Jetzt seien p, und pe gleich, aber wieder von 0 und o’ verschieden. Dann 

mu8 sein 

pi? Ps 

oo ~ 1, 
das heiBt, der Nenner von 

@=—k+l&+ m(& — n) 
ist durch p{* teilbar. Nun ist r = ¢ — &, Primelement fiir p, und p{, auBer 
wenn-7, = 0 ist. Setzen wir § = r + é, in (1) ein, so erhalten wir 
2 =C€¢+ bé2+ 26é, t+ és 2 4ésr + t2 (. ° .) 
- ne +2 (bé, +2 &3) oe ote 

also 


bé 2é? : 
1T ste+...}, 





n= (ms rn 
und daraus folgt, weil 7 = — 7, (mod p}) ist, fiir p} 
bé, + 26} 
ga Qe + 
‘i 
Danach lautet die Entwicklung von #: 
et , . + i be, & 
G6=k+1E +14+ mé? + 2mé t+ mn, + mois + 3m os + a 
1 1 


Nun wird verlangt #=0 (mod p;’), also 





k+lé, + m&é? + myn, = 0, 
, ) te §} 
| 1+ 2mé, +m—+-2m— = 0. 
My 1 
Das gibt 
be 2 £3) 
— _ = - 1 
pom(nth~ Se) 
‘ b 2 &} ' 
k = m(€? + -- ee am 
| ( .  * ™) 
Ds ist der dritte im Nenner von # aufgehende Primdivisor, also ist 
2 l k 
M3 = & + —§s gi 


Setzen wir das in (1) ein, so erhalten wir 


ke 


2 P ete 21 2k , 2k 
4 be +e = e+ Fe24 4 Bes 4 Shee BEg 


also 


2kl B—cm? _o. 


m? f, = m? 


2l,. P 2k 
—€3 4+ (— 4+—-— b)é2 + 
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Das ist eine kubische Gleichung fiir £,; weil aber p;* ps im Nenner von @ 
aufgeht, sind £,, doppelt gezahit, und &, ihre Lésungen, also, wenn auch 
noch g; = 0, 
bé 2&4 2 
: _ emt— ke o— (e+ SH +—t—m) 
a m- 215F —267 (28, +084 2b) 


" 





Eine einfache Rechnung ergibt nun 








<a =o é{—e 
[= 281m” 
| nt —daés 
a= 


Diese Gleichungen kénnen wir auch so schreiben: 


[zs = xf —cyf, 


(4) Ys = 22, 91%, 
| zs = 2f — daf yf 
mit = = &,, F = . In dieser Form gelten sie, wie man sich leicht iiber- 


zeugt, auch fiir die bisher ausgeschlossenen Fille mit z, y,;z, = 0. Die 
Gleichungen (4) liefern also stets die ,,Verdoppelung ps = p; + pi = 2?) 
fiir jede Lésung p,. 

SchlieBlich kommen wir zum allgemeinen Fall, wo p, und p, voneinander 
und von 0 und o’ verschieden und nicht konjugiert sind. Setzen wir wieder 


=k +1E + m(s — n), 


so haben wir k, 1, m so zu bestimmen, daG p} und p, Nullstellen von @ sind, 
daB also 
(5) {[k+ 1&, + m(&? + m) = 0, 


|k + l&, + m (EF + ne) = 0. 


Dabei ist m + 0; denn sonst wire §, = &, also p; = pe oder pi. Die dritte 
Nullstelle von @ ist dann pz, also 


k + l&s + m (&} — ns) = 0. 
Setzen wir den hieraus sich ergebenden Wert 


(6) ,= 2+ = & += 
in (1) ein, so erhalten wir 
e+ bez +o = e+ See a4 hes, Shr 
i S, 3 a an 7 T on 3 +542 at es 4 + 3 83 1 Gye Ss 


also 


to 


l 21k ae 


ites + ce t+ fete me 





£3. 
*3 


= 0. 


3| 
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Das ist wieder eine kubische Gleichung fiir ;. Zwei ihrer Wurzeln sind é, 
und &, weil der Nenner von # durch pj p; teilbar ist, und daher ist &, die 
dritte Wurzel: 

—k?+cem* 

“21m EF 

Nun geniigen k, /,m den Gleichungen (5); eine Lésung davon ist 


[i= &, §f — &2 2 + &: ne — 2m, 


& = 


b= & — +m — m, 
m = & — &). 


Nach einfacher Rechnung erhialt man jetzt 


é din (€? — &, & + ,) (63? — é, &,+ Ns) — §} &2—b6§, &,—c 
’ (& — &,) (&? — €¥ + 0, — 9) 


Wir gehen wieder zu 2, y,z zuriick: 


" = (2f yo — Ly Le Yi + Yo 2%) (ZF Yr — Zi Ze Yo + Yr 22) — Yr Yo (TPE 
(7) 





+ bx Ze 1 Yo + cyF y#), 
Ys = (2 yi. — Zi Yo) (ZF yk — ZF yt + yF 2 — yi 2). 
Man kénnte nun z; = 73 y; nach (6) berechnen, was aber etwas miihsam 


ist. Fiir spiter brauchen wir nur den Ausdruck fiir zg — 2}, und dieser ergibt 
sich nach einfacher Rechnung zu 


(8) 23 — £§ = (af yd — 2F yf + yd 2, — yf 22)* (— af af — bay, rey Ye 
— cyt yz + % 29). 
Bei der Ableitung dieser Formeln hatten wir vorausgesetzt, daB p, 
und p, voneinander und von 9 und o’ verschieden und nicht konjugiert sind. 
Wie man sich aber nachtraglich leicht iiberzeugt, gelten die Formeln auch 
noch, wenn nur p; und p, voneinander und von o’ verschieden sind. 
Wir kénnen das ganze Additionstheorem folgendermaBen zusammenfassen : 


1. Sind p, und p, vonernander und ton 0’ verschieden, so wird ps = P, + Pe 
durch (7) und (8) gegeben. 

2. Die Verduppelung ps = 2p, wird immer durch (4) gegeben. 

3. Ds = p; + 0’ wird stets durch (3) gegeben. 

Es sei noch bemerkt, daB man das Additionstheorem folgendermaBen 
geometrisch beschreiben kann: Wir betrachten 


H+b2+c= 
als Kurve in der &-m-Ebene. Die uneigentliche Gerade trifft die Kurve 
nur in einem einzigeri Punkt, und zwar ist dieser ein Berithrungsknoten mit 
der uneigentlichen Geraden als Tangente, d. h. die beiden zu o und o’ gehrigen 
Zweige beriihren sich in dem einzigen uneigentlichen Punkte der Kurve und 
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die uneigentliche Gerade ist die gemeinsame Tangente. Nun haben alle zu 
»n = & parallelen Parabeln (unter die wir auch die aus der uneigentlichen 
Geraden und einer zur 7-Achse parallelen Geraden bestehenden Kegelschnitte 
sowie die doppelt gezahite uneigentliche Gerade aufnehmen miissen) mit dem 
Zweig o’ einen doppelten und mit dem Zweig o einen dreifachen Schnitt- 
punkt. Sind dann p;, pe, ps die drei iibrigen Schnittpunkte der Parabel mit 
der Kurve, so ist p,; + Pe + ps = 0. Addieren wir auf beiden Seiten p} + pj, 
so erhalten wir nach (3) und wegen 20’ = 0 


Ps = Pi + Ps. 
Will man also 


Gs = 4 + Qe 


konstruieren, so lege man, wenn q, die Punkte é,, 7, der Kurve sind, durch 
die zu q, und qg konjugierten Punkte &,, — 7, und &,, — ye die zu 7 = & 
parallele Parabel. Die acht Schnittpunkte sind dann 0, 0, 0, 0’, 0’, qj, 4% 
und der gesuchte Punkt qs. Ganz ahnlich erhalt man allgemeiner eine Addition 
der Punkte auf der Kurve 


af+b&+c = xf, 


bei der die Summe zweier rationaler Punkte wieder ein rationaler Punkt ist, 
wenn o ein beliebiger rationaler Punkt der Kurve ist. Um q3 = q; + qe zu 
bestimmen, lege man durch 0, qi, q2 die Parabel, deren Achse parallel zur 
n-Achse ist. Sie schneidet die Kurve in ihrem Beriihrungsknoten vierfach, 
und der letzte iibrigbleibende Schnittpunkt ist dann qs. 


Fiir spater wollen wir jetzt feststellen, wie viele Lésungen 
2p=0 
hat. Nach (4) ist dann und nur dann 2p = 0, wenn 


zyz = 0, 
fags SY TR a! 


Ist zunachst y = 0, so ist z* = 2, Fiir die dazugehérigen Lésungen p = 0 
und p = o’ ist in der Tat 2p = o. Ist weiter z = 0, so ist cy* = z*. Das 
ist nur lésbar, wenn c eine Quadratzahl ist, und die beiden Lésungen sind 
dann z= 0,y=1,z= + Ve, und fiir diese beiden Lésungen gilt ebenfalls, 
wie man sich leicht iiberzeugt, 2p = 2p’ = o. Da nun bei algebraisch ab- 
geschlossenem Konstantenkérper 2 p = o genau vier Lésungen hat, so folgt 
jetzt: p = 2 0 hat vier Lésungen, wenn c eine Quadratzahl ist, und sonst nur zwei. 
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Wie wir in II gesehen haben, entspricht dem Primdivisor p, der zur 
Lésung 2, y,z gehért, eine Zahl s vermége der Gleichungen 


fo* = u? — 2buv + dv? 
sy? = 4uv 
| sz = u? — dv, 


(1) 


[In II (10) haben wir nimlich a = 1 zu setzen und kénnen z = 1, y = 0, 
z = 1 nehmen.] s ist bis auf einen quadratischen Faktor durch p eindeutig 
bestimmt. Wir zeigen nun, da8 diese Zuordnung ein Homomorphismus ist: 

Satz 2. Ist py + po = ps und gehort s, zu p,, 80 ist 8, 8: F 83, das heipt 
8; Sy und 8, unterscheiden sich nur um einen quadratischen, von Null ver- 
schiedenen Faktor. 


Beweis. Nach (1) ist 
(2) 8, (2 2? + by? — 22z,) = 4dv? (¢ = 1, 2, 3). 


Ist zunachst p; = 0, so ist », = 0, 27 = u}, also s; — 1. Fiir diesen Fall 

wie fiir pp = o ist damit der Beweis wegen p, = ps schon erbracht. Nun 

sei ps = 0, also p; + pe = 0. Daraus folgt pe = p + 0’. p; ist die Lésung 

2, Yi, — 2, also ist p, + o’ die Lésung — 2,, y,, 2. Daher ist z, = — 2, 

Yo = Yi, 22 = %, und daraus folgt nach (2) s; = 82, also 8; s @ 1 F 8s- 

Sind jetzt alle p, von o verschieden, so ist v, + 0. Nach (2), IV (7) und 

IV (8) ist nun, wenn p, und p, voneinander und von o’ verschieden sind, 
‘I = 223+by? — 2z, 

= (af ys — 2g yf + YF a — Yt %)* (2 af ay + 2b 2, ay, Ye 

+ 2eyf ys — 22, 2% + b(x,y, — 2, y2)”) 


an tat at S6etel a Wali oe ae 
2a Zz + bay yy + bay yy + 2ey, yo — 22, % 


8| 


= a (2(u? — 2bu, v, 4- dv?) (uz — 2 bu, v, + dv) 
+ b(u? — 2bu, 0, + dv?) -4u,0, 
+b (uz — 2bu,v, + dvz)-4u, v, 
+ 2c-4u,0, -4u, 0, — 2(u? — dv?) (uz — dv?)) 


4d 2 
— (U,V, — My 0,) 


8, 8 
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Ist weiter py = po, aber p; + py + 0, so haben wir zu zeigen 83 § 1. 
Nach (2) und IV (4) ist 
Pica} d (222 + by? — 22s) 
= d (2 (xf — cyf)® + 4 bat yi zy — 22f + 2dzf ys) 
= 40 rf yf 


= 1. 
SchlieBlich haben wir die Behauptung noch fiir p,; = o’ zu beweisen. Hier 
ist nach (2) 
8: Hd (2+ 2) G4, 
also haben wir ds, 5 53 zu zeigen. Nun ist nach (2) 
| 82 qd (2 ag + bys — 224), 
| 83 @ @ (2 2} + byF — 22). 


Nach IV (3) ist 73 = — 22, Ys = Yo, 23 = — 22, also 
So 83 Hd (2 22 + by? — 22) (2 a} + by? + 2 zy) 
@ ¢, 


was noch zu beweisen war. 
Satz 3. Die Quadratklassen derjenigen r, fiir die 
r (r2 zt + bra® y? + cyt) = 2 
lésbar ist, bilden eine abelsche Gruppe vom Typ (2, 2, .. ., 2) und von endlicher 
Ordnung 2. 
Beweis. Wir gehen aus von der lésbaren Gleichung 
zt — 2baty? + dy* = 2. 
Ihre Diskriminante ist 462 -— 4d = 16c. Analog zu (1) haben wir dann 
tz? = u® + 4buv + 16 cr? 
4 = 4uv 


tz =v — l6cv?, 


Satz 2 kénnen wir nun auch so aussprechen: Die Quadratklassen der (, 
fiir die dieses Gleichungssystem lésbar ist, bilden eine abelsche Gruppe, 
deren Elemente alle die Ordnung 2 haben. Andererseits stimmen nach II 
diese t iiberein mit den ¢, fiir die die Gleichung 


t (16 ct? 24 + 4 bta’2 y’2 + y’4) = 22 
lésbar ist. Daraus folgt aber die Behauptung, wenn wir noch 27’ = y, 


y = 2, 2’ = z und t = r setzen und beriicksichtigen, dab, wie in I gezeigt 
wurde, diese Gleichung nur fiir endlich viele Quadratklassen von r lésbar ist. 
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Wir fiihren jetzt das in II geschilderte Verfahren, angewandt auf die 
Gleichung 

at + baty? + cyt = 22, | 

der besseren Ubersicht wegen hier noch einmal kurz durch, wobei wir aber 

jetzt nicht mehr auf Ganzzahligkeit, sondern nur noch auf Rationalitat Wert 


legen. Als Ausgangslésung nehmen wir zo = 1, ¥ = 0, 2 = 1 und kommen 
so zu 


sz® = uw? — 2buv + de® 
sy? = 4uv : 
sz = u2 — dv? 
wobei man festsetzen kann, da8 die hier auftretenden s lauter verschiedenen 
Quadratklassen angehéren. Weiter ist dann 
(4) op he hao heey 
s (222 + by® — 22) = 4dv*. 
Den Quadratkern von s kann man also aus einer der beiden Gleichungen 
8 ®H 22 + by? + 2z, 
ds & 2 2* + by* — 2z 
bestimmen. Aus der zweiten Gleichung von (3) folgt nun 


(3) 





s= af, “= ax®, 
(5) one v = Bat. 


Das wird in die erste Gleichung von (3) eingesetzt: 


sz? = a xt — 2 bsx® A2 + dp As. 
Setzen wir nun 


(6) naw, dah, t= 5, 
so erhalten wir 

88 z'4 — 2bsta’2 2? + dsy’* = z’2, 
Es sei nun 2, Yo, % eine feste Lésung dieser Gleichung. (Diese Lésung hingt 
natiirlich von s ab; ist speziell s 1, so kénnen wir s = 1 festsetzen und 
% = 1, % = 0, % = 1 nehmen.) Dann gilt, falls z, + 0, 


sa’? = wu’? + (— baag’ + dy’) u'v' + cst x v2, 
(7) sy? = yg u’? + (— 32 2? + bs yi?) u'v’ + cst y(? v’2, 
2) = mw? — cs 2 v2, 


und, falls 2, = 0, was héchstens bei c 1 méglich ist, 
sat = au’? + (2,2 — 2 by,7) v2, 
(79) 


sy? = yf? u’? — sy? v2, 


sz’ = 4 Vesy2u'v’ 
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Daraus folgt bei 2, + 0 
(8) {Y (s° 2? 2’? — bs® y? 2’? — bs® a2 2 + dey? y'? + 22) = 222 u’?, 
8’ (8° a2 2’? — bs? 2 2’? — bs® 2’f o/2 + dsy(? y’? — 2,2’) = 2c stzi2v'?, 
und bei 2 = 0 


(&) (* (sy? x’? + sat? y/® — 2 by’? y't) = 2 yi? (sai? — by,2) w’?, 
3’ (yo? a’2 — x2 y’) =? ¥o2 (saz Ss by”) v2, 
Diese Gleichungen geben also an, wie sich der Quadratkern von s’ aus 
z’, y',z' bestimmt. Jedoch ist er, wie wir gleich sehen werden, durch 2, y, z 
im allgemeinen noch nicht eindeutig bestimmt, und zwar ist die Vieldeutigkeit 
die: An Stelle der Quadratklasse von s’ kann auch die von cs’ treten. 
Beweis. Nach (6) ist 


a’ =x, y¥ =BA, z = sBz, 
also ist nach (5) und (4) fir y’ +0 


as. we eT y 
Vsextoy—2e) 


P 2’ ez sz 2ex 
tf] = —. = —_—_—_ = == ~ 5 
/fex+oy—22) 


BA v 

wobei fiir die Wurzel beide Male das gleiche Vorzeichen zu nehmen ist. Dar- 
aus erkennt man, daB auch, wenn 2, y,z durch tz, ty, ®z ersetzt werden, 
&’ und »’ entweder ungedndert bleiben oder gleichzeitig das Vorzeichen 
wechseln. Das gleiche gilt auch, wie man sich ohne weiteres iiberzeugt, wenn 
y' = 0 ist. Jede Lésung z, y,z fiihrt also auf die beiden verschiedenen 
Lésungen 2’, y’,2’ und — 2’, y’,— 2’. Nach (8) bedeutet der Ubergang 
von 2’, y’,2’ zu — 2’, y’ — 2’ den Ubergang von der Quadratklasse von s’ 
zu der von cs’. Dasselbe gilt bei (8), weil in diesem Falle c g 1 ist. 

Satz 4. Ist p, + po = pg und ist 8; = 8g, 80 gilt, wenn s' zu p, gehort, 
$1 8 @& 83 oder css. 

Beweis. Nach Satz 2 ist 83 @ 8182 = sf @ 1, also nach unserer Fest- 
setzung s; = 1. Daher ist nach (8) und wegen der Zweideutigkeit von s’ 


85 @ 2 (ay* — bys” + %) 








oder genauer 


85 (74% — by3? + 2) = 2 uj, 
¥, (242 — by.? — 24) = Qovyt 
Nach (6) und (5) ist 


2 = Byts, ys? = B33, 7% = Bs Zs, 
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also 
(9) | 83 Bs (us — bus + 23) = 2u;”, 
| 8% Bs (us —_ bus = Z3) = 2 cw,”. 

Wir beweisen nun die Behauptung der Reihe nach fir die drei Fille 
aus dem Additionstheorem und haben dabei gegebenenfalls roch zu unter- 
scheicden, ob z, = 0 oder 2, + 0 ist. 

Wir beginnen mit dem allgemeinsten Falle, wo also p, und p, voneinander 
und von o’ verschieden sind. Nach (4) ist 

4dvuz = 222 + by? — 22. 
Nach IV (7) und IV (8) erhalten wir 
dvs = (ziys — z2yf + Yat — yrze)* (2 2fay + Beyfys — 2242 
+ bazy? + baty3). 
Nun ist 
bee = u? — 2bu,v, + dv? 
syj = 4 u,v, (i = 1, 2). 
| 82, = us — dv? 


Jetzt erhalten wir nach leichver Rechnung 
8 2 
&= Bi M1 Me (1 Me — te ;). 
Nach (3) und IV (7) ergibt sich dann weiter 


2 
Us = > th Ue (2 Ye — Mey). 


Fiir u, u, = 0 ist die Behauptung ohne weiteres direkt zu beweisen. 
Ist dagegen u, u. + 0, so sind, was im folgenden des 6fteren stillschweigend 
gebraucht wird, ug und vs; nicht beide Null; denn sonst waren, wie man sofort 
sieht, 2, ¥;, 2; und y, Ye, 2g nicht wesentlich voneinander verschieden. 
Nach (5) und (6) ist 





unigena-E 
| 2) Qazi y; iat e 
z; = 3B,’ ¥y = Bi 
also 
8 ’ , ‘ ’ ’ ’ ’ ’ 
Us = yar 7? 22 (z, y, z — 2,9, 2,)*, 
(10) | spppp 1 “2 “191 %2 292%) 


Se se a ¢s ‘9. 
| 3 RA xy? w(x,” y.® — 2,2 yi?) 


Driicken wir auch noch zs durch z;, y’,, z, aus, indem wir in IV (7) die obigen 
Ausdriicke fiir z,, y,; einsetzen sowie folgenden Ausdruck fiir z, 
1 


z= 


(u? — dv?) = (etait dy) (i = 1, 2), 
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so erhalten wir 
8 2* 2? 19 ‘a’ yl yl (S8a2¢2 —bs@ar2y2—bsa2y2+dsy2y2 
aAE BE | ZT, TY, Yy (8° 2, 2° — be? ze y? — bs a? y° + dsy,* y,*) 
— #2 ait yg + 2,9) 
Jetzt folgt 


3 => 


us — bv, + 23 = ae (x, ¥ + 2 y,)? (8 22 22 — bs? 2% yy," 
— bs ary? +dsy)? y,* — 2, 2,), 
8x}? pi 3.'2.'2 te te 
us — bv; — 23 = Ri it (2) y¥, — 2 y,)* (8° 2? 2° — bs? 27 y)? 


— bs? x? y;” +dsy?y? + 2, 2,). 





Nun setzen wir die Ausdriicke fiir z/?, y/?, z! aus (7) bzw. (7o) hier ein. Nach 
einfacher Rechnung erhalt man bei 2 + 0 


8 x)? z,? ee — 
(11) u, — bv, +2, = eB BE y, +t, y,)*- aa (u,v, — u,v,). 
b 82? 2; rong 28 00 a 
Bm aS “eB? BE (2, ¥. — T, y,) 3) 8 (u,u, — csv, 0,)°, 
und bei 25 = 
_ 82? 2? 8 
(11g) ug — bug + = RRP (x, ¥, + Zy,)- met cu vi, F ui, v1). 


Die beiden Zahlen us — bvs + zs sind nicht beide gleichzeitig Null, 
weil sonst z; = 0 und us = 54s, also 


oe = 2 vg — 202 v2 + dv? = — 4 cvg 

und somit auch noch us = v, =.0 ware. Wegen 
83 H 2 Bs (us — bv, + 23) 

folgt also jetzt nach (11) bzw. (11o) 
(12) 85 @ 28s 8B; Bess oder 2fycs fj Be 8} 83. 
Nun ist nach (10) 

us = 288, PB, A%, vg = 287, By B. 
Andererseits ist nach (5) 

Us = 4, %2 = p,(3) » v = B,4j. 


Daraus folgt nun aber fs 5% 2 s 6; Bz, und damit ist nach (12) die Behauptung 
bewiesen: 


2 as , , , 
83 ® 8, 82 oder C8 So. 
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Wir kommen nun zur Verdoppelung ps = 2p,. Zu zeigen haben wir 
hier s; ay 1 oder c. Es ist 





z3 >= xf — cyZ, 
¥s = 2% 91%, 
ty = 2f — dat yf, ' 


also ist 
4dvuz = 2 2} + by? — 22, 
= 2 (xf — cyf)* + b(2 2 ym) — 2 (ef — def yf) 
= 4dzt yf, 
also etwa 
v3 = xf yf, 
und wegen y# = 4 ts vs 
U3 = 2}. 
Nach (5) ist daher etwa 


G@=1, x= %, 
Bs = 1, pe id 
und nach (6) 
%=%, Y= Ui, 4% = tf —cyf. 
Daher ist nach (8) 
85H 2 (x42 — bys? + 2) 
= 4 2# oder 4cy#, 
also in der Tat 83 @ 1 oder c. 
Beim dritten Falle des Additionstheorems handelt es sich um p + 0’, 


und hier macht die Verifikation der Behauptung nur eine kleine Rechen- 
arbeit, die wir hier weglassen wollen. Damit ist dann Satz 4 bewiesen. 


Satz 5. Dann und nur dann ist p = 2q, wenn fiir die zu p gehérigen 
Zahlen s und s' gilt s 1 und s' = 1 oder c. 

Beweis. Ist p = 2q, so folgt die Behauptung unmittelbar aus den 
Satzen 2 und 4. 


Zum Beweis der Umkehrung kénnen wir ohne wesentliche Einschrankung 
annehmen s = | und s’ = 1. Nach den obigen Formeln ist dann 


iain, ES es ee oe Me } 
ye by a “og 

—o — 22'y' a 
t=—F y= z * 7 


Dabei ist 


a4 — 2ba'ty? + dyt = 7’2. 
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Wegen s’ = 1 kénnen wir nun auf 2’, y’, z’ die gleiche SchluBweise anwenden 
und erhalten so 





 « 1 22"y" 1 2"*—l6cy"s 
z= B’’ y - B > as B® ’ 
und dabei ist 
g’’4 + 4bx''2 y’? + 16 cy’’* a 22, 
Setzen wir also 


 _ , ¥ ” 
a"=m, vy =F, v@=h, 


so erhalten wir 
1 

apa _ cy$), 
l 

y= ape 2h 91%, 


2 = gags (ef — dat yt) 


z= 








mit 
at + bat yy + cyt = af; 
die Lésung 2;, ¥;, 2; liefert also eine Lésung q von p = 2 q. 
Nach Satz 3 bilden die Quadratklassen derjenigen r, fiir die 
r (r? af +- brat y® + cyt) = 2% 


lésbar ist, eine Gruppe der Ordnung 2"'. Entsprechend sei 2“? die Ordnung 
der Gruppe der Quadratklassen derjenigen 1’, fiir die 


r’ (r’2 2/4 — 2 br’ a2 yy’? + dy'*) = 72 
lésbar ist. Dann gilt 


Satz 6. Die Faktorgruppe p/2 p, d.h. die Faktorgruppe aller Lésungen p 
nach der Untergruppe, die aus den Lésungen 2p besteht, ist endlich und hat 


die Ordnung 2%: **, wenn c eine Quadratzahl ist, und sonst die Ordnung 
Qe: +¢2— 1. 


Beweis. Jede Lésung z, y, z von 
x + bat y? + cyt = 22, 


zu der die Zahlen s und s’ gehéren, lat sich, wie wir aus II wissen, aus einer 
Lésung 2’, y’,2’ der Gleichung 


8s (s? a’* — 2bsz’2 yw’? + dy'*) = 22 
gewinnen, und diese wieder erhalt man aus einer Lésung 2”, y’’, 2’ von 


3’ (s’2 g’’4 + bs’ g’'2 y"? + cy’’*) = 2’'2, 
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Geht man umgekehrt bei gegebenen s und s’ von einer Lésung der dritten 
Gleichung aus, so erhalt man daraus eine Lésung der zweiten Gleichung und 
daraus dann wieder eine der ersten, der dann die Zahlen s und s’ zugeordnet 
sind. Nun gibt es 2% ** Quadratklassen-Paare s,s’. Wie wir oben gesehen 
haben, ist die Quadratklasse von s eindeutig der Lésung z, y,z zugeordnet, 
wahrend die von s’ auch durch die von cs’ ersetzt werden kann. Zu jedem 
Paar s,s’ wahlen wir eine feste Lésung q;, und zwar nehmen wir fiir die Paare 
s,s’ und s,cs’ den gleichen Reprisentanten. Die Anzahl der q, ist dann 
20 +e, wenn c@ 1, und 2¢*¢:~* sonst; denn die Quadratklassen 
der s stimmen mit denen der r’ und die Quadratklassen der s’ mit denen 
der r iiberein. Zwei verschiedene solche q, gehéren nun verschiedenen Neben- 
klassen nach der Gruppe der 2p an; denn ist q, = q, + 2p, so haben 
die zu q, und q, gehérigen s nach Satz 2 die gleiche Quadratklasse, und nach 
Satz 4 folgt nun, daB sich die Quadratklassen der zugehérigen s’ héchstens 
um ¢ unterscheiden, also folgt 1 = k auf Grund der Auswahl der q,. Diese 
q, Teprisentieren nun aber auch die ganze Faktorgruppe p/2 p; denn gehéren 
zu einer beliebigen Lésung p die Zahlen s und s’, so nehmen wir den Reprisen- 
tanten q,, der zum Zahlenpaar s,s’ oder s,cs’ gehért. Fiir die zu p + q, 
gehorigen Zahlen s und s’ gilt dann nach Satz 2 und Satz 4s 3 1 unds’ § 1 
oder c. -Daraus folgt aber nach Satz 5, daB p + q, = 2 q lésbar ist, daB also 
p = q + 2(q —4q,). Die Ordnung der Faktorgruppe p/2p ist daher gleich 
der oben bestimmten Zahl der q,;, und das gibt die Behauptung. 


Satz 7. Die Gruppe der Lésungen p besitzt eine endliche Basis, d.h. es 
gibt endlich viele Lisungen p,, .. ., P,, 80 da jede Lésung p ausgedriickt werden 
kann als 

P= MHP +.-- + IaPn 
mit ganzen rationalen g,. 


Beweis. Im Beweis von Satz 6 haben wir gesehen, daB es endlich viele 
Lésungen q;, . . ., Gm gibt, so daB man zu beliebigem p ein q, angeben kann 
mit p = q,; + 2q, wobei q héchstens vierdeutig bestimmt ist. Ist p die Lésung 
x, y, z, wobei wir jetzt x, y, z wieder als ganze Zahlen nehmen und (z, y) = 1 
vorschreiben, so sei M (p) das Maximum der absoluten Betriige von z und y. 
Wir werden nun zeigen, daB fiir ein solches q fast immer M (p) > M (q) ist. 


das heiSt, daB es nur endlich vielet,, .. ., t, gibt, fiirdie M (t,) < M (5) 
ist, und daB wir diese Ausnahmelésungen auch wirklich angeben k6nnen, 
wenn von den lésbaren unter den Gleichungen 


r (r? 24 + bra® y® + cy*) = 2 


und 


r (v2 at — Qbr' a2’? + dy'*) = 22 
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je eine Lésung bekannt ist. Wenn das gezeigt ist, folgt, daB die q,, ..., Gm 
zusammen mit den t, eine Basis bilden; denn: Es ist p = Gq, + 2t. Ist x 
ein p,, 80 haben wir p bereits durch die behauptete Basis dargestellt. Ist das 
noch nicht der Fall, so ist M (t,) < M (p) und r; = q,, + 2 tg. Ist rz, einp,, 
so ist tr, und damit auch p durch die Basis dargestellt. Ist das nicht. der 
Fall, so ist M (rg) < M (r;) und rg = q, + 2t3. Dieses Verfahren bricht 
nach weniger als M (p) solchen Schritten ab; denn M (p), .M (r,), ... sind 
natiirliche Zahlen, also 
1SM (rt, SM (p) —1. 
Es gibt daher ein |< M (p), so daB r, = q,, +t, ist, und daraus ergibt 
sich riickwarts, daB p eine ganzzahlige Linearkombination der t,, . . ., ty» > 
ey 
Es bleibt also jetzt zu zeigen, daB, wenn p = q, + 2q ist, fast immer 
M (p) > M (q) ist. 
Wir beweisen zunichst: Ist 2x = r bei gegebenem r lésbar, so ist fiir 

eines dieser x 

M (t) > C, M (x) 
mit konstantem C,. Es sei naimlich r die Lésung 2, y,z. Wegen 

2 = e+ batty? + cyt 

ist zunichst in der Landauschen Bezeichnungsweise 

2 = O(M (r)*), 
also 

z = O(M (r)*). 
(Hier und im folgenden kann man stets die in jedem O steckende Konstante 
angeben, z. B. ist hier |z| < V1 + |b| + |c| M (r)*.) Nun sind u* und v® 
linear mit konstanten Koeffizienten durch 2*, y*,z darstellbar, also ist 


{u = O(M (r)), 
|v = O(M (x). 
Wie im Beweis von Satz 5 ist 
“= -< v= y* 
+ B’ 


wobei # nur endlich viele Werte annimmt. Daher ist 


(= = O(M (r)*), 
y = 0(M(x)}). 
Genau so erhalt man 
a = O (Max-(|z'|, |y’|) = O(M (r)*). 
y’2 = O (Max ((2'!, |y’|) = O(M (r)8). 


Mathematische Annalen. 117. 18 
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Nun ist 2’, y’, 2 eine Lésung x von 2x = r, also ist in der Tat 
M(x) = 0(M (x)?), 
und das wollten wir gerade zeigen. 
Wir beweisen nun weiter: Ist r eine feste Lésung, p eine beliebige, so ist 
M (p + rt) = O(M (p)’). 
Ist namlich p von r und o’ verschieden, so lehrt ein Blick auf das Additions- 


theorem IV (7), daB diese Behauptung richtig ist, wobei wir noch einmal zu 
beriicksichtigen haben, da8 


z = O (Max (|2|*, | y|*)). 
Damit die behauptete Abschitzung auch fiir die beiden Sonderfille gilt, 
brauchen wir nur die in O steckende Konstante geniigend gro8 zu wahlen. 
Diese beiden Abschitzungen wenden wir nun auf p = q, + 2q an, wo 
also q die Rolle des obigen x spielt. Danach ist 
C, M (q)* < M (2q) = M (p — q,) < C;, M (p). 
i durchliuft nur endlich viele Werte; ist daher C, das Maximum der C;, 
so gilt 
C, M (q)* < C, M (p)’. 
Die Ausnahmelésungen waren nun durch 
M (p) S M (q) 
charakterisiert. Das gibt aber 
(Cs t 
M (p) < (z? M (p))$, 
also 
C. 
M (p) < a. 


Nach der Definition von M (p) bedeutet das, daB |z| und |y| kleiner als 
a sind. Dafiir gibt es aber nur endlich viele poten Be also gibt. es erst 


as nur endlich viele Ausnahmelésungen t,, ..., t,, und fiir alle anderen 
Lésungen ist, wie zu zeigen war, M (p) > M (q). 


Nach Satz 7 bilden die Lésungen p einen Modul M, dessen Koeffizienten- 
bereich aus den ganzen rationalen Zahlen besteht, und der eine endliche Basis 
besitzt. Daher ist M bekanntlich direkte Summe eines endlichen Moduls M, 
und eines Moduls M, , dessen Elemente auBer dem Nullelement keine endliche 
Ordnung haben. 

Wir wenden uns zunichst der Bestimmung von QM) zu und verschirfen 
zu diesem Zwecke die erste der obigen Abschatzungen zu 


M (2p) > C M (p)s. 





. — 
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Wir haben namlich oben gesehen, daB fiir ein geeignetes x mit 2 p = 2x gilt 

M (2p) > C, M (x). 
Nun ist x = p + », wobei 9 eine der Lésungen von 2 n = 0 ist, also zu einer 
der Lésungen x = 1, y= 0, 2 = +1 oder auch, falls cap 1, zu x = 0, 
y=lz=o Ve gehort. Ist daher p die Lésung z, y,z. so gehéren die 
zwei bzw. vier Primdivisoren p + 9 zu den Lésungen 7, y, z oder — x, y, — z 
oder auch, fallse # 1, zu Vey, Zz, — Vez oder — Vey, Z, Vez, wie ohne weiteres 
aus dem Additionstheorem folgt. Die beiden letzten Lésungen werden im 
allgemeinen noch nicht normiert sein, lassen sich aber wegen (r, y) = 1 durch 
Division mit einem beschrankten, namlich in Ve aufyelienden Faktor normieren. 
Daraus folgt nun 

M (x) = Cs M (p) 

und damit, wie hehauptet. 

M (2p) > CM (p)s. 

Ist nun p von endlicher Ordnung, so durchlauft kp nur endlich viele 
Primdivisoren. also bleibt insbesondere M (2/p) bei j ~ «x beschrinkt. 
Durch wiederholte Anwendung der obigen Abschatzung erhalt man aber 

M (2/p) > Ci+4+...¢ ai—l yy (p)# 
= C~4(c8 Mp)”. 


Soll also p endliche Ordnung haben. so mu 


M(p)sc-4 
sein. Um daher alle Elemente von M, zu bestimmen. kénnen wir folgender- 


maBen vorgehen: Wir bestimmen alle p mit .V/ (p) Ss c-4 (deren Anzahl 
ist endlich) und bilden fiir diese p der Reihe nach 2p.3p.4p..... Dies tun 


wir so lange, bis wir entweder kp = o oder M (i p) > cot erhalten. Im 
ersten Falle hat p eine endliche Ordnung. im zweiten aber nicht. weil dann 
kp nicht von endlicher Ordnung ist. Es sei noch bemerkt. daB in dieses ( 
nur 6 und c eingehen, wie ein Blick auf die Herleitung «ler Abschatzung lehrt. 
Zur Bestimmung der Lésungen endlicher Ordnung von 


m—bry—cy=2 


braucht man daher keine Gleichung auf ihre Lésbarkeit hin zu untersuchen. 
Wir wollen jetzt noch zeigen. daB My héchstens zwei Erzeugende besitzt. 
Bei algebraisch abgeschlossenem Konstantenkérper der Charakteristik 0 
bilden niimlich die Lésungen der Gleichung px = o fiir jede Primzahl p eine 
Gruppe der Ordnung p?. Daher hat in unserem Falle die Gruppe der Lésungen 
dieser Gleichung eine der Ordnungen 1. p oder p?. und daraus folgt nach dem 
Fundamentalsatz iiber endliche abelsche Gruppen die Behauptung. 


is* 
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Wesentlicher ist nun die Bestimmung einer unabhangigen Basis von M, , 


insbesondere ihrer Lange, des sogenannten ,,Ranges“‘ von I, , den man auch 
als den Rang von M bezeichnet. 


Satz 8. Der Rang des Moduls M der Lésungen von 
x + baty? + cy* = 22 
ist 0 = 0; + 02 ~— 2. (Vgl. Satz 6.) 

Beweis. Nach Satz 6 hat die Faktorgruppe von p nach der Gruppe 
der 2p die Ordnung 2¢: + ¢, wenn c eine Quadratzahl ist, und sonst die 
Ordnung 2°: * *?~". Andererseits ist aber die Ordnung dieser Faktorgruppe 
2¢*@, wenn go die Zahl der geraden Invarianten von Mt ist, wenn also 
2p = o genau 2° Lésungen hat. Wie in IV gezeigt wurde, ist 9) = 2, wenn 
c= 1, und go) = 1 sonst. Ist also c@1, so ist 9 +2 = 0, + Og, und 
sonst ist 0 + 1 = 0, + @2 — 1, also in beiden Fallen 9 = 0; + oe — 2. 


Wir gehen jetzt daran, aus einer beliebigen Basis von M eine unabhdngige 
Basis zu konstruieren. Wie schon gezeigt, kénnen wir alle Elemente von Dt, 
angeben und kénnen daher auch eine aus héchstens zwei Elementen e, bestehende 
Basis von 9%, bestimmen. Sind also p,, ..., p, die Elemente der gegebenen 
Basis, die keine endliche Ordnung haben, so bilden p,, ..., p, zusammen 
mit der Basis von MM, eine Basis von M. Wir beweisen nun folgenden 


Hilfssatz. Die Elemente p, , e, bilden dann und nur dann eine unabhingige 


Basis, wenn aus 
Z9,?, =2q (modM), g, = 0 oder 1, 
g, = 0 folgt. 


Beweis. Im Falle einer unabhangigen Basis sind die g, eindeutig durch 
q bestimmt; ist also q= Th, p, (mod M)), so ist g, = 2h,, also g, = 0. 


Es mége nun umgekehrt eine Abhingigkeit bestehen: 
ZL Pr Pr + X &x ex = 0, 
wobei die e¢, nur mod Ordnung von e, zu nehmen sind, so sind wegen der 
Unabhangigkeit der e, die p, nicht alle Null. Ihr gréBter gemeinsamer Teiler 
sei t. Dann ist auch Y = p, noch ein Element endlicher Ordnung; denn 
sein t-faches liegt in M%. Es gibt dann also eine Beziehung 
24. P, = 0 (mod Mo), (M1, ---» %) = 1. 


Setzen wir nun 


q,=9, +27, mit g,=90 oder 1, 
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so sind die g, nicht alle Null, und es ist 
Z% = 22 (- r,P,) (mod M,), 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 


Wollen wir also die gegebene Basis p,,e, auf ihre Abhangigkeit unter- 
suchen, so rechnen wir fiir alle Primdivisoren “ g,.P, + ae, e, mit g, = 0 


oder 1 und e, = 0 oder 1 die zugehérigen Zablen s und s’ aus und kénnen 
dann nach Satz 5 entscheiden, welche von diesen Primdivisoren die Form 
2q haben. Ist das nur fiir die Lésungen mit g, = 0 der Fall, so ist die Basis 
unabhangig, sonst aber abhingig. Im Falle der Abhaingigkeit gibt es also eine 
Kongruenz 

2 7? = 2.q (mod WM), 


wobei die g, = 0 oder 1, aber nicht alle Null sind. Aus 
= 2 rPr 4- 2 & ex 


kénnen wir q bestimmen, wie es im Beweis von Satz 5 geschah, und dann q 
durch die Basis ausdriicken, was wie im Beweis von Satz 7 in endlich vielen 
Schritten geht: 

q= Lh, p, (mod M,). 
Dann ist 


29 — 2h.) p, = 0(mod My), 


wobei die Koeffizienten g, — 2h, nicht alle Null sind, weil unter ihnen 
mindestens ein ungerader vorkommt. Ist dann ¢ ihr gréBter gemeinsamer 
Teiler, so setzen wir 

g, — 2h, = tk,, 
und erhalten in XY k,, p, wieder ein Element endlicher Ordnung mit teiler- 
fremden Koeffizienten: 


(13) ahh, p, =0 (mod M,), (kui, ooo) Me) = 1. 


Wir kénnen nun weitere ganze Zahlen k,, (u = 2,...,”; »=1,..., ”) 
bestimmen, so daB die Determinante |k,,,| = 1 ist. Die Matrix (k, ,)-! = (I 
ist dann ganzzahlig. Setzen wir also 


‘ Dhue P, = Qu (ue = Sas sina 


ar) 


so ist 


PY, = X bn Gus 
” 


d.h. die q,,¢, bilden auch eine Basis von M. Nach (13) kénnen wir aber 
q; durch die e, ausdriicken, so daB schon qe, ..., q, und die e, eine Basis 
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von M bilden. und diese Basis ist kiirzer als die gegebene. Nach endlich 
vielen Wiederholungen dieses Prozesses erhalten wir daher eine unabhangige 
Basis von M. 


Vi. 


Der hier untersuchte, durch 

(1) f+ b& + c= 7 

definierte Funktionenkérper P (é,7) ist ein spezieller Kérper vom Ge- 
schlecht 1. Es laB8t sich jedoch zeigen, daB jeder Funktionenkérper K vom Ge- 
schlecht 1 nach geeigneter Erweiterung des Konstantenkérpers durch eine solche 
Gleichung definiert werden kann: Zunachst kénnen wir durch eine geeignete 
Erweiterung des Grundkérpers erreichen, da8 der so erweiterte Funktionen- 
kérper Primdivisoren ersten Grades besitzt, oder, was im wesentlichen auf 
dasselbe hinauskommt, daB seine definierende Gleichung im neuen Grund- 
L6rper Lésungen besitzt. Ein Kérper vom Geschlecht 1, der einen Primdivisor 
ersten Grades besitzt, kann nun stets durch eine Gleichung der Form 


at = 4 03— gol — gy 


erzeugt werden. Adjungieren wir nun dem Grundkérper noch eine Nullstelle 
von 4 ¢3 — g, ¢ — gs, so kénnen wir ¢, nach III birational in &, 7 trans- 
formieren, wobei &, 7 durch die Gleichung (1) miteinander verbunden sind. 
Fiir spater ist es zweckmaBig, den Konstantenkorper gleich noch zu seinem 
Normalkérper iiber dem urspriinglichen Konstantenkérper zu erweitern. 

Diesen neuen Funktionenkérper, der also durch eine Erweiterung des 
Konstantenkérpers aus K hervorgegangen ist und der iiber dem neuen Kon- 
stantenkérper N durch (1) erzeugt werden kann, bezeichnen wir mit K*. 
Die Hauptaufgabe ist nun, aus den Primdivisoren p* ersten Grades von K*, 
fiir die wir eine Basis als bekannt voraussetzen, riickwdrts eine Ubersicht iiber 
die Primdivisoren p ersten Grades von K zu erhalten. 

Es sei also p ein Primdivisor ersten Grades von K. Seine Primzerlegung 
in K* hat die Form 

p=pT..- Po, 


wobei die p* alle voneinander verschieden sind, weil bei einer Erweiterung 
des Konstantenkérpers keine Verzweigung auftritt. Ist f der Grad von p* 
iiber dem alten Grundkérper P, so ist 


fg = m = [N: P}. 
Nun umfa®t der Restklassenkérper mod p* den Kérper N, also ist f = m, 


und das gibt / = m, g = 1, d. h. p bleibt unzerlegt in K* und ist, aufgefaGt. 
als Primdivisor von K* mit dem Konstantenkétper N, vom Grade 1, und 
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auBerdem stimmt p mit seinen konjugierten iiberein. Ist umgekehrt p* ein 
Primdivisor ersten Grades von K*, der invariant gegeniiber den Automor- 
phismen von K*/K bleibt, und p der zugehérige Primdivisor von K, so folgt 
durch Umkehrung dieser SchluBweise p* = p. Die Frage nach den Primdivi- 
soren ersten Grades von K kommt also darauf hinaus, die fiir K*/K invarianten 
Primdivisoren ersten Grades von K* zu bestimmen. 


py, .-.,.p® sei eine unabhangige Basis der Primdivisoren ersten Grades 
von K*, und es sei 


(2) p* = 29.9%. 

Weiter sei o ein Automorphismus von K*/K, und dabei sei 
, pre = CAs, 

” | r= Dk vs, 


wobei o* der Bezugsprimdivisor der Addition ist. Die Gleichung (2) bedeutet 
p* p* % 
z~ [(2)" 

Auf diese Aquivalenz wenden wir o an: 


p* “ I] p* 59, 
) a pal Se 
o*” o*’ ’ 


oe S) () 


also 





und das heift 

pt? = 0*° + Fg, (pe — o*°). 
Daraus folgt nach (3) 
(4) pre = S(O + Tg. (A — Ki”)) pp 


Nun soll p* invariant fiir K*/K sein, also p*” = p* fiir jeden Automorphismus o 
von K*/K. Nach (2) und (4) bedeutet das wegen der Unabhangigkeit der Basis 


(5) 9, = He + Eg, (hie, — Ke), 


wobei 4 die Zahlen von 1 bis » und ¢ die Galoissche Gruppe von K*/K durch- 
laufen, und wobei die den Basiselementen endlicher Ordnung entsprechenden 
Gleichungen nur als Kongruenzen nach der jeweiligen Ordnung zu lesen sind. 
Fiir die gesuchten g, haben wir also ein lineares Gleichungs- und Kongruenzen- 
system gefunden. Seine allgemeine Lésung liefert die gewiinschte Ubersicht 
iiber die Primdivisoren p ersten Grades von K: Ist z. B. (5) unlésbar, so heiBt 
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das, es gibt keine Primdivisoren ersten Grades in K. Ist (5) aber lésbar, so 
werden die invarianten p*, die wir auch einfach als Primdivisoren p von K 
bezeichnen kénnen, gegeben durch 


p= 29, p*, 
“ 


H. Reichardt, Die Diophantische Gleichung az* + baty* + cy* = ez*. 


wobei die g, eben die Lésungen von (5) sind. Das bedeutet offenbar, daB 
die p eine Nebenklasse nach einer gewissen Untergruppe von IM* bilden, die 
durch das zu (5) gehdrige homogene Glewhungs- und Kongruenzensystem definiert 
ist. Ist o ein fester Primdivisor unter diesen p, so kénnen wir die Elemente 
dieser Untergruppe eineindeutig auf die Differenzen p — o abbilden. Der 
Addition in dieser Untergruppe entspringt nun eine neue Addition der p, die 
wir so definieren: Wir setzen p @q = r, wenn (p — 0) + (q — 0) = r—o 
ist. Die Gruppeneigenschaft dieser Addition ist nach der Herleitung klar; 
was wir zeigen wollen, ist natiirlich, daB diese Addition mit der alten Addition 
der Primdivisoren ersten Grades von K mit 0 als Bezugsdivisor iibereinstimmt. 


P Bq = tr bedeutet p+ q —=—r+o,dh. a ist Hauptdivisor in K*. Dar- 
aus rig nun aber, daB ns > Hauptdivisor schon in K ist; denn: In der Klasse 
von 24 in K gibt es genau einen Primdivisor t ersten Grades, so daB 2? t 
ist. Deseus folgt natiirlich erst recht ? aa ~ t in K*. Andererseits wt i in K* 
schon a ~r, wobei r durch “S eindeutig bestimmt ist, also ist r = t, 


d. h. oink. Schreiben wir dies als > - + ~ <, so sehen wir nunmehr, 


daB die oben definierte Addition p @aq Ghereinstiment mit der alien Addition 
p+q m K, die 0 als Bezugsdivisor hat. 

Wir bekommen daher eine Basis des Moduls der p in K, indem wir eine 
Basis der obenerwahnten Untergruppe von M* bestimmen, und das kommt, 
wie man ohne weiteres sight, genau darauf hinaus, daB man ein System 
unabhangiger Lésungen des zu (5) gehorigen homogenen Gleichungs- und 
Kongruenzsystems bestimmt. 


(Eingegangen am 31. 3. 1939.) 








Konstruktion der simtlichen Lésungen einer Riemann- 
schen Funktionalgleichung durch Dirichlet-Reihen mit 
Eulerscher Produktentwicklung. III.. 


Von 
Hans Petersson in Prag. 





1. Problemstellung und Inhaltstibersicht. 

1. In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um eine Erginzung zu der 
im zweiten Teil!) entwickelten Theorie der Stufe Q; Q ist eine beliebige natiir- 
liche Zahl. Es wird hier die Untersuchung der Dirichletschen Reihen weiter- 
gefiihrt, die den ganzen Spitzenformen der Stufe Q zugeordnet sind, zu einem 
bestimmten Teiler ¢ von Q gehéren und eine Eulersche Produktentwicklung 
beziiglich der in Q nicht aufgehenden Primzahlen besitzen (vgl. die Definition 
in (T, II), 8. 331 und Satz 42). Es gelingt mit Hilfe elementarer Methoden, 
die Bauart des von den Primteilern der Stufe herriihrenden Bestandteils in den 
Produktdarstellungen dieser Dirichlet-Reihen zu bestimmen. 

Zum Verstandnis des Problems stelle ich die im zweiten Teil bewiesenen 
Satze, soweit sie hier in Betracht kommen, auszugsweise zusammen. 

(Satz 5.) Bezeichnet S (¢, e,Q) die Schar der ganzen Spitzenformen der 
Art {T° (Q), —r} mit natiirlichem r, welche zum Teiler ¢ von Q und zum Cha- 
rakter ¢ (n) mod Q gehéren, so besitzt S (t, e,Q) eine Basis 

%, (T), Vo (tT), . . ., Ung (7) 
mit den Eigenschaften 
v, (t)| T, = w, (nm), (t) [1 St SM, mn ]1, (n,Q) = 1). 

Diese Basis kann stets als normierte Orthogonalbasis gewahlt werden. Sie ist 
unabhangig davon bis auf die Reihenfolge und konstante Faktoren eindeutig 
bestimmt, wenn ¢ = 1 ist, und wenn jeder Primteiler von ¢ int; = g aufgeht. 
In den anderen Fillen dagegen besteht diese Eindeutigkeit bereits bei Prim- 
zahistufe Q = q (wie die Theorie in (K II), § 3 zeigt) nicht immer. 

(Satz 6.) Es bezeichne ferner T (t, e, Q) die lineare Schar der den Formen 


~ arnt 
(29) g(t)= ZS ae ° 
(mty=1 


1) Teil I: Math. Annalen 116 (1939), S. 401—412; Teil II: Ebenda 117 (1939), 
S. 39—64. Teil II wird hier gelegentlich mit (K Il) zitiert. Ferner E. Hecke, Uber 
Modulfunktionen und die Dirichletachen Reihen mit Eulerscher Produktentwick- 
lung. I, II, Math. Annalen 114 (1937), 8. 1—28, 316—351; wie bisher mit (T,, I) und 
(T,, II) sitiert. 
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von G (t, e,Q) zugeordneten Dirichlet-Reihen 


(30) D(s) = D(s;y) =t-"' SF a, mm’. 

miy=1 
Diese Schar T (t, ¢, Q) besitzt eine Basis in Gestalt der Dirichlet-Reihen mit 
den Produktdarstellungen 


_ .-*7@ _ %) | pr e(p)\* : 
(31) H,(s) =«-*H! ® HT ¢ i +E ) @sis™m. 





Dabei bedeutet H‘” (s) = z Sim m~* eine Dirichlet-Reihe, in der héchstens 
die m wirklich auftreten, die keinen Primteiler von ¢, und keine zur Stufe Q 
teilerfremde Primzahli als Faktor enthalten. Die Basis (31) ist bis auf die 
Reihenfolge und konstante Faktoren eindeutig bestimmt, wenn ¢ =. 1 ist, und 
ebenso, wenn jeder Primteiler von ¢ in ¢, aufgeht; in diesen Fallen ist ersichtlich 
H " (s) konstant. In den anderen Fallen dagegen besteht diese Eindeutigkeit 
bereits bei Primzahlstufe Q = q (wie die Theorie in (K II), § 3 zeigt) nicht 


immer. 


(Satz 16.) Die Schar S(t, e, Q) zerfallt auf eine und nur eine Weise in 
paarweise orthogonale Teilscharen, die folgendermaBen erklart sind: Jede 
Teilschar besteht aus lauter Eigenfunktionen aller Operatoren 7, mit (n,Q) = 1. 
Die Formen einer und derselben Teilschar haben bei Anwendung jedes einzelnen 
T,, ((m, Q) = 1) die gleichen Eigenwerte. Zwei Formen aus zwei verschiedenen 
Teilscharen, die beide nicht identisch verschwinden, haben bei Anwendung 
mindestens eines dieser Operatoren T,, verschiedene Eigenwerte. Man setze 
nun @ (mn) = @, (n) fiir ein festesi = 1, 2,3, ..., M und alle natiirlichen n mit 
(n,Q) = 1 und bezeichne mit 0 = o, den unendlichen Vektor mit den nach 
wachsenden natiirlichen n geordneten Komponenten w (n) = w, (n) ((n,Q) = 1). 
Dann entspricht jedem solchen Vektor 0 eine Teilschar GS (t, ¢,Q, 0) der ge- 
nannten Art eindeutig. Sie besteht .aus den saimtlichen und nur solchen 
Formen von & (¢, ¢, Q), welche fiir jedes » mit (n,Q) = 1 Eigenfunktionen des 
Operators 7, zum Eigenwerte w (n) sind. Eine Basis von G (t, ¢,Q), welche 
aus lauter Eigenfunktionen aller dieser Operatoren T,, besteht, setzt sich aus 
Basen der simtlichen Teilscharen zusammen. Sie ist durch ihr Verhalten 
gegeniiber den 7,, dann und nur dann bis auf die Reihenfolge und konstante 
Faktoren eindeutig bestimmt, wenn die genannten Teilscharen saimtlich den 
Rang 1 haben, d.h. wenn alle Vektoren 0, (i = 1, 2, 3, ..., M) paarweise 
verschieden sind. 

Zu diesen Satzen tritt als verbindendes Glied der Satz 42, (T, II). Er 
gestattet zusammen mit den zitierten Aussagen die folgende SchluBweise: 
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Es sei H (s) eine Dirichlet-Reihe, die durch H (s) = D (s; ») einer Modul- 
form q(t) der Stufe Q vom Teiler ¢ zugeordnet ist. (Es wird nicht voraus- 
gesetzt, daB (rt) normiert, d. h. Eigenfunktion aller R, mit (n,Q) = 1 sei.) 
H (s) besitze eine Produktzerlegung von der allgemeinen Gestalt (19), (K IT). 
Dann ist die zugehérige Modulform g(t) Eigenfunktion aller R,, 7, mit 
(n,Q) = 1 und also in einer der Scharen S (t, ¢,Q, 0) enthalten. Es geniigt 
daher, diese Teilscharen S (t, ¢,Q,0) von S (t, e,%! zu untersuchen. 

Die ihr zugeordnete Teilschar T (t, 2,Q. 0) von T (t, e, Q) besteht aus den 
simtlichen und lauter solchen Dirichlet-Reihen D (s) von T (t, ¢,Q), welche 
eine Produktzerlegung der Gestalt 


r—l 


—) 
D(s) =t 'K(s) p—-2My £2 
(32) WL iad aa 


=‘ K (s) P(s; «,Q, 0) 
zulassen; hier bezeichnet 


(33) K (s) - > a, m-' (* bedeutet (m,t;) = (m,p) = 1 fiir (p,Q) = 1), 


der ,,Kern“ von D(s), eine Dirichlet-Reihe, welche héchstens die Glieder 
mit denjenigen m wirklich enthalt, in denen kein Primteiler von ¢, und keine 
zu Q teilerfremde Primzahl aufgeht. Unter diesen Funktionen (32) befindet 
sich also das gegebene H (s). Der Faktor t ‘P (s; ¢,Q, 0) ist bei allen diesen 
Funktionen D(s) aus T(t, e,Q,0) der gleiche. Die durch (32) erklarten 
Funktionen K (s), die in der genannten Weise den fest gegebenen Symbolen 
t, e,Q, 0 zugeordnet sind, bilden offenbar eine zu S (/, ¢, 9, 0) und TF (t, e, Q, o) 
linear-isomorphe Schar D = PD (t, ¢, Q, 0). 

Wenn ¢ = | ist, oder wenn jeder Primteiler von ¢ in ¢, aufgeht, sind alle 
K (s) konstant und die Untersuchung ist gegenstandslos. Ferner kénnen wir 
nach (K II), Satz 17 den Fall, in dem alle Teilscharen G ((, ¢, Q, 0) eingliedrig 
sind, als erledigt ansehen. Denn dann sind die Basisformen ¥, (T), 2 (7), . . .. 
Vy (t) als Eigenfunktionen aller 7, mit (n,Q) = 1 bis auf die Reihenfolge und 
konstante Faktoren eindeutig bestimmt und automatisch Eigenfunktionen 
aller 7‘, (ws 21); die ihnen zugeordneten Dirichlet-Reihen gestatten also 
simtlich Produktentwicklungen der Form (T, II), Gleichung (20) mit Zahl- 
koeffizienten, oder, m. a. W., es gilt in der Ausdrucksweise von (K II) fiir die 
Schar S (t, e, Q) das Hauptachsen-Theorem. Indessen ergibt sich dies Resultat 
auch als Spezialfall der Resultate der vorliegenden Arbeit. 

Das allgemeine Ergebnis dieser Arbeit kann dahin zusammengefabt 
werden: Es seien 9}, 92, ..., 9, die samtlichen Primteiler von ¢, die nicht 
in t, aufgehen. Dann laBt sich jede der Funktionen K (s), die einer Schar 














280 H. Petersson. 


D (t, e,Q, 0) mit festen ¢, e,Q, 0 entstammen, aus einem festen endlichen 
Vorrat von Produkten der Gestalt 

—(y—De @,\—"1 —(rg—}e %_\—"2 —(™%—De %,\—"h 
(34) 9, (1-3) 4 (1-3) ate tl bmz) 
linear mit konstanten Koeffizienten kombinieren. Dabei ist fiir jedes der «, 
(¢ = 1, 2, 3, ..., A) eine feste endliche Anzahl von verschiedenen komplexen 
Zahlen in (34) einzusetzen, und », durchlauft bei festem 1 die natiirlichen Zahlen 
bis zu einem nur von g, und «, abhangigen Héchstwert N (q;, «,). Die Zahlen «, 
sind die charakteristischen Wurzeln einer gewissen linearen Transformation V ,, 
die eine gewisse, aus D = D (t, e, Q, 0) abgeleitete Schar D® in sich iiberfiihrt. 
Sie sind auch unter den charakteristischen W urzeln der in D ‘erklarten linearen 
Transformation V, enthalten, welche dem Operator 7 entspricht. Der 
Héchstwert N (q;, «,) ist die Vielfachheit der Nullstelle a; in dem Minimal- 
polynom der linearen Transformation V, in der Schar D®. 

Es wird im allgemeinen nicht bewiesen (und ist fiir h > 2 auch kaum zu 
erwarten), daB alle die genannten Produkte (34) selber unter den K (s) aus D 
vorkommen. Im Falle h = 1 trifft dies jedoch zu. Hier ist also das System 
der Funktionen 
(35) wiq‘.a)=q " mt 7 ? ) q = 4,) 
eine Basis der Schar D. Dabei durchiauft « die verschiedenen charakteristischen 
Wurzeln der in S (t, e, Q, 0) erklirten linearen Transformation qT und » zu 
gegebenem « die natiirlichen Zahlen bis zur Vielfachheit der Nullstelle « des 
zugehorigen charakteristischen Polynoms. Dieses fallt im iibrigen mit dem 
Minimalpolynom von 7" zusammen; denn es zeigt sich, daB das Minimal- 
polynom der einzige nicht-konstante Elementarteiler von 7‘ ist. Der hier 
zitierte Basissatz (h = 1) gilt insbesondere fiir alle Primzahlpotenzstufen 
Q = q*, wo dann ¢t = Q sein muB. 

Durch das Ergebnis dieser Arbeit wird die in der Uberschrift formulierte 
Aufgabe insofern gelést, als sie nunmehr auf die Diskussion der linearen 
Relationen zwischen den endlich vielen wohlbestimmten elementaren Funk- 
tionen (34) zuriickgefiihrt ist. Denn zunichst laBt sich die Schar U der Dirichlet- 
Reihen, die den Linearkombinationen der Eisensteinreihen entsprechen, von 
gewissen, in U enthaltenen Produkten je zweier Dirichletschen L-Reihen mit 
Restcharakteren erzeugen (vgl. (T,, II), Satz 44). Alle diese Funktionen ge- 
statten nach (T, II), Satz 42 eine (eindeutig bestimmte) Eulersche Produkt- 
entwicklung beziiglich der nicht in der Stufe Q aufgehenden Primzahlen p. 
Will man die Elemente von U ermitteln, die eine vollstindige Eulersche 
Produktentwicklung gestatten, so hat man diejenigen unter den genannten 
Erzeugenden, welche zur‘ gleichen System « (n), w (n) ((m,Q) = 1) gehéren, 
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zusammenzufassen. Wird fiir eine Funktion der zugehérigen Teilschar wieder 
die Zerlegung (32) ausgefiihrt, so ist nur zu untersuchen, welche Linear- 


kombinationen der bei diesen D (s) auftretenden Faktoren ¢* K (s) durch 
Produkte von der Gestalt 


a %; r ° —s 
(35;) HT Ek C, ek rt “,, (9; °, @,, P (9,19) 


ausgedriickt werden kénnen. Dabei kommt nur eine feste endliche Auswahl 
von a-, y- und »-Werten in Betracht; die y und » sind ganze Zahlen 2 0, 
W, (uv, a) ist 1. Im iibrigen sind die im Zusammenhang mit der Schar U auf- 
tretenden Werte », héchstens gleich 2. 

Im Falle der ganzen Spitzenformen hat man dieses Vorgehen nur in 
einigen Hinsichten zu modifizieren. Hat die Dirichlet-Reihe D (s), die einer 
ganzen Spitzenform g(r) der Art {I (Q), —r} entsprechen mége, im Sinne 
von (T, II), 8. 331 eine allgemeine Eulersche Produktentwicklung beziiglich 
der Primzahlen p mit (p,Q) = 1, so zerlege man g (rt) additiv in Modulformen, 
deren jede einen Teiler besitzt. In der zugehérigen Zerlegung von D (s): 

D (s) = Z D,(s) 
t/Q ; 
gestattet jeder Summand D, (s) eine Darstellung 
D, (s) = c° K, (s) P (8; ¢,Q, 0), 


in der ¢ und o nicht von t abhingen (vgl. (T, II), § 6 und Satz 35). Nach dem 
zitierten Hauptsatz der vorliegenden Arbeit iiber die Zerlegung dieser D, (s) 
zerfallt D (s) additiv in eine feste endliche Anzahl von Dirichlet-Reihen, die 
eine vollstandige Eulersche Produktentwicklung (beziiglich aller Primzahlen) 
besitzen. Jede einzelne von ihnen hat das Aussehen der rechten Seite der 
letzten Gleichung, wenn darin K, (s) durch ein Produkt von der Gestalt (34) 
ersetzt wird. Es steht zwar nicht fest, daB diese Teilreihen immer zu Modul- 
formen gehéren. Damit aber D (s) selbst eine vollstandige Eulersche Produkt- 
entwicklung gestatte, ist notwendig und hinreichend, da8 die Summe ~ t”*K,(s) 
eine Darstellung der Gestalt (35.) zulaBt. 

Um schlieBlich die analoge Entscheidung fiir eine Dirichlet-Reihe F (s) 
zu treffen, die einer beliebigen ganzen Modulform g (rt) zugeordnet ist, zerlege 
man F(s) in eine Summe F (s) = E (s) + D (s), wo E (s) in U liegt und D (s) 
einer ganzen Spitzenform entspricht. Aus der Existenz einer Eulerschen 
Produktzerlegung von F (s) beziiglich der Primzahlen p mit (p,Q) = 1 folgt 
das gleiche fiir die beiden Funktionen E (s) und D (s), und der frither mit 
P (s; e,Q, 0) bezeichnete Faktor ist bei beiden Funktionen derselbe. Damit 
ist die Frage wieder auf die Diskussion der linearen Relationen zwischen 
elementaren Funktionen der Gestalt (34) zuriickgefiihrt. 
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Der im Falle h = 1 bestehende Basissatz soll jetzt noch kurz am Beispiel 
der im zweiten Teil vollstandig durchgefiihrten Theorie der Primzahlstufe 
Q = q erlautert werden. Hier wurde die Schar der ganzen Spitzenformen vom 
Teilert = Q = q in gewisse, gegeniiber allen 7‘, (m = 1) invariante Scharen 2, 
(k = 0, 1, 2,3, .. .) zerlegt; die Formen einer Schar 2, gehéren simtlich zum 
gleichen Charakter ¢ (nm) und setzen sich iiberdies bei Anwendung der Sub- 
stitutionen der. vollen Modulgruppe mit ihren Transformierten nach einer 
normierten irreduziblen Darstellung der Modulargruppe um. Wird jede dieser 
Scharen 2, nach (K II), Satz 16 in die den verschiedenen Figenwertvektoren: 
0, = o zugeordneten Teilscharen Sj (0) aufgespalten, so gelengt man bei allen 
Scharen 2, mit einer einzigen Ausnahine zu lauter eingliedrigen Teilscharen 
S, (0) und damit zu der Giiltigkeit des Hauptachsentheorems in diesen 2... 
Denn aus der Maximalitét des von den Matrizen A (nm) [(n,Q) = 1] in &, er- 
zeugten Matrizenringes folgt, daB alle Eigenwertvektoren 0;, 02, . - ., 0,, paar- 
weise verschieden sein miissen. In allen diesen Fallen, denen sich nur eine 
einzige Schar 2, nicht unterordnet, etgab sich friiher und ergibt die Theorie der 
vorliegenden Arbeit bei festen ¢ (= q = Q), e, o als a-Menge eine einzige 
Zahl « und fiir » den Wert Eins. 

Die eine Ausnahmeschar 2, besteht aus den ganzen Spitzenformen der 
Gruppe‘ /'y (q). Hier ist r gerade, e (n) der Hauptcharakter, und es finden sich 
unter den nach Satz 16, (K II) erklarten Teilscharen Sp (0) = Sp (g, 1, 9, 0) 
von &, sicher zweigliedrige Scharen,. wenn r = 12 und wenn r 2 16. Die 
simtlichen zweigliedrigen Teilscharen S, (0) werden auf folgende Weise er- 
halten: Es sei / (t) eine ganze Spitzenform der vollen Modulgruppe und Eigen- 
funktion von allen auf der ersten Stufe erklirten Operatoren T,, wo m eine 
beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Wir schreiben f(rt)| 7, = o,f (t) fir 
diese T,,(n > 1), so daB also m(n) = o, fiir (n,q) = 1, und bezeichnen 
mit &, &’ die zu r und q gehérigen ,,.Ramanujan-Wurzeln“, d. h. die Nullstellen 
des quadratischen Polynoms 


p, (2) = 2%@—o,2+q"~'. 


-q . 
Dann wird S, (0) von den beiden Formen { (t), / (qt) aufgespannt, und die 


Theorie der vorliegenden Arbeit bestatigt das auch aus (K II) § 3 unmittelbar 
zu entnehmende Resultat: 


Fiir § + & bilden die Funktionen w, (¢~‘, «) mit a = § und a = &' eine 
Basis der Sp (0) entsprechenden zweigliedrigen Schar Dy (0) der Funktionen 
K (s); fiir § = & dagegen die Funktionen w, (q~*, «) und we (q~*, a) mita = &. 
Im ersten Falle gilt in der Schar Sp (0) das Hauptachsentheorem, im zweiten 
nicht. 

Es sei noch hervorgehoben, daB von der Theorie der irreduziblen Dar- 
stellangen der Modulargruppe M@(Q) nicht Gebrauch gemacht wird, sondern 
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daB vielmehr die Beweise vollig elementar verlaufen. Von den Entwicklungen 
des zweiten Teils wird nur der Inhalt der §§ 1, 2 benutzt. Die in (K II), §3 
durchgefiihrte Theorie der Primzahlstufe gibt dann nach Kenntnis der all- 
gemeinen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit ein Verfahren an, mit dem 
man — zunichst fiir Primzahlstufe — eine Einsicht in die genauere Be- 
schaffenheit der Ausdriicke (34) der allgemeinen Theorie gewinnt. 

Der elementare Charakter der Beweisfiihrung auBert sich auch in dem 
Umstand, daB die gesamte Theorie der Scharen D = D (t, ¢,Q, 0) wit dem 
gleichen Erfolg auf alle diejenigen Funktionenscharen 8 von endlichem Rang 
iibertragen werden kann, welche die folgenden zwei EHigenschaften aufweisen: 
Alle Funktionen von $ sind Dirichlet-Reihen, in denen nur die Potenzprodukte 
der vorgegebenen Primzahlen q;, qe, . . ., 7, auftreten, und 8 ist gegeniiber den 
h Operatoren V, invariant, die die Funktion 
K(s) = E* a.m™* aus B in K (0)|V, = 2° am" (Lsish) 
(der Stern bedeutet die soeben angegebene Summationsbeschrinkung) 
iiberfiihren. Diese Operatoren V, erzeugen dann einen kommutativen Opera- 
torenring ®, der nach Auswahl einer Basis von 8 durch den Ring M der zu- 
gehérigen Umsetzungsmatrizen treu dargestellt wird. Der Ring M erweist sich 
wieder als maximal. Dariiber hinaus erkennt man folgendes: Eine Schar 8 
mit den beschriebenen Eigenschaften, die den gegebenen Rang ;: hat und zu 
den gegebenen Primzahlen q;, qo, . . ., 7, gehrt, ist durch die Existenz einer 
Basis, welche bei den Operatoren V, Umsetzungen mit vorgegebenen Matrizen 
erfahrt, eindeutig bestimmt. 

Im AnschluB hieran werden die simtlichen allgemeinen Scharen 8 mit 
h = » = 2 durch Angabe zweier Basisfunktionen explizit aufgestellt. Dabei 
zeigt sich einerseits, daB man in diesem Spezialfall die beiden Umsetzungs- 
matrizen A,, A, zu V;, Vy, unter den als notwendig erkannten Bedingungen 
(Vertauschbarkeit von A, , A, und Maximalitat von M) willkiirlich vorschreiben 
kann; andrerseits aber, bei geeigneter Wahl von /,, Ag, dab die eine Basis 
der betreffenden Schar 8 kombinierenden Produkte (34) nicht simtlich in 8 
enthalten sind; dariiber hinaus schlieBlich, daB eine und (abgesehen von einem 
konstanten Faktor) nur eine Funktion in 8 existiert, welche multiplikativ in 
zwei Dirichlet-Reihen zerfallt, in deren jeder nur die Potenzen einer der beiden 
Primzahlen q;, q2 auftreten. 

Im vorletzten Abschnitt wird das in der Uberschrift dieser Arbeiten 
formulierte Problem, die Dirichlet-Reihen zu konstruieren, -die den ganzen 
Modulformen der Stufe Q entsprechen und eine vollstindige (d. h. auf alle 
Primzahlen beziigliche) Eulersche Produktentwicklung gestatten, etwas aus- 
fiihrlicher erértert. Die Lésung dieses Problems, d. h. seine Zuriickfiihrung auf 
die Diskussion der linearen Relationen zwischen den elementaren Funk- 
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tionen (34), beruht auf dem Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit. Dieses 
besagt fiir die hier gestellte Frage folgendes: 

Hat eine Dirichlet-Reihe D (s), die einer ganzen Modulform der Stuje Q 
entspricht, eine Eulersche Produktentwicklung beziiglich der Primzahlen p mit 
(p,Q) = 1, so laBt sie sich aus einem festen endlichen Vorrat von Dirichlet- 
Rethen, deren jede eine vollstdndige Eulersche Produktentwicklung besitzt, linear 
mit konstanten Koeffizienten kombinieren. Die Teilprodukte, die sich auf die 
p mit (p, Q) = 1 beziehen, stimmen bei allen diesen Dirichlet-Reihen miteinander 
tiberein und haben die Gestalt eines P (s; 2, Q, 0) aus (32). Die Teilprodukte, die 
sich auf die Primteiler der StuseQ beziehen, haben (abgesehen von einem Faktor t-*) 
die Gestalt (34). Ist Q eine Primzahlpotenz, so gehdren jene Dirichlet-Reihen mit 
einer vollstdndigen Eulerschen Produktentwicklung simtlich zu ganzen Modul- 
formen; hier gibt es fiir die Schar der Dirichlet-Reihen, die den ganzen Modul- 
formen der Stufe Q entsprechen wnd eine feste Eulersche Produktentwicklung 
beztiglich der Primzahlen p mit (p,Q) = 1 zulassen, eine Basis aus Dirichlet- 
Thr Q-Bestandteil hat (abgesehen von einem Faktor t-*) die Gestalt (35). 

Im letzten Abschnitt wird ein Konstruktionsverfahren entwickelt, das 
die explizite Bestimmung einer Basis von G (t, ¢, Q, 0) durch die Umsetzungs- 
matrizen A (¢,) (1 < + S A) erméglicht. Auch dieses Verfahren la8t sich in den 
allgemeinen Scharen $ von beliebiger Signatur {q; , 72, . . ., 7a; ¢} durchfiihren. 
Sei also B eine solche Schar. Nach bekannten Siatzen der linearen Algebra 
existiert eine Basis von 8, deren Umsetzungsmatrizen A, bei Anwendung der 
Operatoren V,(1 < i S h) simtlich Dreiecksgestalt haben, d. h. oberhalb der 
Hauptdiagonale nur Nullen als Elemente enthalten. Sieht man die Elemente 
dieser Matrizen A; (1 Si < A) als gegeben an, so lassen sich nun aus ihnen 
die Funktionen der genannten Basis explizit und abgesehen von gewissen  Kon- 
stanten volistandig bestimmen. Das dabei verwendete Konstruktionsverfahren 
macht von der linearen Unabhingigkeit der Basisfunktionen keinen Gebrauch. 
Die damit erhaltene Aussage besteht also fiir irgendein System von ;« Funk- 
tionen, das sich bei Ausiibung der Operatoren nach den gegebenen Dreiecks- 
matrizen A, (1 Si Sh) umsetzt. 


2. Durehfiihrung der Beweise. 
%, 7 % 7 Y 'y 
= q; Gs - ++ Ws ace -++dy > 
% 1% % h 4, WN 
Q=9% % -++% re AP 
die Primzahlzerlegungen von ¢ und Q, wo die y;, Ye, ---; Ya, und die 4,,;, 
5,.2, ..-, dy natirliche, die y,.;, Ya.2, ---» ¥w ganze Zahlen mit 


Os y, < 4, (@=h+1,44+2,..., N) 





2. 1. Es seien 








” Be, 





” Deen 
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darstellen. Die Reihenfolge der q,, g2, ..-., g, und ebenso die der q,.;, 
Gn+2.---+ Gy ist willkiirlich. Die Primzahlen q;, q2, . . ., g, sind die simtlichen 
Primteiler von ¢, die nicht in t; = ¢ aufgehen. Wir setzen / => 1 voraus; 
méglicherweise ist h = N. 

Fiir jedes 1 = 1, 2, 3, ..., h bezeichne R, die Gesamtheit der m von der 
Gestalt m = g' gi... qi mit ganzen, nichtnegativen k,, k.. .... kj. Der 
Buchstabe 8, unter einem Summenzeichen bedeutet die Summationshedingung 
mc 8, fiir den Summationsbuchstaben m. 


Wir wenden Satz 16 in (K II) auf die volle Schar G (/. e. Y) an. Ist o einer 


der Vektoren 0, (i = 1, 2, ..., M, und jetzt M der Rang von G (t, e, Q)), 
so bezeichnen wir die zu 0 = o, gehérige der in Satz 16, (K II) erklirten Teil- 
scharen GS, (k = 1, 2,..., m) mit S (t, e, Q, 0) oder kiirzer mit S; ¢, e, Q, 0 


sind fiir die fernere Untersuchung fest gewahit. Den Rang von G nennen wir yu. 
S besteht aus allen und nur denjenigen Formen von & (t, ¢, Y). die bei An- 
wendung eines jeden 7’, mit (n,Q) = 1 den Faktor w (n) aufnehmen; dabei ist 
 (n) = w,(n) die zu n gehérige Komponente von o = 0,. Mithin ist die 
Schar S gegeniiber allen Operatoren 7‘, (m > 1) invariant. Denn nach 
(T,, Il), Satz 37 und Satz 38.1 ergibt die Anwendung eines Operators 
Fr, (¢ = 1, 2, 3, ..., A) auf eine Form ¢ (rt) von © wieder eine Form 
9, (= 9 (z) | T, von S(t, e,Q), die bei Ausiibung eines jeden 7,, mit 
(n,Q) = 1 den Faktor  (n) aufnimmt. 


Die einer Form (29) aus S zugeordnete Dirichlet-Reihe (30) gestattet die 
Darstellung (32), wo mit der Bedeutung von a,, in (29): 


(36) K (s) = K (8s; 9) = zo, ra 


Wir nennen X (s) den Kern von D (s) und auch den Kern von y (1). Die Menge 
der Kerne K (s) = K (s; gy) der Formen 9 (rt) aus S bildet eine zu S linear- 
isomorphe Schar D = D (f, e, Q. 0) (vom Range ), und der Operator V,, der 
K (s) = K (s; g) in 


(37) K(s)|Vi=Koe;~|Ve=AKo;~|T)cDdD (lsSish) 
iiberfiihrt. bewirkt 
(38) K (s)|V,= La, m 

- R, i 


Im folgenden soll zunachst der Fall h = 1 erértert werden: dabei schreiben 
wir 9,V fiir q,,V, und « fiir q-*, 6, fiir @ 4» 80 daB also 


na? 


K() = fw) = F b,u', (w|V = Eb, 0 


Mathematische Anvalen. 117. 19 
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Die Schar der so entstehenden Potenzreihen f{ (u) werde wieder mit D be- 
zeichnet. 

Ein Vektor f (u) = {f; (u), fe (u), ..-, f,, («)}, dessen Komponenten eine 
Basis von D bilden (kurz Basisvektor von D genannt), erfahrt bei Anwendung 
des Operators V die Umsetzung mit einer gewissen konstanten Matrix A. 
In der. Heckeschen Terminologie ist A diejenige Matrix A (q), nach der sich die 
Basisformen 9; (t), 72 (t), ..-, 9, (tT) von.S, die durch 


D (8; gx) = &*fe (Q-*) P (8; ©, Q, 0) (isk sp) 


gegeben sind, bei Anwendung des Operators 7’, umsetzen. Es sei J die Jordan- 
sche Normalform von A, 


Lt -19eq 


i Pee 
‘ea eee 
— 0ola 00 
ee a eee 
ein Diagonalkistchen des Grades A von J, g (u) = {g; (u), ge (u), ..., 9, (%)} 


ein Basisvektor der A zugeordneten invarianten Teilschar € von D. Dann er- 
fahren die Komponenten 


(39) g,(u) = F440 (j =1,2,..., a) 
von g (uv) bei Anwendung des Operators V die Umsetzung 

gi (u)| V = ag; (u), 

gs (u)| V = g,-1(u) +ag,(u) (7 = 2, 3, ..., AS A Sj 2). 


Man erkennt nun mit vollstandiger Induktion den folgenden elementaren 
Sachverhalt: Es sei (39) irgendein System von Potenzreihen g, (u), die simtlich 
nicht nur fiirw = 0 konvergieren, und die sich bei Anwendung des Operators V 
nach den Gleichungen (40) umsetzen. Dabei bedeutet jetzt A irgendeine vor- 
gegebene natiirliche, « irgendeine vorgegebene komplexe Zahl; « kann Null 
sein. Wird in Ubereinstimmung mit (35) 

(41) w, (u,a) = u’~1(1—au)—" (» eine natiirliche Zahl) 
gesetzt, so gilt dann 


(40) 


(42) (uy) = £ 6.419% (a). 
Umgekehrt hat das System der Funktionen 


9, () = e418, (8) (isjs4) 


bn-1904 
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die genannten Eigenschaften, wenn die komplexen Konstanten ¢,, cz, . . ., ¢, 
willkiirlich vorgegeben werden, und es fallt auch c, mit dem Anfangskoeffi- 
zienten c, 9 der Potenzreihe (39) von g,(u) zusammen. Da die w, (u, «) 
(1 S » S A) offenbar linear unabhingig sind, so sind die g, (uw) (1 S 7 < 4) 
dann und nur dann linear unabhangig, wenn c, 9 + 0. In diesem Falle spannen 
also die w, (u, x) (1 S » S A) die gleiche Schar auf, wie die g, (u) (1 Sj < 2). 

Unser urspriingliches Problem ist damit fiir h = 1 bereits gelést. Wir 
bemerken noch erstens, daB die invariante Teilschar € von D vermége der 
Existenz einer Basis g (u) mit der Eigenschaft g (u)|V = Ag (u) durch « 
und A eindeutig bestimmt ist; zweitens, daB in der Jordanschen Normalform J 
von A keine der charakteristischen Wurzeln « von A in zwei verschiedenen 
Diagonalkastchen auftritt. Dies besagt, daB das Minimalpolynom von A 
der einzige nicht-konstante Elementarteiler der Polynommatrix A — z/ 
(I die Einheitsmatrix) ist, daB also das Minimalpolynom (bis auf das Vor- 
zeichen) mit dem charakteristischen Polynom zusammenfiallt, und daB daher 
2 die Vielfachheit der charakteristischen Wurzel « der Matrix A angibt. Wir 
formulieren die bisher gewonnenen Ergebnisse in zwei Sitzen: 

Satz 21. Es sei S (t, e, Q) wie in Satz 5 erklart, M der Rang von S(t, e, Q), 
und es werde fiir ein festesi = 1, 2,3,...,M:0 = 0;, also fiir alle natiirlichen n 
mit (n,Q) = 1: a(n) = @, (n) geschrieben. Dic lineare Schar derjenigen Formen (tr) 
aus S (t, e,Q), welche bei Anwendung eines jeden Operators T, mit (n,Q) = 1 
den Faktor w (n) aujfnehmen, heife S (t, e,Q, 0) oder kiirzer S. Entsprechend 
heife Z(t, e,Q,0) = X die lineare Schar der diesen Formen (rt) aus S 2u- 
geordneten Dirichlet-Reihen D (s). Die Schar S ist gegeniiber allen Operatoren T*, 
(m => 1) invariant. Die einer Form (29) von S zugeordnete Dirichlet-Reihe (30) 
gestattet eine Produktzerlegung von der Gestalt (32), wo K (s), der Kern von D (s), 
durch (36) gegeben ist. Dabei entstammen die Koeffizienten a,, in der Reihe fiir 
K (s) der Darstellung (29) von  (t). Der Faktor t-* P (s; ¢,Q, 0) ist bei allen 
D (s) aus T der gleiche. Die Kerne K (s) der Dirichlet-Reihen D (s) aus & bilden 
also eine 2u S und T linear-isomorphe Schar D = D (t, e,Q, 0). Besitzt eine 
Dirichlet-Reihe H (s), die einer ganzen Spitzenform der Stufe Q vom Teiler t zu- 
geordnet ist, eine Produktzerfillung von der Gestalt (19), (K II), so gibt es einen 
Charakter ¢ (n) mod Q und einen Eigenwertvektor 0, = 0 derart, daB H (s) in 
T(t, e,Q, 0) liegt, daB also 

“<i r—1 -1 
H®(s) cD, a e(p') p= (1 ae > +? =) 

fiir jede Primzahl p, die nicht in Q aufgeht. , 

Satz 22. Es existiere eine einzige Primzahl q, welche in t, nicht aber in 
t; = & aufgeht. Dann bilden die Funktionen 

—s —@¢—De a\-" 
K(s) = w,@ ‘,0)= 9 (2 ?) 
19* 











eine Basis der Schar D (t, ¢ Q, a), wenn fiir « die verschiedenen charakteristischen 
Wurzeln der in & (t, e,Q, 0) erkldirten linearen Transformation T* und 2u jedem 
dieser « fiir v die natiirlichen Zahlen, bis zur Vielfachheit der charakteristischen 
Wurzel « ansteigend, eingesetzt werden. Die lineare Transformation T* besitet 
(als Transformation in GS (t, 2,Q,0)) einen einzigen von Eins eovechiodenen 
Elementarteiler, der also mit dem Minimalpolynom und dem charakteristischen 
Polynom von T', zusammenfallt. 

2.2. Um fiir A = 2 ein Ergebnis dieser Art zu érhalten, setzen wir, wenn 
K (s)cD durch die Reihe (36) gegeben ist, 


K%(s) = (Ko) = Fa,m-' (= 3,2,3,...,h). 
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Liegen die Dirichlet-Reihen K, (s), Kz (s), ..., Ky (8) sémtlich in D, so gilt 
mit beliebigen Jet , Ze, .-+, Sy: 


( zr 2 K (8) = Dy 2, K" (s) (lsish). 


Also bilden die Funktionen K“(s) mit K(s) cD eine lineare Schar D von 
einem Range », S . Offenbar ist u — u, der Rang der Teilschar ©, der- 
-jenigen ZL (s) aus D, fiir die L™ (s) identisch verschwindet. Man entnimmt 
ferner aus (37), (38), dab, wenn K (s)c D durch die Reihe (36) gegeben ist, 


K (s)| V, = (K (s)| V,)° = ne ie ie ae. 
Daher ist die Schar D“ gegeniiber allen Opiahadis V, mit 9 = 1,2,..., i 
invariant. 

Wir bezeichnen fiir das folgende mit A diejenige Matrix, nach der ‘sich 
irgendeine Basis von D bei Anwendung des Operators V, = V umsetzt, mit J 
die Jordansche Normalform von A, und fiir i = 1, 2, ..., A mit ¢,; (z) das 
Minimalpolynom der in der Schar D“ erklarten linearen Transformation V,. 
Bilden die Funktionen Kj? (s)(j = 1, 2, . . ., “;) eine Basis von D®, so ergiinze 
man dig Funktionen K; (s) aus D durch Hinzunahme einer Basis K;, (s) 
(k = uy + 1, a, + 2,..., 4; uw; < 4) von O, zu einer Basis von D. Da OD; 
bei V, invariant ist, so erkennt man, daB ¢, (z) in dem Minimalpolynom der 
in D erklirten linearen Transformation V, aufgeht. 

Wir schreiben nun V, = V, q, = 9, g-* = u und A fir ein Diagonal- 
kastchen der Matrix J; A sei die unter 2.1 dargestellte Matrix. Ist 


g(#) = {9, (8), 9, (8), ---59, (8)}, 9,(8) = 264% (isjsA) 
a 
eine Basis der zu A gehérigen invarianten Teilschar von D, also g(s)| V = Ag(s), 
so gilt 
Ci. mq = 21, m> C,, ma = &j-1,m + AC; m (j _ 2, 3, ee es 4, } = 2; mm CR,). 
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Setzt man 
=< h9(ukh= Fe, (hu (ISfSAkcs 
©; ke g® ¢, , g,(u ) xo an! ) u (lsjs cA, _ 34), 


so bestehen fiir diese g; (u, k) bei festem k die Umsetzungsformeln (40). Daher 
erhalt man nach (42) 


j 
9 (u,k) = 2 _,, 1, o(k)w, (ua) (lsj se). 
Uberdies ist im Gebiete absoluter Konvergenz 


4()= 2 = E ¢, kk = LF gu kk’ (LSjsa 
—1 *= Ry —1 

also 
gi) = 22 6 venek “ei cmnad= 2 gf" Cw, we) 


Um hieraus die Darstellung einer beliebigen Funktion K (s) von D herzu- 
leiten, denken wir uns die Zahlen a, die bei der Zerlegung von D in die gegen- 
iiber V invarianten Teilscharen (entsprechend der Zerlegung von J in Diagonal- 
kastchen A) auftreten, durch «,, a, ..., %,, die zugehérigen Kiastchéngrade 
durch A, , Ag, . . ., Ag und eine Basis der zu «,, 4, gehérigen invarianten Teilschar 
von D durch die Funktionen 

9, ; 8) (1 Sjs4;1=1,2,...,d) 
gegeben. Dann ist 


(43) K@= 3 2 Os0j— 3 2 HD @w,ua) 
mit konstanten C, , oa 


4, 
f, (8) = 2s 9, 5-141 (8) % 6  eoc?-*. 


Die zweite Doppelsumme in (43) kann offenbar in eine Summe der gleichen 
Gestalt verwandelt werden, in der «, nur die (paarweise verschiedenen) charak- 
teristischen Wurzeln der (in D erklarten) linearen Transformation V , je einfach 
durchlauft, und die natiirliche Zahl » bis zur Vielfachheit von «, im Minimal- 
polynom ¢, (z) von V, ansteigt. Da die hierbei auftretenden Koeffizienten 
aus D“—” eine analoge Darstellung zulassen, in der h — 1 an die Stelle von A 
und demgemé8 D“—” an die Stelle von D™ tritt, ist jetzt insgesamt folgendes 
bewiesen : 

Satz 23. Es sei h = 2, i eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., h. Man streiche in 
der Reihendarstellun, (36) einer Funktion K (s) aus D die Glieder, in deren m 
eine der Primzahlen 9;.1, 9i+2, ---, Yn @ufgeht. Die Gesamtheit der so bei 
festem i entstehenden Funktionen K® (s) mit K (s) CD ist eine lineare Schar D’ 
von ein’ 3s Range 1, Sw. D® ist gegeniiber allen Operatoren V, mit 9 = 1,2,...,4 








290 H. Petersson. 


invariant. Es bezeichne (,(x) das Minimalpolynom der in D erklarten 
linearen Transformation V,, G, den Grad von C, (x). (€, (x) teilt das Minimal- 
polynom der in D erkldrten linearen Transformation V;.) Man bilde die 
G = G6, -G,: ...-G, Funktionen 


(44) bd (41, 1)", (ue, @_)°. ° °@, (tq, Xa) (u, = ” t= 1, 2, 3, ‘ogee 


in welche fiir jedes a, (i = 1, 2, .. ., h) eine beliebige der Nullstellen von f, (x) 
und fiir jedes v, eine nattirliche Zahl eingesetzt wird ; dabei ist der Index v, in dem 
Faktor w,, (u,, 4) héchstens gleich der Vielfachheit der Nullstelle «, des Polynoms 
f, (x). Dann gilt: Die G Funktionen (44) erzeugen die Schar D, d. h. jedes K (s) 
aus D ist eine Linearkombination der Funktionen (44) mit komplezen konstanten 
Koeffizienten. Im tibrigen enthdlt diese Aussage den Satz (22) als Spezialjall 
(h = 1). 

2. 3. Beim Beweise von Satz 23 spielt die Herkunft der Funktionenschar D 
von den Modulformen sus G (t, ¢, Q, 0) ersichtlich keine Rolle. Satz 23 gilt 
also wGrtlich fiir alle linearen Funktionenscharen $ von endlichem Rang, die 
die folgenden zwei Eigenschaften aufweisen: 

Es sei A eine beliebige natiirliche Zahl, und es seien A paarweise ver- 
schiedene Primzahlen ¢,, gz, ..., Ya Willkiirlich vorgegeben. Die beiden 
Eigenschaften besagen: 

I. Jede Funktion aus 8 ist eine (irgendwo konvergente) Dirichlet-Reihe 
von der Gestalt 


K(s) = 2 a.m *. 


II. B ist gegeniiber allen Operatoren V, (9 = 1, 2, ..., A) invariant; 
d. h. mit K (s) liegen die h Funktionen KX (s)| V, sémtlich in 8. 

Eine lineare Funktionenschar 8 von dieser Beschaffenheit werde, wenn /! 
ihren Rang angibt, als eine Schar von der Signatur {q,, ge, .,--, Gx; ft} be- 
zeichnet. Eine solche Schar $ hat nun stets zwei weitere Eigenschaften, die 
sich nach Wahl einer Basis 


K (s) = (K, (8), K, (8), ++ Ky (s)} = Fam’, 


(45) 
a, = {a, .; By gr eres a. a! 
in der folgenden Weise ausdriicken lassen: 
Es sei 
(46) R (s)| Vi = A (g,) K (8) = 1, 2, ..., A). 


a) Dann sind die Matrizen A (q,) paarweise vertauschbar, und der von 
ihnen erzeugte Matrizenring M ist maximal, d. h. jede mit allen A (q,) 
(1 St S h) vertauschbare Matrix des Grades » liegt in M, ist also ein Polynom 
in den A (q,) (¢ = 1, 2, ..., A) mit skalaren Koeffizienten. 
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b) Man setze 
A A 
(47) A(m) = (4, , (m)) = 14 (9), wenn m = ai qi! Cc R, 


i=1 


und bilde die Funktionenmatrix 
a) SF A (mm) me" = (L, ,(0))3 Dy (8) = FA, (mm 
(j, = 1, 2, 3, ..., p). 


Dann liegen alle diese Funktionen L, ,(s) in 8 und erzeugen %, d. h. B ist 
mit der Menge der Linearkombinationen der y? Funktionen L, ,(s) identisch. 

Es soll eine kurze Begriindung dieser Behauptungen fiir diejenigen 
Scharen 8 = D (t, e,Q, 0) ausgefiihrt werden, die mit den aus Modulformen 
gebildeten Scharen G (t, e,Q, 0) in der eingangs beschriebenen Weise ver- 
kniipft sind. 

Die erste Aussage ergibt sich aus dem Verhalten derjenigen Basis q (t) 
von G(t,2,Q, 0), deren Elemente den Komponenten des Vektors 
t-*R (s) P (s; «,Q, 0) entsprechen. Fiir natiirliches » mit (n,Q) = 1 gilt 
q (t)| T,, = @(n) q(t); also erweist sich A (n) = w (n) J als die dem Operator T,, 
in der Basis q(t) zugeordnete Matrix (I bezeichnet die Einheitsmatrix des 
Grades ys). Mit dieser Matrix A (n) ist einerseits jede Matrix vertauschbar, und 
sie liegt andrerseits in jedem Matrizenring, der die Einheitsmatrix enthilt. 

Die zweite Aussage beruht auf der Gleichung (T,, II), (20), die fiir die 
hier diskutierte Schar S (t, 2, Q, 0) die Gestalt 


® (8) = t-* 2 (s) P (s; 2, Q, 0) 


annimmt. Vorher wird in-(T, II) bewiesen, daB die Elemente von @ (s) in 
T (t, e, Q, 0) liegen und T (¢, e,Q, 0) aufspannen. Im iibrigen ist 


(49) 2() = IT (lI-A@)q") 


Es sei nun eine allgemeine Schar 8 von der Signatur {9;, 72, -- -, 7a; ¥} 
vorgelegt. Dann la8t sich die Heckesche Theorie in (T,, I), § 3 vollstandig auf 
die in 8 erklarten Operatoren V, (e = 1, 2,3, ..., A) tibertragen. Daher be- 
stehen die genannten beiden Aussagen auch stets fiir die allgemeinen Scharen 8 
von beliebiger Signatur. Die Ubertragung soll hier nicht dargestellt werden. 
Es sei nur bemerkt, da8 sie von den zu (T,, I), (19) analogen, aber einfacheren 
Grundgleichungen 

Gem =Al(ma,=Alk)a, (mkcR,) (speziell a, = A (m) a,) 


ausgeht und iiber die Formeln 
A(m) = z a, ,B’, 2(s) = z K (3) 8’ 
o=1 . r=1 
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zu den genannten Ergebnissen fiihrt. Zwischen & (s) und & (s) besteht die 
einfache Beziehung 
KR (s) = L (s) ay. 

Wir formulieren zusanmmenfassend : 

Satz 24. Es set B eine Schar von der Signatur {q,,q2,..-, Qn; us}, also 
eine Schar mit den obengenannten Eigenschaften I., II. Dann gilt fiir ® der 
Satz 23. Es set ferner durch (45) ein Basisvektor R (s) von B gegeben, welcher 
sich bei Austibung der Operatoren V, (i = 1, 2,..., h) nach den Formeln (46) 
umsetzt. Dann sind die Matrizen A (q,) (1 St Sh) paarweise vertauschbar, 
und der von den A (q,) erzeugte Matrizenring M ist maximal, d. h. jede mit allen 
A (q,) vertauschbare Matriz liegt in M. (M besteht aus den stimtlichen Polynomen 
in den A (q,) mit skalaren Koeffizienten.) Man bilde mit den A (m) aus (47) die 
durch (48) erklarte Matrix 2 (s). Dann ist 8 mit der von den 1:2 Funktionen 
L; x (8) (7, k = 1, 2, 3, ..., ) erzeugten linearen Schar identisch. Ist also B* 
eine Schar von der gleichen Signatur {q,, qe, ---, Ini 4} wie B, und besita B* 
eine Basis R* (s). die sich bei Austibung der V,; (1 S i S h) nach den gleichen 
Matrizen A (q,) umsetzt wie R(s), so ist B* mit B identisch. Ein Basis- 
vektor $ (s) von B erfihrt bei Austibung der V,; (1 Si < h) die Umsetzungen 
mit den gleichen Matrizen A(q,) wie K(s) dann und nur dann, wenn 
 (s) = M (ss), wo M eine umkehrbare Matrix des Ringes M bezeichnet. 

Auf die Frage, wie sich diejenigen Scharen 8 = D (t; e, Q, 0), welche mit 
den aus Modulformen gebildeten Scharen GS (t, ¢,Q, 0) verkniipft sind, inner- 
halb der Menge aller Scharen $ von der gleichen Signatur auszeichnen, soll 
hier nicht eingegangen werden. Man hatte zu diesem Zwecke zu untersuchen, 
wie sich die Formen von G (t, ¢,Q, 0) bei Anwendung der Substitutionen der 
vollen Modulgruppe verhalten. 

2.4. Die oben entwickelte Theorie der allgemeinen Scharen 8 von der 
Signatur {q-, 72, - - -, 7a; #} fiihrt auf das nachstehend formulierte algebraische 
Problem: Man gebe fiir eine zu konstruierende Schar 8 die Signatur 


{q1, Qe, ---» 4a; #} und die A Matrizen A (q,) (i = 1, 2, 3, ..., A) 


des Grades » willkiirlich, aber unter der Einschrinkung vor, da8 die Matrizen 
A (q,) paarweise vertauschbar sind, und daB der von ihnen erzeugte Matrizen- 
ring maximal ist. Existiert dann eine Schar 8 von der gegebenen Signatur mit 
einer Basis, welche sich bei Ausiibung der V, (1 S « S A) nach den gegebenen 
Matrizen A (q,) umsetzt ? 

Diese Frage ist zu verneinen, wie das Beispiel des Matrizenringes (40) in 
(T,, I), 8. 22 zeigt. Sie ist dagegen in dem einfachsten nicht-trivialen Spezialfall 
y) = h = 2 zu bejahen; dieser Spezialfall soll hier kurz abgehandelt werden. 
Im iibrigen ist die gestellte Frage natiirlich allgemein zu bejahen, wenn man 
die Vertauschbarkeit der Matrizen A (g,;) (1 S i S A) und zusitzlich fordert, 
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da8 ein Vektor a = {a;, a2, ..., a,} und « Zahlen m,, mg, ..., m, aus R, 
existieren sollen derart, daB die Vektoren A (m,)a (i = 1, 2, ..., “) linear 
unabhangig sind. 


Von den beiden gegebenen Matrizen A, = A (q;), Ag = A (qe) kann man 
sich stets die eine, etwa A,, in der Jordanschen Normalform vorgelegt denken. 


Es sei zunichst A; = ({°). Die mit A, vertauschbare Matrix A, hat not- 
wendig die Gestalt A, = (6 *) Der von diesen A, , Az erzeugte Matrizenring M 


ist immer maximal, weil man aus J und A, jede Matrix von der Form ( x 4 
linear kombinieren kann. Andrerseits sind die Funktionen 
K, (8) = w (u;, «) w; (ue, A), 
(50) Kg (8) = te (uy, &) 1, (Ug, B) + Aw, (Uy, x) we (te, B) 
(u; = a”, _= i, 2) 

linear-unabhangig und setzen sich bti Anwendung von V,, V, nach den 
gegebenen Matrizen A,, A, um. 

Ist zweitens A, in der Gestalt (© x ) mit %, + %» vorgelegt, so hat A», 


Diagonalform e* 8 ), M ist maxjmal und die linear-unabhingigen Funktionen 
2 


Ky (8) = wy (41, %1) w; (Ue, By), Ke (8) = w, (uy, ae) wy (U2, Be) 
bilden (in Analogie zu den Konsequenzen des Hauptachsentheorems) einen 
Vektor, der die gewiinschten Umsetzungen erfiahrt. 

Ist schlieBlich A, = (5 °), so kann man AQ, ohne A, zu andern, auf die 
Jordansche Normalform transformieren und kommt damit, von dem unmég- 
lichen Fall A, = r > abgesehen, auf die bereits behandelten Fille zuriick. 


Die Basiseigenschaft des Systems (50) folgt aus einem allgemeinen Satz 
liber die lineare Unabhangigkeit von w,-Produkten der Gestalt (44): Es seien 
1, %,g,..., a, beliebige, aber fest gegebene komplexe Zahlen. Eine Relation 


Ze age con ty Org Mae dM, (Uys ty) =, (Myr) =O (Ue = |G"), 


in der die C,, ee komplexe Messinia bedeuten, und in der iiber endlich 
viele, paarweise verschiedene Vektoren {v,, v2, . . ., ¥,} mit natiirlichen », als 
Komponenten summiert wird, gilt nur dann, wenn alle KoeffizientenC, , 
verschwinden. Der Beweis lat sich am einfachsten auf Grund der Hoemial 
w, , (4%) = ww, (u, x) w, (u, a) (a und 6 ganz 2 1) 
durch vollstandige Induktion nach h erbringen. 
Dieser Unabhangigkeitssatz fiihrt bei den Scharen 8, die von den Funk- 
tionen (50) fiir 0 + 0 erzeugt werden, auf folgende Tatsachen: Die einzige 


r,,¥. 
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Funktion von der Produktgestalt I. ts (s) = w,, (u;, a) %,, (ue, 8), die in B 
enthalten ist, ist K, (s). 8 hat weder eine Basis aus zwei Funktionen von dieser 
Gestalt f.. ts (s), noch auch nur eine Basis aus zwei Produkten von der all- 
gemeineren Gestalt 


( 5 C, ry w, (u,»@)) ( yc sr, (a); 


vr, =i 


1 
denn ein in 8 eithaltenes Produkt von dieser allgemeineren Beschaffenheit ist 
bis auf einen konstanten Faktor mit K, (s) identisch. 

2.5. Das in der Uberschrift dieser Arbeit formulierte Problem, dessen 
Lésung unter 1. angedeutet wurde, bedarf noch einer kurzen Erérterung. Es 
handelt sich dabei stets um die Dirichlet-Reihen D(s), die einer ganzen Modul- 
form (Spitzenform oder nicht) der Stufe Q entsprechen. Gefragt wird: Es habe 
D (s) eine vollstandige (d. h. auf alle Primzahlen beziigliche) Eulersche Produkt- 
zerlegung. Wie sehen die den Primteilern der Stufe Q entsprechenden Faktoren 
dieses Produktes aus? 

Um dies zu untersuchen, betrachten wir zunachst diejenigen Dirichlet- 
Reihen D (s), die den ganzen Modulformen der Stufe Q entspreehen und eine 
Eulersche Produktentwicklung beziiglich aller Primzahlen p mit (p,Q) = 1 
zulassen. Eine Reihe von dieser Art bezeichnen wir kurz als eine DME-Reihe 
der StufeQ. Eine solche DME-Reihe D (s) der Stufe Q gestattet, wie bewiesen, 
eine Darstellung 

D (s) = G (s) - P (s; €,Q, 0); 
hier bezeichnet P (s; e, Q, 0) das durch (32) erklirte Produkt, wahrend sich 
G (s) additiv aus Bestandteilen verschiedener Herkunft zusammensetzt. 


Unter diesen Bestandteilen von G (s) finden sich zunaehst die Beitrage der 
nachstehend aufgefiihrten Funktionen zu den Primteilern g der Stufe Q: 


(tt’)*L (s, x) L (s —r +1, z’). 
(t|Q,0’\Q; x und 7’ sind Restcharaktere mod 2 bzw. mod $.) 
Die Beitrige haben, abgesehen von einer u-Potenz aus dem Faktor (tt’)~* 
entweder die Form w, (u,a) oder aber die Form (1 —au)™' (1 — fu) 


(u = q-*, a + 0 + #). Nun enthilt (tt’)-* im zweiten Falle u mindestens 
in der zweiten Potenz; da 


(51) u(1 —au)*(1—fu)* a zp ls (4 a) — %, (4, 8B), 
bzw. = w, (u,a), 
falls a + 6 bzw. a = 8, so ergibt sich fiir den genannten Bestandteil von G (s) 


ein Ausdruck, wie er auch bei den von den Spitzenformen herriihrenden Be- 
standteilen auftreten kann. (Die Umformung (51) muB man im iibrigen dann 


Konstruktion der Lésungen einer Riemannschen Funktionalgleichung. IIL 295 


anwenden, wenn man D(s) als DME-Reihe der Stufe Q* untersucht, wo 
Q|Q*, @ <Q*, g|Q*, (¢,Q) = 1; vgl. hierzu auch (K II), § 3.) 

Natiirlich kann man die in 2. 1, Absatz 3 ausgefiihrte Uberlegung heran- 
ziehen, um zu erkennen, da8 eine DME-Reihe, die zu einer (mit einem Teiler ¢* 
versehenen) Linearkombination der Eisenstein-Reihen gehért, eine Produkt- 
darstellung (32) gestattet, in der dann fiir das dabei auftretende K (s) die Aus- 
sage des Satzes 23 gilt. Indessen ergibt sich die besondere Struktur der so er- 
klarten Funktionen K (s) gerade aus der Beziehung der Eisenstein-Reihen zu 
den soeben genannten L-Reihen-Produkten. Bestimmt man XK (s) aus den 
L-Reihen-Produkten, so hat man zu beachten, daB der Faktor (tt’)- * méglicher- 
weise eine héhere oder niedrigere u-Potenz enthilt, als sie der Darstellung (32) 
nach der allgemeinen Theorie entspricht. Diese u-Potenzen lassen sich mit 
Hilfe der Identitaéten 


uw, (u,a) = — + + ~ w, (ts, a), 1410 (u, a) =— + uw, (u,a) + ~ 05 (u, a) 


abbauen und aufbauen. Man gelangt so zu Linearkombinationen der (mit den 
(— s)-ten Potenzen der wirklichen Teiler multiplizierten) Ausdriicke (34) der 
allgemeinen Theorie. 

Danach 14Bt sich G(s) als eine Linearkombination 


(52) G(s) = FCu’ u,’...0" W, (ty, Oy), (tgs oty). 10, (Uy, ty) 
a | 2 . 
schreiben. Hier bedeuten q;, ge, 93, ---» Jy die simtlichen verschiedenen 
Primteiler vonQ, u, (i = 1, 2,3, ..., N) die Potenzen q7"; fiir jedes «, ist eine 
komplexe Zahl aus einem durch t = qq"? wa qs allein bestimmten endlichen 
Wertevorrat einzusetzen, fiir jedes v, eine ganze Zahl = 0, die bis zu einem 
durch a, und den Teiler ¢ = g’? q awa qs allein bestimmten Héchstwert 
1 
ansteigt. wo (u,, «,) ist Eins. Die ganzen Zahlen y, > 0 haben als Hochstwert 
den Exponenten, mit dem q; in Q aufgeht. Die C bezeichnen Konstante. 
Wenn eine DME-Reihe D (s) eine vollstandige Eulersche Produktentwick- 


lung gestattet, so bedeutet dies, daB die zugehérige Funktion G (s) sich durch 
ein Produkt 


(53) G (8) = f1 (t1) fe (ue) fs (ug) . . - fy (Uy) 
darstellen la8t, dessen i-ter Faktor /,; (u,) eine Potenzreihe in der Variablen 
u, = q,* ist (§ = 1, 2, 3, ..., N). Wir schreiben 

G, (8) = fi (41) fe (ue) . . - fe (Ux) (lsksN). 
Hier erhalt man.Gy _ , (s) auf folgende Weise: Man entwickle die rechte Seite 
von (52) nach Potenzen von uy und greife eine Potenz uss heraus, die in der 
Reihe fiir fy (uy) wirklich auftritt. Der Koeffizient von us® in der genannten 
Entwicklung von G(s) ist bis auf einen konstanten Faktor die gesuchte 
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Funktion Gy, (s). Dieses Vorgehen erweist G, ~ , (s) als einen Ausdruck, der 
aus der rechten Seite von (52) dadurch entsteht. daS man dort iiberall 
uN w, ,(¥y,%x) durch eine passend gewiihite Konstante ersetzt (die natiirlich 
von dem zugehérigen Wertesystem xy, ry. yy abhingt}. Gy_, (s) hat also 
die Gestalt der rechten Seite von (52) mit N — 1 an Steile von N; die Werte 
a, ¥%, ¥; (¢ = 1, 2,3, ...N —1) haben ihre friihere Bedeutung behalten. Die 
fortgesetzte Anwendung des Verfahrens ergibt schlieBlich 
j,(u) = EF Culw, (uy a), 

wo die Zahlen «, , »; , y; in der bei der Erklarung der Darstellung (52) angegebenen 
Weise zu wahlen sind. 

Es sei betont, da8 im Falle einer-Primzahlpotenzstufe Q jede DME-Reihe 
automatisch eine vollstandige Eulersche Produktentwicklung zulaB8t. Ein ent- 
sprechendes Resultat im allgemeinen Falle ist nicht zu erwarten. Wenn aber 
eine Dirichlet-Reihe. die einer ganzen Modulform der Stufe Q entspricht, eine 
volistandige Eulersche Produktentwicklung zulaéBt, so ist die Struktur der 
Faktoren, die zu den Primteilern der Stufe gehéren, und damit aller Faktoren 
genau bekannt. Die numerische Bestimmung dieser g-Faktoren erfordert nur 
noch die Berechnung der endlich vielen Konstanten C, von denen der einzelne 
g-Faktor linear abhingt. 

Das soeben dargestellte Verfahren zur Bestimmung der Faktoren /; (u,) 
in dem Produkt (53) lehrt in Verbindung mit dem vorher aufgestellten Unab- 
hangigkeitssatz folgendes: 

Es sei 8 die Schar der Signatur {q; , 72; 2}, die von den Funktionen (50) 
fiir irgendein 0 + 0 erzeugt wird. Dann gilt: Eine Funktion aus 8, die sich 
als Produkt /, (u;) /2 (u2) schreiben 1aBt, wo /; (u,) und f, (ug) Potenzreihen 
in u, bzw. ue darstellen, ist bis auf einen konstanten Faktor mit K, (s) identisch. 
8 hat also auch keine Basis, deren Funktionen beide eine Produktzerlegung 
fi (U1) fe (ue) zulassen. 

2.6. Wir entwickeln nun noch das eingangs erwahnte Konstruktions- 
verfahren fiir die Basisfunktionen einer Schar 8, die sich bei Anwendung der 
Operatoren V, nach den gegebenen Matrizen A, (1 < » Sh) umsetzen. Sei 
also ® eine allgemeine Schar der willkiirlich vorgeschriebenen Signatur 
{91, 92, ---» Gai #}, K (8) ein Basisvektor von B; die Umsetzungsformeln, die 
dieser Funktionenvektor & (s) bei Anwendung der Operatoren V, (1 < » Sh) 
befolgt, haben die Gestalt (46). Nach bekannten Satzen der linearen Algebra 
existiert eine konstante umkehrbare Matrix Z von ;: Zeilen und Spalten derart, 
daB die Matrizen A* = ZA (q,)Z™' (1 S vy Sh) samtlich Dreiecksform auf- 
weisen, d. h. oberhalb der Hauptdiagonale nur Nullen als Elemente enthalten. 
Danach bestehen fiir den Vektor R* (s) = ZR(s) die Umsetzungsformeln 
K* (s)|V, = AFR* (s) (lsvSh) 
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Wir lassen nun, um die Bezeichnung zu vereinfachen, die Sterne fort. 
schreiben also 


K(s) | V, = A, K(s) (lsrsh), 
(54) K (8) = {K, (8), Ko(s),-.., K,, (801, 
K,(s) = 2 4,_m—" (lsj <p), 
(55) A, = (4), 4 = 4, AY = 0 fir k> j 
(9,4 = 1,2,... 6; lor sh), 
(56) K,(9|¥, = 5 49K, (6) (<j<p. 
; ‘ 
(57) KY (s)|V, = 2 a K" (8) (isrsishlsjsw). 


In diesen Formelin nits wir die komplexen Konstanten A a’ at Sksjsu. 
1 srsh) als gegeben an und ser pepuagee! nun die Funktionen K, (s) 
(1 SJ S ») auf Grund der Kenntnis dieser x” . Dabei werden wir von der 


bisher giiltigen linearen Unabhingigkeit aber Funktionen K,(s) keinen 


Gebrauch machen, also nur die Formeln (54). (55), (56), (57) zur Konstruktion 
benutzen. 


Um zuniichst K, (s) zu bestimmen. bemerken wir, daB aus (55) und (56) 
folgt 
(58) OF og - ce (q ah A, ” a”, ad c,, n= 0). 
Setzt man dies mit mc R,_,; in die Reihe fiir K, (s) ein, so ergibt sich 


K, (s) = k” <= ® (s) w (u,,. 2). 


also 


A 
(59) K, (8) = C, IT wu, (u,, a”), 
= 
wo C, eine Konstante bezeichnet, die natiirlich nicht verschwindet, wenn 
& (s) einen Basisvektor von 8 darstellt. Insbesondere ist fiir jedes 
tml, B0canae 


(60) K\ (s) = C, I w, (u,, ay”). 


al 
Zur Bestimmung der Funktion Kz (s) schreiben wir abkiirzend 
q), = 4. i = u, = u, A = 4, ~ = B, a” = Sg 
Aus (56) folgt fiir mcR,: 
a, m@ ae Ba, ,, za ag, 


und daraus mit vollstindiger Induktion 
a, gn = B'S, ,, +a(" = pas a’'\. a, (mcoR,,n z 1). 
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Diese Formel ergibt fiir m C®,_, durch Einsetzen in die Reihendarstellung 
von K; (s) 


K, (3) = KS 7m (8) w, (u,, ay’) + * u, KY = (8) @, (u,, ay”) “, (u,, ay’), 
K, (s) = Ke Fite: (8) wv, (u,, a”) + | oA u, K, (8) v, (u,» a”). 


Nun la8t sich K{'~” (s) auf Grund von (57) nach demselben Verfahren 
durch Ke ~®)(s) ausdriicken. Die so erklarte Rekursion liefert schlieBlich 


h h A 
(61) K,(s) = C, IT », (4A) + z ee () I», (4,» a) 
und fir 1 = 1, 2,..., A: 

é i i 
(62) Ky'(s) = Cy IT w, (4?) + 2 Ay", u, Ky” (8) LT , (ys AL") 


Dabei bezeichnet C, eine Konstante. 

Die weiteren Funktionen K;(s), K,(s), ..., K, (s) werden rekursiv 
konstruiert. Wir nehmen an, es seien K, (s), Ke (s), ..., K,_, (8) bereits dar- 
gestellt (2 = g S[ ~—1). Zur Darstellung von K, (s) schreiben wir wieder 
Gr, = J, Uy, = & und erhalten aus (56): 


K,(s)|V, = Fe ue = 2, iY EK, (3), 


also 
a = s A” a ' (mc R,). 

Diese Formel liefert bei Iteration 
a ag = ; £ Br. (n) a 


(63) BY (n) = P 4” P\eu ’ F News ym 


ee a. 
re, Se, S---Sen—-1 59 %ln—1 On—1,ln—2 #2,@1 %, 


(n 2 0, mc &,), 


fiir n > 2 und 
BY .(0) =0 fir 15° <g—1, BO) = 1, BY,(l) = 2. 


Speziell ist BY, (n) = a (n = 0).. Hier findet man zunichst, wenn man 
diese Formeln fiir m c R,_; in die Reihendarstellung von K, (s) einsetzt, 


(64) K,(s) = KO (yw, (u,, 4) + SMM (uy) KO- (0), 
wo 
M” (u,) = -. BY (n) u* (lsv<g-)). 


Die Berechnung der B (n) fiir n = 2 lé6t sich, wie man leicht be- 
st&tigt, nach dem folgenden kombinatorischen Schema durchfiihren: Man faBt 
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diejenigen Produkte in den Summen auf der rechten Seite von (63) zusammen, 
in denen die positiven unter den Indexdifferenzen 


01 —, C2 — 01, C3 — O2, +++, On-1 — On-2» J — On-1 
die gleichen Werte haben. Sei also / eine natiirliche Zahl < g —yv. Man 
markiere 1 —1 natiirliche Zahlen o;, o2, ..., o;-; willkiirlich unter den 
Nebenbedingungen 
(65) ¥ = 09 <0; < Og <... KS Ojp_g KO <O, = 9 
und betrachte alle Produkte 

(a) (h) (hy 9h) 9th) 

(66) 4. en—1 4-1, fn—2 °°” a e a 0, a ' 


mit folgenden Eigenschaften: Das 0, mit kleinstem i > 1 und 9, > a9 = 
ist o,. Das 0; mit kleinstem 1 = 1 und @, > a; ist a2, usw.: Das 9, mit klein- 
stem i > 1 und 9, > op ist o,, (6 = 0, 1, 2,3,...,1-—1). Die Menge der 
simtlichen Produkte (66), die einer Indexkombination dieser Art mit ge- 
gebenen 0), 02, .--, 0;~2, 0-1 angehéren, nennen wir ein System €. Ein 


Produkt aus € hat die Gestalt 


(hy yn mw 4h) ye 4" qu" yoo-2 yn”! 


% | 1 %~— 2° Oy 4 op % % % % | 


mit ganzen Np, 1, M2, ..., M_1,% SO (n=—My +m, +m +...+n,4+1). 
Wir bezeichnen nun mit M’ wy _&, u,) diejenige Teilsumme von mu” (ty), 
die aus yu , (Ua) entsteht, wenn ‘dort 3” (m) durch die (63) PT se 


Summe exsetst wird, in der nur die Produkte (66) aus dem gegebenen System € 
auftreten. Dann ergibt sich einerseits 


(67) M” (C,u,) =a, a” hl a 1 0, (uA) 


%%-y G1, a 6,9, 4." ha 


und andrerseits 
(68) M” (u,) = z mM” (G, u,). 


Hier hat man iiber alle verschiedenen Systeme € von Indexkombinationen zu 
summieren. Das einzelne System € ist.durch das Schema (65) umkehrbar ein- 
deutig bestimmt. 

Damit ist M\, (u,) berechnet. Zur Bestimmung von K, (s) bedarf es 
noch einer weiteren Rekursion, die durch Anwendung der Formel (64) auf die 
Funktion K~(s) eingeleitet wird. Dabei entsteht nach (57) zunichst 


K, (s) = KP” (aw, (4, pA) 0, (uy A) 


+w, (u,, ay" z ‘Me: a. (u, =) Ke ~9 (8) + = MY” (u,) ky + (a). 
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Die Funktionen _"~ (u a—1) sind nach demselben Schema zu bilden wie die 


Funktionen M’ ~ (us); nur hat man u, durch u,_, und in dem Ausdruck (63) 
der Koeffisienten der Potenzreihe den oberen Index h durch h — 1 zu ersetzen. 
Die Iteration dieses Verfahrens ergibt schlieBlich bei entsprechender Erklarung 
der Funktionen mu (u,) (1 S @ Sh) und mit konstantem C,: 


LY 
(69) K, (s) = C, HT w, (u,, a”) 


+ "S'S Me (u) KP? (8) T. (11 (Myo Ay): 


v= e=1 


Insbesondere folgt rea nach (67), (68) fiir 1 = 1, 2, 3, A: 
(70) K®(s) = C, I w, (u,, 2%) 
a=l1 


+ "SE Meu) KE” (s) | fi, M1 (Hee A 


r=le=l1 
Wir fassen dieses Ergebnis kurz in dem folgenden sess? zusammen : 
Satz 25. Es sei ein System von u Dirichlet-Reihen 
K;(s)= La, ,m* (lsjsp) 
a ” 


vorgelegt, in denen m nur die aus den gegebenen Primzahlen q;, 92, ..., 4x 2U- 
sammengesetzien nattirlichen Zahlen durchléuft. Diese Dirichlet-Reihen mégen, 
nach (54) zu einem Funktionenvektor & (s) zusammengefaft, das in (54), (55), (56) 
beschriebene Verhalten gegentiber den Oreratoren V, (1 < v S h) aufweisen. 
Dann gelten fiir diese Funktionen K, (s)(1 Sj S n) die rekursiven Darstellungen 
(59), (61), (69) und fiir die zugehdrigen reduzierten Funktionen K° (s)(lSj Su, 
1 Si Sh) dte rekursiven Darstellungen (60), (62), (70). Dabei hat man fiir 
die Funktionen a (u,) die durch (67), (68) erklarten Ausdriicke einzutragen. 
Die Funktionen m® _@) (lS»¥Sg—1, 1Se@ SA) werden aus diesen 
Formeln erhalten, indem dort u, durch u, und der obere Index h an den _ 
tiberall durch den oberen Index uiaatiotit. Wenn die Matrizen A, (1 SS» S i) 
stimtlich Diagonalform haben, so verschwinden in den Ausdriicken (61), (62), 
(69), (70) die auf der rechten Seite stehenden Summen, wie dies den Konsequenzen 
des Hauptachsentheorems bei Modulformen entspricht. Die Aussage des Satzes 25 


trifft auch dann zu, wenn die Funktionen K, (s) (1 Sj S mu) nicht linear-unab- 
hiingig sind. 


(Eingegangen am 6. 10. 1939.) 


writen 


. 
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$1. 
Darstellung und Erérterung der Ungleichungen und ihrer Umgestaltungen. 

Es bezeichne & (t) eine fiir 0 S ¢ S | definierte stetige Funktion und es sei 

(1) &(0) = &(, (2) Maxé+ Min £ = 
(3) Die Ableitung sei bis auf héchstens endlich viele Stellen bestimmt und 
stetig; sie sei ferner absolut integrabel. 

Diese Voraussetzungen iiber die Ableitung sind hier lediglich im Interesse 
der Durchsichtigkeit gewahlt worden; sie werden im §6 durch allgemeinere 
ersetzt werden. Was insbesondere die getroffene Voraussetzung der absoluten 
Integrabilitat der Ableitung anlangt, so verlieren, wenn sie nicht erfiillt ist, 
die in der Folge entwickelten Ungleichungen nicht die Giiltigkeit, sondern 


nur den Inhalt, indem die majorisierenden Seiten unendlich werden. 
Mathematische Annalen. 117. , 20 
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Unter den gemachten Voraussetzungen gilt fiir beliebige reelle Expo- 
nenten a > 0 und b21 


1 1 


2 i 
(4) (+ (igrad” s ba (L254) (0- i \ acl ‘ 


t) 


t 
t & 
ry 
(5) + [leat oe he [m (ite | | 
3 16(-)' 9 
Dabei sind die Funktionen H (u, v) und G (u) definiert durch die Gleichungen 
s _ a ae _ G(u+v) 
(6) G(u) = &u-*F' (1+ 4), G(0) = 1; H (u,%) = Gaya): 
G(u) ist also fiir alle positiven Werte von u einschlieBlich der Null stetig. 
Die in diesen Ungleichungen auftretenden Potenzen von ! sind lediglich 


MaSstabfaktoren, welche bei der Substitution ¢ = lr in Fortfall kommen. 


Abgesehen vom trivialen Fall 6 = 1 gilt das Gleichheitszeichen in (4) nur fiir 
die Funktion 


(7) § = 0 S,,5(7 + %) 
und in (5) nur' fiir die Funktion 
(8) & = o1,(7 +4). 


Dabei bedeuten c, und c. willkiirliche Konstanten und 
S,,»(t) und L, (t) 


bezeichnen bestimmte im § 5 erklarte periodische Funktionen mit der Periode 1 
und den Extremalwerten + 1. Diese Funktionen haben fiir alle Werte von t 
das Vorzeichen von sin 2 7T; sie verschwinden und erreichen ihre Extremal- 
werte an denselben Stellen wie sin 2 2T; sie stimmen endlich noch mit 
sin 2 xt iiberein in den Symmetrieeigenschaften 


S..»(t) = S..o(4 = T) = = S, o(t + T) == S...(— T) = Sao(1 a T), 
L,(t)= b(t —1t) =—D(¢+ 1) = —L,(—1) = L(1 + 2), 
S,.0(0) = Sao(4) = Sa.o(1) = L,(0) = L(t) = Dy (1) = 0. 


Die Ableitungen dieser Funktionen haben natiirlich auch die Periode 1. Die 
Extremalwerte der Ableitung von S, ,(t) sind von entgegengesetztem Vor- 
zeichen und gleichem endlichem Betrage; die Extremalwerte der Ableitung 
von L,(t) sind + o ; die Ableitungen haben fiir alle Werte von t das Vor- 
zeichen von cos 2 t und verschwinden und erreichen ihre Extremalwerte 
an denselben Stellen wie cos 2 t. Endlich stimmen sie noch mit cos 2 2t 


in den Symmetrieeigenschaften iiberein, welche sich aus (9) durch Differen- 
tiation ergeben. 


(9) 
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Fiir 6 = 1 wird der Zahlenfaktor auf den rechten Seiten von (4) und (5) 
gleich 3. Die Ungleichungen sind in diesem Fall trivial. Denn ist etwa 
E(0). = &(l) =a, &(c) = M, &(o’) = — M, wobei + M die Extremalwerte 
von & bedeuten, so kann man, da es freisteht, durch — & zu ersetzen, o’ >o 
annehmen. Dann ist 


a 


(10) {|S/aez mw —a, [ |Silae = om, fF 


0 o a 


re 


a 


;|dtza+ M, 


i 
also {|e |>4amM. 

0 

l 2 t 

3 | leitae\* < M, + J toe ¢| ae < log M, 

0 0 
und hieraus folgen unmittelbar die Ungleichungen (4) und (5). Wenn 
es auch mithin keine Funktion gibt, fiir welche das Gleichheitszeichen gilt, 
so bleiben die Ungleichungen doch genau, indem der Faktor } nicht verkleinert 
werden kann. Das zeigt bei gegen Null strebendem positivem ¢ die Funktion, 
welche in der (t, £)-Ebene durch den Geradenzug dargestellt wird, der durch 
die Punkte (0,0), (e, M), (¢—«,M),(>+¢,—M), (l—e, —M), (1,0) dar- 
gestellt wird. 

Die Ungleichungen (4) und (5) lassen sich auch in der folgenden Gestalt 
fassen: Es bezeichne z(t) eine fiir 0 St Ss definierte stetige Funktion, 
deren Ableitung den Voraussetzungen (3) geniigt. Es sei 

2(0) = z(I). 
Die Funktion 


E() = 2(t) —"T*, 
wobei m und ;; das Maximum und das Minimum von z(¢) bezeichnen. geniigt 


dann den Voraussetzungen (1), (2), (3). Es gelten mithin fiir diese Funktion 
die Ungleichungen (4) und (5), d. h. es ist 


t i l 


(11) [rf le— Pel acl’ s a(h.2S*) (rs 





Jetzt kommen wir zu einigen weiteren Ungleichungen, die auf Grund 
von (4) und (5) leicht bewiesen werden kénnen. 


20° 
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Es bezeichne y(t) eine fir 0 St Ss definierte stetige Funktion, deren 
Ableitung den Voraussetzungen (3) geniigt. Es sei ferner 
(1’) y(0) = y(s). 


An Stelle der Voraussetzung (2) aber sei die erweiterte Voraussetzung ge- 
macht, da8 y(t) im Definitionsintervall mindestens einmal verschwindet. 
Dann ist fiir oon reelle Exponenten a > 0, b 21 


a 
(13) {= fivea s74(2.°7 ){e- 1 Sef ad” 
und fiir den beliebigen reellen Exponenten 6 2 1 


(14) + [loisiee sto] i PLES) n° fk atl}. 


Abgesehen vom trivialen Fall b = 1 gilt "4 Gleichheitszeichen in (13) nur 
fiir die Funktion 





(15) y(t) = ¢1) S.,0(g5 + %)|, O<tss 
und in (14) nur fiir die Funktion 
(16) y() = |Le(s; + «)|, O<tss, 


wobei ¢,, Cc, willkiirliche Konstanten bedeuten und die Funktionen auf der 
rechten Seite oben unter (7), (8), (9) diskutiert worden sind. 

Fiir 6 = 1 werden (13) und (14) ebenso trivial wie (4) und (5), und es 
ergibt sich ebenso wie dort, daB der Zahlenfaktor auf der rechten Seite, der 
gleich } wird, genau ist, d. h. nicht verkleinert werden kann, wenn es auch 
keine Funktion gibt, fiir welche das Gleichheitszeichen gilt. 

Beweis. Wir beweisen die obigen Satze nur fiir die Ungleichung (13), 
da der Beweis fiir (14) in gleicher Weise verléuft. 

Wir erginzen die zuniichst nur fiir 0 S¢ Ss definierte Funktion y(t) 
zu einer fiir alle Werte von ¢ definierten periodischen stetigen Funktion mit 
der Periode s. Das ist wegen (1’) méglich. Nunmehr dndern sich die in den 
Ungleichungen vorkommenden Integrale nicht, wenn sie anstatt von 0 bis s 
von ty bis tg + s erstreckt werden, wobei ¢, eine Nullstelle von y(t) ist. Setzt 
man also 


y* (t) = yo + 9), 
so darf in (13) y(t) durch y*(t) ersetzt werden, und es wird 
(1) y* (0) = y*(s) = 0. 
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Nunmehr setzen wir 


an EM = 9" OStSs, 
E(t) = — y*(¢—8) sSts2s. 
Dann geniigt €(t) fiir | = 2s den Voraussetzungen der Ungleichung (4). 
Diese ergibt bei Beriicksichtigung der Gleichungen 
28 * 2s ’ 
| lgleae - 2 iyi at, {$5 Pae u a 9 
0 


0 0 0 


Pat 





die zu beweisende Ungleichung (13). 
DaB ferner in (13) das Gleichheitszeichen fiir die Funktion 


(18) y*(t) = S.,0(5.), b= 2s, O<tss, 


gilt, folgt aus der gem&B (7) bestehenden Giiltigkeit des Gleichheitszeichen+ 
in (4) fiir 


&= 1 S.,0(s-), l= 2s. 


Denn fiir die so definierte Funktion §(t) ergeben die Symmetrieeigenschaften (9) 
die Gleichungen 


2s 8 s 

[leieae ™ 2 [leleae o 2 [iyi ae; 
(19) Po e" ae 

ak “= 2( eae nd 2 (|x Pat. 

0 0 0 


Das Gleichheitszeichen in (13) gilt unter der Voraussetzung (1"’) nur fiir die 
Funktion (18). Denn gilte es noch fiir eine in (18) nicht enthaltene Funktion, 
so wiirde aus dieser die Konstruktion (17) eine in (7) nicht enthaltene Funktion 
liefern, fiir welche in (4) das Gleichheitszeichen gilt — gegen die hier als be- 
wiesen vorauszusetzenden oben angegebenen Siitze iiber die Ungleichung (4). 
Um endlich alle Funktionen zu erhalten, fiir welche unter der Voraussetzung (1’) 
in (13) das Gleichheitezeichen gilt, mu8 die Funktion (18) zu einer fiir alle 
Werte von ¢ definierten periodischen stetigen Funktion mit der Periode 
erganzt werden. Diese wird wegen (9) 


y* (¢) = 8.,»(32)|- 


Damit ist auch bewiesen, daB alle Funktionen, fiir welche in (13) das Gleich- 
heitszeichen gilt, durch (15) dargestellt werden. 
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Es bezeichne endlich z(t) eine fiir 0 S¢ S A definierte stetige Funktion, 
deren Ableitung den Voraussetzungen (3) geniigt; sie besitze im Definitions- 
gebiet mindestens eine Nullstelle. Dann ist 











2 a ; : 
cm fz [israel* sa (454) f saad, 
7 | 
4 ‘ ; 
. dz |b > 
(21) + fiw lat Pf at\ | 


Abgesehen vom trivialen Fall 6 = 1 gilt das Gleichheitszeichen in (20) nur 
fiir die Funktionen 


(22) 2=cSer(7q), 2=eSx(qa+q) OStsA 
und in (21) nur fiir die Funktion 
(23) z=cl,(;4), 2=eln(5,+4): Ostsa 


Fiir den Fall 6 = 1 ergibt sich wie oben, daB der Zahlenfaktor auf der rechten 
Seite, der gleich 1 wird, genau ist, wenn es auch keine Funktion gibt, fiir welche 
das Gleichheitszeichen gilt. 
Beweis. Setzt man 
(y(t) = z (2), O<stsA, 
ly(t) = 2(24 — 9), Asts2A, 
so geniigt y(t) fiir s = 2A’ den Voraussetzungen von (13) und (14). Auf 
Grund von (17’) ergeben sich jetzt (20) und (21) aus (13) und (14) genau so 
wie (13) und (14) s.h auf Grund.von (17) aus (4) und (5) ergaben. Das Gleich- 
heitazeichen in (13) kann wegen (15) nur gelten, wenn 


Sa(5 + a)| 


(17’) 


y(t) = ¢ 
wird. Da aber wegen (17’) 





y(t) = y(24—?) 
sein muB, so folgt 


8.0(¢ + —-3)| - 








Sar(a+qq)|) 0S¢S22, 


und wegen (9) 

(24) |Sa,o(e2 — t)| = |Sao(¢z + 7)}- 
Bei Beriicksichtigung der oben durchgefiihrten Diskussion der Funk- 
tion S, ,(t) ergibt sich hieraus cp = 0 oder c, = }. Damit ist die Behaup- 
tung (22) bewiesen. Genau so beweiSt man die Behauptung .(23). 














§ 2. 
Die Hardy-Littlewoodsche und die Wirtingersche Ungleichung als 
Spezialfille. 
Man betrachte jetzt den Spezialfall a = b. Man erhilt gemaB (6) 
GF) = - os = b—1 
(Z)4() 4(5 yor ) 
1 1 2 
(3) = FG) Fratg) = Ferg), 
ed ee od (ea 
a(j)a(4 4) = 6-6-1 
sin > 
(5.52) = @-1 PS sing: 


Der Satz (11) ergibt fiir diesen Fall: 
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Es sei z(t) eine fiir 0 <¢ S/ definierte Funktion, deren Ableitung den 
Voraussetzungen (3) geniigt: Das Maximum und das Minimum von z(t) 


seien m und « und es sei 
z(0) = zx(l). 


Dann gilt fiir einen beliebigen reellen Exponenten 6 2 1 
: l 
m+ pu \d 1 6. xz\b |da |b 
(25) [J2-" PP ars -*4(4 sinZ) » {Sep ae. 
e 0 


Ebenso ergibt der Satz (20): 


Es bezeichne z(t) eine fiir 0 <¢ SA definierte stetige Funktion. deren 
Ableitung den Voraussetzungen (3) geniigt, und die im Definitionsintervall 
mindesteas eine Nullstelle besitzt. Dann gilt fiir den beliebigen reellen Expo- 


nenten 6 =>1 
a a 


(26) fieraes 4 (= sin =)’ » (|S Pac. 


0 0 


Diese letzte Ungleichung ist fiir den Fall, daB 6 eine positive ganze gerade 


Zahl ist, unter Feststellung derjeniger. Funktionen, fiir welche das Gleichheits 
zeichen gilt, von Hardy und Littlewood?) hergeleitet worden. 


1) Some integral inequalities connected whith the calculus of variations. Quar- 
terly Journ. of Mathematics, Oxf. Ser. 8 (1932), S. 241—262. 
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Setzt man endlich 6 = 2, so liefert (25) 
r 





(27) |(2-" pe) a < iB, { (és. 
Macht man i die Voraussetzung 
(28) few ae = 0, 
so wird 
(29) [(e-"H4) a= [mars u(tpey. 
é Q 


Unter der Voraussetzung (28) la8t sich daher die Ungleichung (27) auch 
in der folgenden Gestalt schreiben 





I I 
(30) faces | (Gey ae— ut P4y. 
0 0 


Verzichtet man hier auf den verscharfenden Subtrahendus auf der 
rechten Seite, so entsteht die wohlbekannte Wirtingersche*) Ungleichung. 


§ 3. 
Diskussion der in den Ungleichungen auftretenden Zahlenfaktoren als 
Funktionen der Exponenten. 
Wegen bekannter Eigenschaften der J-Funktion gelten gemiS den 
Definitionen (6) folgende Beziehungen: 


(31) G(0) = 1, G(1) =e, 

(32) Lim (u"#@(w) = Lim (ut e*u-*F'(u)) = Y2z, 
(33) FylogG(u) <0 fir u>0. 

Denn es ist 

Fjlog@ (u) = 2, (uw — wlogu) + 3%, log F'(1 + u) 


3+ wees -std (e=1- a) = * 


2) Einen sebr einfachen Beweis fir diese Wirtingersche Ungleichung hat Dinghas 
gegeben; Beweis eiher Ungleichung fir konvexe Kérper, Abhandl. d. PreuB. Akad. 
der Wissensch. 1939, Math.-naturwiss. Klasse Nr. 11. 
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Ferner ist 
(34) Flog G(u) > 0 und mithin auch ~G(u) > 0. 
Denn gabe es einen Wert von u = 0, fiir welchen der erstere dieser beiden 
Differentialquotienten Null oder negativ ist, so miiBte er von dieser Stelle 
ab wegen (33) negativ bleiben. Die Funktion G(u) miiBte dann von dieser 


Stelle ab monoton abnehmen, was wegen (32) unméglich ist. 
Weiter gilt gemaB (6) 


(35) ‘ H(u, 0) =H (v, u), 

(36) H (0.v) = H(v, 0) = 1, 

(37) 2 Hu,») <0, ° Au») <0 fir u>O und v>0, 
Denn es ist bei Beri~«sichtigung von (33) 


(38) ong H (u,v) = + log G(u + 0) — % Jog G(u) <0. 
Ferner gilt 
(39) lim H (u,v) = 


aa" 
Denn es ist wegen (32) 


(40) Lim H (u,v) = Lim | (*¢2)* ete Foto) i |- ath 








«tare) “Ge) | ~ Fo)" 

Endlich ist 

a ott wy Ft (s+ uy) _ 1 
(¢1) mit reverdtee (14 2)" 
Sowohl aus (41) wie aus (39) folgt 
(42) * Lim A (u,1) = =. 
Aus (37) folgt fir a >0, b >1 

0 1 b—1 4 1 fat 
Aus (36) folgt 
uo im m(3.53) = 1 
und aus (39) 
1 b—1 

(45) Lim H(—,—-) = 

a0 ast) 


wobei der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn 6 von 1 bis © lauft, wegen 
(34) von 1 bis L abnimmt. 
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Aus (36) und (41) folgt ferner 
1 b-1 


| =1, Lim H(+,>>") a 


1 
1” 


(l+a)* 
wobei der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung, wenn a von 0 
bis o lauft, wegen (37) monoton von = bis 1 zunimmt. 

Aus (43), (44), (45), (46) ergibt sich endlich fir a >0,b21 





(46) Lim H(7; b b> @ 





1 b-1 1 
(47) 124(—.->-)24-7 >> 
o(-) 
. buf 1 1 
(48) 124(-.-)>——+; > = 
(1+ a)° 
. t- i 
(49) 12 4(7.--) >: 
§ 4, 
Grenzfalle. 
Bezeichnet M’ die obere Grenze von Fat so ist 
1 1 
t 
(50) \p—2 ( 55 [ae < M'l. 


6 
Man darf also den Ausdruck auf der linken Seite dieser Ungleichung in den 
Ungleichungen (4), (5), wo er auf der rechten Seite auftritt, durch M’! ersetzen. 
LaSt man dann bei festgehaltenem a und é(t) 6 unendlich werden, so ergibt 


sich wegen (46) 
I 1 





(61) [+ figral*s¢— mt 
é +a)" 

und wegen (31) 
1 

(52) + {tog |g dt <tog[ 2, mi). 
é 


Das Gleichheitszeichen in dies¢r. -eeiden nicht tief liegenden Ungleichungen 
gilt, wie man leicht nachpriift, fiir die Funktion 


(53) f= o8(T+4), 


wobei c, und ce willkiirliche Ko-stanten bedeuten und S(t) die periodische 
Funktion mit der Periode 1 bezeichnet, welche im Intervall 0S 1+ 1 in 
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der (t, £)-Ebene durch den Geradenzug dargestellt wird, der durch die Punkte 
(0, 0), (, 1), (2, ghee 1), (1, 0) geht. 

Da8 das Gleichheitszeichen nur fiir diese Funktion gilt, wird aus einem 
anderen Beweise der Ungleichungen hervorgehen, der im § 5 folgt. 

Ehe wir weitergehen, sei an die folgenden beiden bekannten Grenz- 
beziehungen erinnert, die im Interesse der Durchsichtigkeit des gesamten 
Sachverhalts hier noch mit Beweisen versehen sein sollen: 

Es sei f(t), OSt <p, eine ‘stetige nicht negative Funktion mit dem 
Maximum M. Dann ist 


p i , 
(54) Lim {5 fae]* = M, 
0 
P 2 is fer at} 
(55) Lim {5 { erat}® =e . 


0 

Dabei ist, da log f(t) nach oben beschrinkt ist, das Integral iiber log / (t), 
falls es nicht konvergiert, als negativ unendlich zu betrachten, so daB die 
rechte Seite verschwindet. 

Beweis der Gleichung (54). Es ist zunachst 

ya 
(56) (= [rwras| <M. 
0 


Ist andererseits M, < M, so muB es ein Intervall (a, 8), « <$, geben, in 
welchem f(t) > M;, ist. 





Dann ist 
P s 
5 |terae = [mtar = (6 — ame, 
t) « 
» 1 2 
Lim {5 [frds}* = Lim (fp —«)* M, = M,. 


0 
Da das fiir jedes M, <M gilt, 80 folgt 
p a 
P 1 a 
(57) Lim [5 Jroorad > M. 
(56) und (57) ergeben die zu beweisende Gleichung (54). 


Beweis der Gleichung (55). Wird /(t) mit einem konstanten Faktor 
versehen, so multiplizieren sich beide Seiten der Gleichung (55) mit demselben. 
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Wir diirfen also annehmen, da8 M = 1 ist. Setzt man jetzt 

(58) p(t) = —logf(@), fe) =e”, 

so ist also g > 0. Man definiere nun die Funktion ¢, (¢) durch die Gleichungen 
g(t) = pt) fir psec, 9,(t)=c fir g(t) Zc. 


Dann gilt gema8 der Lagrangeschen Restgliedabschétzung nach dem zweiten 
Gliede der Taylorentwicklung von e~*? und e~ *% 


l—ag<l—agt+iege Va e se = 
=1-ag,+ta pie "** <1—a9,+ Sat, 


E. Schmidt. 


_ 


P a 
| e-*"9dt<1— = |oedt+ oa, 
0 0 


=| 


Pp 
a 
0 


me feet si —(Afnaiosto}tae er 
: s -3fee 


(60) Lim Oe cova)" > Lim f~ (5 feed =e 





ao a—>0 


Da 
Lim | 9,dt = [va 
>a 


ist, so folgt aus (59) und (60) die mit der zu beweisenden Gleichung (55) gleich- 
bedeutende Gleichung 


Lim (= femal - afr 


aod 


Lassen wir jetzt in der Ungleichung (4) bei festgehaltenem 6 und é(t) a unend- 
lich werden, so folgt aus (54) und (44), wenn die Extreme von &(t) mit +M 
bezeichnet werden, 


(61) Ms— se fig ean 


Ebenso folgt aus (51) bei unendlich werdendem a 

(62) MsiM'l. 

Das Gleichheitszeichen in diesen beiden iibrigens ziemlich trivialen Ungleichun- 
gen gilt, wie man leicht nachpriift, ebenfalls fiir die durch (53) definierte 
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Funktion. Da8 es fiir b > 1 nur fiir diese gilt, wird aus einem anderen Beweise 
der Ungleichungen hervorgehen, der im §5 folgt. 

LaSt man endlich in der Ungleichung (4) bei festgehal- 
tenem 6 und &(t)@ gegen Null konvergieren, so folgt aus (55) 
und (45) die Ungleichung (5). Auf diesem Wege ergibt sich jedoch 
nicht die Feststellung derjenigen Funktionen, fiir welche in (5) das Gleich- 
heitszeichen gilt. Das wird aus einem anderen Beweis der Ungleichung (5) 
hervorgehen, der im § 5 folgt. 

Zum SchluB sei noch erginzt, daB unter den Voraussetzungen der Un- 
gleichungen (11), (12); (13), (14); (20), (21) die Ungleichungen (51), (52), (61), 
(62) dieselben Abwandlungen erfahren, welche die Ungleichungen (4), (5) 
in die Ungleichungen (11), (12); (13), (14); (20), (21) tiberfiihren. 


§ 5. 
Beweis der Ungleichungen. 


Da ein konstanter Faktor von & sich in den Ungleichungen weghebt 
und da durch die Substitution ¢ = /¢’ 1 in 1 iibergeht, so kann von vornherein 
angenommen werden, da8 die Extrema von £(t) gleich +1 sind und da8 
auch I gleich 1 ist. Die jetzt fiir 0 S ¢ S 1 definierte Funktion £(t) ergiinzen 
wir zu einer fiir alle Werte von ¢ definierten stetigen periodischen Funktion 
mit der Periode 1. Das ist wegen der Voraussetzung (0) = &(1) méglich. 
Da nunmehr die in den Ungleichungen vorkommenden Integrale sich nicht 
andern, wenn sie anstatt von 0 bis 1 von einem beliebigen t¢) bis tg + 1 er- 
streckt werden, so kénnen wir zum Koordinatenanfangspunkt der t-Achse 
eine Nullstelle der Funktion §(t) wahlen und dann wieder alle Integrale von 
0 bis 1 erstrecken. &(¢) kann natiirlich die Werte 0, +1, —1 innerhalb einer 
Periode unbeschrinkt oft annehmen. Es sei nun o eine zwischen 0 und 1 
gelegene Stelle, an welcher § = + 1, o’ eine zwischen 0 und 1 gelegene Stelle, 
an welcher § = — 1 und op eine zwischen o und o’ gelegene Stelle, an welcher 
§ = Owird. Da man é durch — é ersetzen darf, so kann angenommen werden, 
daB o <o’ ist. Es darf daher vorausgesetzt werden, daB 
(63) €(0) = 0, &(¢)=1, E(oo) = 0, E(o’) = —1, (1) = 0, 

0<a<a<a0 <1 
ist. Diese die Allgemeinheit nicht beschriankenden Voraussetzungen sollen 
diesem Paragraphen durchweg zugrunde gelegt werden. 

Beweis der Ungleichung (4). Man betrachte in der (&, 7)-Ebene das 
Flachenstiick, das von der Kurve 


b 
(64) jgje+y?—?=1, a>0,b>1, —1sSéS1, 120 
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und der €-Achse begrenzt wird. Durch die 7-Achse wid es in zwei symme- 
trische Hilften zerlegt, deren Flacheninhalt mit F, , bezeichnet werde. Wegen 








(63) ist dann 
7 o a 09 
d d 
(65) F.. = [ngiae < fn |S ae | nGrds ( Fr dt, 
0 0 09 PA 
% a 1 1 
d d 
(66) F,, = { nods fx Frac Fea =| n Gidt < { n Fao 
o Cry o' a 
Die Addition dieser vier Ungleichungen ergibt 
1 
c idé 
(67) tFov S| nlZilae. 
0 
Nun ist gemaB der Holderschen Ungleichung 
1 1 b b—1 1 1 
dé a FS dé&\b b 
(68) fn|Zelaes [fated ® | [\52Par)”. 
0 0 0 
Also ist 
= o-1 1 & 
si b dé\d b 
(69) 4Fin<( {9 ide} (| \3e| dt}. 
0 0 
Man setze jetzt 
1 1 
(70) fisreae I {| = B. 
; 0 0 
Dann ist wegen (64) 
A<1l 
und (69) ergibt bei Einfiihrung von (64) 
1 = 3 
71 1 1—A) > B?. 
(71) s iF, ' ) 
Also ist 
a l a ee 
(72) Ats ar," —A)°* A® B. 
Es bezeichne nun M,, das Maximum der Funktion 
b—1 1 
(73) (l—u)° u@ fir OSusl. 
Dann folgt aus (72) 
1 MM, 1 
(74) Ats TF,, B?. 
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Das ist, wie die Ausrechnung von M,, und F, , ergeben wird, die zu be- 
weisende Ungleichung (4). 

Das Gleichheitszeichen in (74) ist an folgende notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen gebunden: 

Erstens das Bestehen des Gleichheitszeichens in den Ungleichungen 
(65), (66). 

Zweitens das Bestehen des Gleichheitszeichens in der Hélderschen Un- 
gleichung (68). 

Drittens und schlieBlich mu8 die Funktion (73) ihr Maximum an der 
Stelle = A annehmen, d. h. es mu die das Verschwinden der logarithmischen 
Ableitung der Funktion ausdriickende Gleichung 


(75) + fre rts bebe 
fir u = A erfiillt sein, also 
1 
(76) A=; i 
. 
sein. 


Das Gleichheitszeichen in (65), (66) gilt wegen (63) dann und nur dann, 
wenn 

dé 

- 


of <0 fiir <t<o, $3 


so 


= 0 fir 0 <t <a, 7 20 fire <t <a, 


(77) 


~ & 
vr 


> 0 fiir oc <t<1 


sy 


ist. Das Gleichheitszeichen in (68) gilt nach einer bekannten Eigenschaft der 
Hélderschen Ungleichung dann und nur dann, wenn 


(78) ail = Const en 


lz 
ist, oder in anderer Form, wenn 

1 
= xn 6-1 


(79) 





ae 
\ae 
ist, wobei x eine positive Konstante bedeutet. Hieraus folgt wegen (77) 


| 


1 


dt 


- d — = 
q=*n °-* fir 0 <t<a, = TN 1 fiir ¢< t <a, 
(80) é é 
1 1 
dt . one dt “a= 2 ’ 
7 89 —! fiir a <t < o’, a= *" b—1 fir o <t<t. 


Wegen (63) folgt jetzt 
Pome a 

(81) {nm b—1dé =o = ay —<a, fxn W-idt=0' —-gq = 1-da’. 
6 “1 
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Da 7 eine gerade Funktion ist, so folgt 

(82) go=%t, »=3, o =, 

(83) fan tae = 


Durch diese letzte Gleichung wird x bestimmt. 
Nun ist wegen (70) und (80) 


oO vd 1 1 
(84) A= flgleae+ fleieae + [leteae+ [stat [ eles P= ae + 
0 o oo 


1 


0 Bi —1 ms 0 
+ J—letan Fae + [— [eran Tae + f lean Piae. 
1 —1 
Also ist bei Beriicksichtigung von (64) und (83) 
1 1 1 b 1 1 
(85) Amul ley Phas = Auf (l—P—)n hag m 1 — Au [nde. 
, 0 0 


Durch partielle Integration erhalt man 
1 1 
dn 


Am1+4x | eftae = 1— 4x (p22 
0 0 


Wegen (85) ist also 
(86) A=1-*°=N4 


und hieraus folgt die Gleichung (76) in Ubereinstimmung mit der Glei- 
chung (75), deren Nachweis allein noch eriibrigte, um das Gleichheitszeichen 
in der Ungleichung (74) zu sichern. 

Bezeichnet man jetzt die durch (64) und (80) definierte Funktion é(t) 
mit S, ,(t), so leuchtet unmittelbar ein, daB diese Funktion fiir alle Werte 
von ¢ dasselbe Vorzeichen hat wie sin 2 zt, daB sie an denselben Stellen die 
Werte 0, + 1, —1 annimmt und die Symmetrieeigenschaften (9) besitzt. 

Aus (64) und (79) folgt ferner 

idS. , (#0 
(87) Sao +? |—32—| = 1 
a8 
Bei Beriicksichtigung von (79), (80), (82) folgt unmittelbar, da8 —326) 
dasselbe Vorzeichen hat wie cos22t, an denselben Stellen verschwindet 
und die Extremalwerte + 4 annimmt, und die durch Differentiation von (9) 


sich ergebenden Symmetrieeigenschaften mit cos 2 7¢t gemein hat. 
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Wenn wir endlich die am Anfang dieses Paragraphen gemachten nor- 
mierenden Voraussetzungen iiber £(t) wieder aufheben, so stellt sich die 
Gesamtheit der Funktionen, fiir welche in der Ungleichung (74) das Gleichheits- 

, zeichen besteht, in der Tat in der Form (7) dar 


(88) E(t) = eS.2(+ +62), 


wobei c, und cg. willkiirliche Konstanten bedeuten. 
Jetzt eriibrigt nur noch die Ausrechnung von F,, und M, ,. 


: : ; o-—1 1 


Pay= [nag= (ae? ae = zi a-«) 7 wr aw. 
0 0 0 


Auf der rechten Seite steht jetzt das Produkt von = mit dem Eulerschen 











. Integral erster Gattung 
b—1 1 
re) r(d) 
B(l+ => 5) = oa 1“. 
5 are ee 
Also erhilt man 
rsd) rls+255) 
(89) Fy = (ra) 7I — . 
. r(i¢2+°>+) 


Um M,, zu berechnen, haben wir den aus (75) sich ergebenden Wert 














1 b6—1 
A ahi i 
in (73) einzusetzen 
h—1 1 
t) 1 * 1 \a 
“4 9 M s — 
e om es '-T 1 ) PA 
t. \ —.. a ‘ae ° § 
b-1 1 1 b-1 
auth seekak pa’ es * 3D 
=(+) (3) G+) 
) (91) -(++°%=) 
t) 5 a . ba=3 io Sieh 
"" a, 5” ee o(=+ a Bini 6(5 x 2. =ta(2 b=1) 
ot ia Eee ee | ee 4 a(h g(a!) 4 ab 


wobei die Funktionen @(u) und H(u,v) durch (6) definiert sind. 
Mathematische Annalen. 117. 











E. Schmidt. 





318 


Damit ist die Ungleichung (4) nebst allen im § 1 sich an sie schlieBenden 
Satzen bewiesen. 

Beweis der Ungleichung (5). Man betrachte das Flachenstiick, das 
in der (£, )-Ebene von der Kurve 

6 t 

(92) log |) + 7-'=0, b>1, n20,-1<5é<1 
und der €-Achse begrenzt wird. Durch die 7-Achse wird es in zwei symme- 
trische Halften zerlegt, deren Flicheninhalt mit F, bezeichnet werde. Dann 
ergeben sich genau so wie oben, wenn man nur F, , durch F, ersetzt, die 
Gleichungen (65), (66), (67), (68), (69). Die Gleichung (69) lautet jetzt 








1 4 2 3 
(93) ar, <{|{#-iael” {| as) a? 
\! dt at 
if 
Man setze jetzt 
1 1 
(94) —[logisiae =v, {|$il'ae— B. 
0 0 
Dann ist wegen |£| <1 
(95) D>0 
und (93) ergibt mit Riicksicht auf (92) 
» os 
6 
(96) lSzpD° B 
a 
(97) e~D Sap, ge = D B>. 
Es sei nun M, das Maximum der Funktion 
b—1 
(98) u? e-* fir OS u. 
Dann folgt aus (97) 
1 
MM. —_ 
(99) — D = log(sp B). 


Das ist, wie die Ausrechnung von M, und F, ergeben wird, die zu beweisende 
Ungleichung (5). Wie oben folgt, daS das Gleichheitszeichen dann und nur 
dann. gilt, wenn die Gleichungen (77), (78), (79) bestehen, und wenn die Funk- 
tion (98) ihr Maximum an der Stelle « = D annimmt, d. h. wenn die das 
Verschwinden der logarithmischen Ableitung der Funktion ausdriickende 
Gleichung 
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n fir u = D erfiillt ist, also wenn 
(100) D=*;* 
ist. Nun folgen aus (77) und (79) ganz wie oben die Gleichungen (80), (81), 
] (82), (83). 


Auch die Gleichungen (84), (85) bleiben bestehen, wenn in ihnen A durch 
D und |é|* durch — log|&| ersetzt werden. (85) lautet jetzt 


n 3 = 
: D = 4x{ — log|é\9 b=1 dé, 


Bei Beriicksichtigung von (92) ergibt sich 
1 
(101) D=4x{ndé 
i) 


und durch partielle Integration mit Riicksicht auf (83) 

1 1 y* 
D= — 4 [eft ae 4x je— £ 
aa — 
5-1" 
Das ist die Gleichung (100), deren Nachweis allein noch eriibrigte, um das 
Gleichheitszeichen in (99) sicherzustellen. 

Bezeichnet man jetzt die durch (92) und (80) definierte Funktion é (t) 
mit Z,(t), so leuchtet unmittelbar ein, daB diese Funktion -dasselbe Vorzeichen 
hat sin 2 zt, daB sie an denselben Stellen verschwindet und ihre Extremal- 
werte + 1 annimmt, und daB sie die Symmetrieeigenschaften (9) mit sin 2 x/ 
gemein hat. Aus (79) und (92) folgt ferner: 


a L, (t) 





1 
de Phan (ne oi ak 
0 


0 





log | Ze (t)| + «| 


Bei Beriicksichtigung von (79), (80), (82) folgt jetzt unmittelbar, daB —— 


dasselbe Vorzeichen hat wie cos 2 zt, an denselben Stellen verschwindet — 
die Extremalwerte annimmt, welche gleich + © werden, und die durch 
Differentiation sich aus (9) ergebenden Symmetrieeigenschaften mit cos 2 zt 
gemein hat. 

Heben wir jetzt die am Anfang dieses Paragraphen iiber £(¢) gemachten 
normierenden Voraussetzungen auf, so ergibt sich die Gesamtheit der Funk- 
tionen, fiir welche in der Ungleichung (99) das Gleichheitszeichen gilt in der 
Form (8) 


= 0. 
<8 


de 
jur 
ik- 


de , 
&(t) = eLy(7 +), 


wobei c, und ¢, willkiirliche Konstanten bezeichnen. 
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Jetzt eriibrigt nur noch die Ausrechnung von F, und M,. 


, bat poo} —_— 
F, = {(—logé) > ae =|w © e-edw=r(1+ °F). 
0 0 
Durch Einsetzen von (100) in (98) ergibt sich 


b—1 





m= 
Also erhalt man 
M 1 1 
= 8” eine wee 
so? (=) © r(i+-) ’ 


wobei die Funktion G(u) durch (6) definiert ist. 

Damit ist die Ungleichung (5) nebst allen im § 1 an sie gekniipften Be- 
hauptungen bewiesen. 

Beweis der Ungleichungen (51), (52), (61), (62). Man betrachte in der 
(€, »)-Ebene die Flachenstiicke, welche von den Kurven 


(103) [é*+y=1l,a>0,—-1SéS1; 

(104) log |&|/ +7 =0, —1S&S1 

und der &-Achse begrenzt werden, und das Rechteck, welches von den Geraden 
(105) n= 1, € = 1, & = -] 


und der £-Achse begrenzt wird. Jedes dieser drei Flachenstiicke wird durch 
die »-Achse in zwei symmetrische Hilften zerlegt, deren Flacheninhalte 
®,, ® und | seien. Dann ergeben sich genau wie oben, wenn man nur F, , 
durch ®,, ®, und | ersetzt, die Gleichungen (65), (66), (67). 

Aus der Gleichung (67) wird , 





1 

afi... 

(106) 40, = {n\$ |ats 
0 
1 

\@&) 4... 

(107) 10 = (n|3 ae 
0 


(108) 
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Dabei ist 7 in (106) durch (103) definiert und in (107) durch (104). Bezeichnet 
M' die obere Grenze von FAR so folgt wegen (106) 


1 
(109) 4, < M’{ ndt = M' (1 — A), 
i) 
wobei A wie friiher durch (70) definiert ist. Also ergibt sich 
2 l a 
(110) A* S75 (1-4) AM’. 


Es sei nun M, das Maximum der Funktion 


1 





(111) (l—u)u* fir OSuS1. 
Dann folgt 

1 

a M, ’ 
(112) A* sig. 


Das ist, wie die Ausrechnung von ®, und M, ergeben wird, die zu beweisende 
Ungleichung (51). 
Das Gleichheitszeichen besteht dann und nur dann, wenn (77) gilt, wenn 


(113) 


ist, und wenn die Funktion (111) ihr Maximum an der Stelle u = A annimmt. 
Aus den beiden ersten’ Tatsachen folgt, daB 


(114) M’=4 
ist, und daB &(t) mit der unter (53) definierten Funktion S(t) iibereinstimmt. 
d Fiir A erhailt man in diesem Falle 
i 
(115) A=4[ (ord [wdw= 1. 
0 0 


Da die Funktion (111) ihr Maximum in der Tat an der Stelle 
—- 1 o 
Ores 
annimmt, so ist die Geltung des Gleichheitszeichens in der Ungleichung (112) 
fiir die Funktion 
(116) ' & = S(t) 
sichergestellt. 








322 


Man erhalt 


1 
0, = |a-m@at =F, M, = (1- : )( : ) 
(117) 0 











+ 





my 1 
10, ~ T 
4(1+a)* 


Die Einfiihrung dieses Resultats in (112) ergibt die Ungleichung (51). 
Damit ist die Ungleichung (51) mit allen im § 4 an sie gekniipften Aussagen 
bewiesen. 

Aus (107) folgt bei Beriicksichtigung von (104) und (94) 


1 
4s M' {nat = M'D, 
1 , 
(118) es zee mM, 
(119) — D < log ({g De M’). 
Nun ist das Maximum der Funktion 
(120) ue“ fir u 20 
gleich +. Aus (119) folgt daher # fortiori. 
Die 
(121) — D < log (75; M’). 


Das ist, da ® sich als gleich 1 ergeben wird, die zu beweisende Ungleichung (52). 
Das Gleichheitszeichen besteht auch hier dann und nur dann, wenn (77) 
gilt, wenn 


\ = M’ 


ist, und die Funktion (120) ihr Maximum an der Stelle u = D annimmt, 
d. h. wenn 
D=1 
wird. 
Aus den beiden ersten Tatsachen folgt wieder, da8 
M’'=4 


ist, und daB (t) mit der unter (53) definierten Funktion S(t) ‘ibereinstimmt. 
Fiir D erhalt man in diesem Falle in der Tat 


J 


t 
(122) Dm 4) — log (40) dt = | — log wdw — 1. 
é 
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Damit ist die Geltung des Gleichheitszeichens in der Ungleichung (121) fiir 
die Funktion (116) sichergestellt. 
Man erhalt fiir ® 


®@ = { loge ae = 1. 


Durch Einfiihrung dieses Resultats in (121) ergibt sich die Ungleichung (52). 
Damit ist die Ungleichung (52) mit allen im § 4 an sie gekniipften Aussagen 
bewiesen. 

Aus (108) folgt 
(123) 1<}M’. 


Das Gleichheitszeichen gilt hier ebenfalls dann und nur dann, wenn (77) 
besteht und wenn 
ai —_ = M’ 
ist, d. h. nur fiir die Funktion (116). 
Damit ist die Gleichung (62) mit allen im § 4 an sie gekniipften Aus- 


sagen bewiesen. 
Aus (108) folgt fiir 6 >1 ferner nach der Hélderschen Ungleichung 


ts {fray 
a beth 


Das Gleichheitszeichen besteht auch hier dann und nur dann, wenn (77) 
gilt, und wenn 


co 
—— 
Couey 
+. ha 
| or 
oe 
—_—— 


|Gz| = Const 


ist, d. h. ebenfalls nur fiir die Funktion (116). 
Fiir 6 = 1 liefert (108) unmittelbar 
1 
16+ “al Fi | at. 
0 
wobei das Gleichheitszeichen fiir diejenigen und nur fiir diejenigen Funk- 
tionen gilt, fiir welche die Bedingungen (77) bei beliebigen a, 09, 0’ erfiillt sind. 
Damit ist auch die letzte Ungleichung (61) mit allen im § 4 an sie ge- 
kniipften Aussagen bewiesen. 
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§ 6. 
Erweiterung der Voraussetzungen. 


Wie bekannt und mit den iiblichen Beweismethoden dieser Ungleichung 
leicht festzustellen, behalt die fiir die Funktionen 


f(t) 29, gi) 20 
bestehende Héldersche Ungleichung 


i 


I db b—i t i 
[tog de s [f 100" ae} * {fg at} 
0 


auch fiir den Fall ihre Giiltigkeit, daB f(t) und g(t) meBbare Funktionen sind, 
wobei dann die Integrale im Lebesgueschen Sinne zu nehmen sind. Das 
Gleichheitszeichen gilt bei dieser Erweiterung dann und nur dann, wenn bis 
auf eine Punktmenge vom MaBe Null 
b 
g(t)’ = Const f (t)’-? 
ist. 

Dieses vorausgeschickt, soll jetzt gezeigt werden, daB alle in den vorigen 
Paragraphen entwickelten Saétze und Beweise unverindert bestehen bleiben, 
wenn die Voraussetzungen (3) iiber die Ableitung von &(t) durch folgende 
Voraussetzungen ersetzt werden: 

I. Die Ableitung £ von &(t) ist bis auf eine Punktmenge vom MaBe 
Null bestimmt und endlich. 

II. Das Lebesguesche Integral 


I 


[18 | ae 
6 
ist endlich. 


Ill. Es ist fiir alle Werte von ¢ 


t 
E(t) = €(0) + [&' (x) dz, 
if} 
wobei das Integral auf der rechten Seite im Lebesgueschen Sinne zu nehmen ist. 

Wir betrachten etwa den Beweis der Ungleichung (4). 

Es handelt sich zunéchst darum, auf Grund der Gleichung (64) die Un- 
gleichungen (65), (66) sicherzustellen, wobei hier wie in der Folge alle Inte- 
grale im Lebesgueschen Sinne zu nehmen sind. 

Durch (64) wird 7 eine Funktion von é, die durch y(£) bezeichnet werde. 
Es bezeichne ferner J(u) den Flicheninhalt des von der £-Achse, der 7-Achse, 
der Geraden = u und der Kurve (64) begrenzten Gebietes. Es seien nun 


to = 0, as, oc a te OS, ti1 <, 
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Teilpunkte. Dann wird 
Fy = J (1) = J (1) — J (0) = J (E(o)) — J (€ (0)) 


= DF (J (E(t)) — JE) = D* (8) (8) — Ea), 
1 1 


wobei #, einen Wert zwischen &(t,.,) und &(t,) bezeichnet. Wegen der 
Stetigkeit von &(¢) gibt es zu jedem @, einen Wert O, zwischen t,_, und ¢,, 
so daB 


E(0,) = 0, 
ist. Man erhalt 


Fey = >? n(E Oy): (E(t) — Elta), 
1 


und wegen der Voraussetzung III 
t t, 


Fe = 5} n(6(@0)-| E(t)dt = » [n(&(@,)-#' ae. 


1 


ty—1 y—1 
Nun ist 
6 2 ty 
[n(em)-eae= 3} (n(€o)-€ ae. 
0 rec, 
Folglich ist 


t, 


[ In(€@n)—nE@l-1e"@lae. 
ae" 
Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Funktion (§(t)) kann bei vor- 


gegebenem e¢ > 0 die Intervalleinteilung so dicht gewahlt werden, da8 in 
jedem Intervall 





Fe,»— | n(EO)-# ae] <}: 
6 1 


in(E,)) — n(E)| Se 
bleibt. Dann folgt bei Beriicksichtigung der Voraussetzung II 


Fav —[n(@)-€ (oat| < efle mide 
Mithin ist p j 
haa [n(Eq-# ae < fn-le' (olde. 
Das ist die erste der Ungleichungen (65), (66); die tibrigen ergeben sich ebenso. 


Nun lauft der Beweis genau so weiter wie im §5. Nur kénnen wir aus dem 
Bestehen des Gleichheitezeichens in der Hélderschen Ungleichung (68) zu- 
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nachst nur auf das Bestehen der Gleichungen (78), (79), (80) bis auf eine Punkt- 
menge vom MaBe Null schlieBen. Wegen der Voraussetzung III folgt nun 
aber aus (80) 












F _— 
g(0) = { En(ePtar. 
0 


Aus dieser Gleichung folgt jetzt, daB fiir alle Werte von t 


1 
F(t) = Sno" 
ist. 

Von nun ab verliuft der Beweis genau so wie im § 5. 

Die Voraussetzung III ist in der Tat unerlaBlich. Denn es gibt bekannt- 
lich stetige Funktionen, welche nicht konstant sind, im besonderen auch 
monoton wachsen kénnen, wahrend ihre Ableitung bis auf eine Punktmenge 
vom MaBe Null verschwindet. Bezeichnet z(t) eine solche und setzt man 


2(t) = z(@)— 7(0), also 2(0) = 0, 


so treffen fiir diese Funktion die Ungleichungen (20), (21) offenbar nicht zu, 
da die rechte Seite verschwindet, wahrend die linke gréBer als Null wird. 


(Eingegangen am 15. 1. 1940.) 





Uber die meSbaren Funktionen. 
Von 
Bedrich Pospisil in Brann. 


Nach Stone kann ein beliebiger Mengenkérper als ein (algebraischer) 
Ring angesehen werden, indem man unter dem Produkt einer endlichen 
Anzahl von Mengen ihren Durchschnitt und unter ihrer Swmme die Menge 
derjenigen Dinge versteht, die einer ungeraden Anzahl von Summanden 
angehéren. Summen und Produkte von Mengen werden wir immer in diesem 
Sinne verstehen! Jeder Mengenkorper ist also ein Boolescher Ring, d.h. ein 
Ring mit lauter idempotenten Elementen. Solche Ringe sind immer kommu- 
tativ und die Addition ist modulo 21). 

Fiir eine Menge von Elementen a, in einem Booleschen Ringe A mége 
es ein a € A derart geben, daB a, = aa,, bzw. a = aa, fiir alle « und a = az, 
bzw. z = az, falls  € A und a, = a,z, bzw. z = a. fir alle « gilt. Dann 
mége das eindeutig bestimmte Element a die Vereinigung, bzw. der Durch- 
schnitt der Elemente a, genannt werden. Ein Element von A heiBt leer, 
falls es gleich Null ist. Mit ¢, wird immer das Einselement von A bezeichnet 
werden. 

Die Elemente aller Mengen, die einem Mengenkérper A angehéren, 
mégen Punkte von A heiBen. Ist ein Element ¢, vorhanden, so ist es offenbar 
der Menge aller Punkte von A gleich. Nach etwaigen Zusammenziehungen 
von Punkten kann man annehmen (was wir immer tun wollen), da8 es fiir 
je zwei verschiedene Punkte immer eine zum Kérper gehérige Menge gibt, 
die genau einen unserer Punkte enthilt. 

Mit 7 (mit Indizes oder nicht) werden wir immer Intervalle bezeichnen. 
Eine auf der Menge aller Punkte von A erklirte Funktion /*) hei®t in A 
mefbar, wenn jede Menge /-1(j) zu A gehért. Das Vorhandensein einer solchen 
Funktion zieht insbesondere das Vorhandensein von e, mit sich. Schreibt 
man ~(j) = f(j), so gilt offenbar: 


(1) 9(j1 + J2) = P91) + P92), P(Jrd2) = Y(I1) YC Ie), 
(2) ¢(j) = e, fiir ein passendes j, 


1} Ich setze eine algebraische Theorie der Booleschen Ringe, die von M. H. Stone 
in Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), S. 37ff. entwickelt wurde,-als bekannt voraus. 
Mit St. 16 (z. B.) wird Theorem 16 dieser Abhandlung bezeichnet. 

*) Alle unsere Funktionen sind reel] und endlich. 
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(3) ist j, eime abzihlbare Folge von Intervallen mit einem leeren Durch- 
schnitt, so besitzen die zugehérigen g(j,) auch einen leeren Durchschnitt. 
Ist f beschriinkt, so kann (2) wie folgt verschirft werden: 
(2*) P(j) = &4 
fiir ein passendes kompaktes j. 
Es sei nun g eine stetige Funktion von N reellen Veranderlichen. 
fo, fi, .--» fy seien in A meBbar, y, = f~', jo = 9(ji, je: ---s jy). Dann 
ist offensichtlich fo = g (f;, fe, ..., fy) mit der in den j, identischen In- 


klusion 9, (j:) .-. @y(Jw) C Yo(Jo) gleichbedeutend. Dies kann auch in der 
Form 


(4) Po(Jo) Pi(J1) P2(J2) --- Pw(Jw) = ¥1(Jr) P2(Je) --- Pw(Iw) 
geschrieben werden. 

Es sei nun allgemeiner A irgendein (abstrakter) Boolescher Ring. Wir 
werden uns mit den den obigen Bedingungen geniigenden Abbildungen ¢, 
deren Bereich alle Intervalle durchlauft und deren Nachbereich in A enthalten 
ist, beschaftigen. Da jedes in A meBbare / durch sein zugeordnetes g = /-! 
volistandig erklirt ist (falls A ein Mengenkérper ist), bilden die @ eine Ver- 
allgemeinerung der meSbaren Funktionen. Es wird sich u. a. zeigen. inwie- 
weit unsere auf dem beschriebenen Wege aus den in einem mit A isomorphen 
Mengenkérper meSbaren Funktionen wirklich alle entstehen. Jede Ab- 
bildung von Intervallen j auf Elemente ¢(j) eines (abstrakten) Booleschen 
Ringes A, die der Bedingung (1) geniigt, heiBe eine Verteilung in A; bzw. auf A, 
falls sie noch (2) erfiillt. Gilt noch (2*) bzw. (3), so mége —p beschrinkt baw. 
stetig genannt werden. 

Ich bemerke ein fiir allemal, daB die Werte der Verteilungen fiir das 
leere Intervall simtlich leer sind. Es sei noch bemerkt, daB die Stetigkeit 
wie folgt erklart werden kann: 


Eine Verteilung y ist dann und nur dann stetig, wenn folgendes gilt: Ist j 
die Vereinigung bew. der Durchschnitt von abzihlbar vielen j,. so ist p(j) 
die Vereinigung bzw. der Durchschnitt der zugehérigen —(j,). 


Beweis. Die Menge j + j, zerfallt in zwei Intervalle j} und j?, die 
auch leer sein diirfen. j} mége kleinere Zahlen enthalten als j*. Bei festem t 
ist der Durchschnitt aller j* leer. Es sei ferner cf, =ccA fiir alle m, 
fn = 9(9:) + 9(92), & =cep(j’). Dann ist c= c+ c% und cf = ci p(ji) 
fiir alle n. Ist also @ stetig angenommen, so hat man c‘ = 0, also c = 0. 

Man setze a = 9(j), 4, = P(jn)- Da jn =Jjjn btw. J = J, ist, so hat 
man da, = aa, bzw. a = aa,. Es sei nun ein €A mit a, = a,2 bzw. 
x = 4,2 fiir alle mn gegeben. Es ist zu zeigen, daB a = az bzw. z = az gilt. 
Es sei also c = a +az bzw.c = 2+ az. Man hat nur zu zeigen, dab c 
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leer ist, also daB cf, = c fiir alle » gilt. Da im ersten Falle a/, = /, und im 
zweiten af, = aa,f, = 0 ist, bekommt man so 


Chr = fn + fn bzw. Chr = fn. 
Ferner ist } 


O0=a,+a,2 bzw. 0=a,2+ 2. 


Addiert man die letzten Gleichungen, so ergibt sich, da /, + a, = a ist, 
die zu beweisende Gleichung c/, = c. 

Da umgekehrt jede unseren Bedingungen geniigende Verteilung offenbar 
stetig ist, ist die Gleichwertigkeit unserer beiden Definitionen véllig bewiesen. 

In Kapitel I bis III studiere ich einen Homomorphiebegriff (,,Charakter‘‘) 
von meBbaren Funktionen und sein Analogon fiir Verteilungen. Es handelt 
sich um eine unmittelbare und natiirliche Ubertragung der in der Algebra 
iiblichen Begriffsbildung, die sich fiirs Weitere von methodisch grundlegender 
Wichtigkeit zeigt. Im Spezialfalle der Zahlenfolge bieten unsere Charaktere 
alle Méglichkeiten dar, den Limesbegriff auszudehnen, indem man jeder 
beschrankten Folge eine einzige Haufungsstelle derart zuordnet, daB fiir alle 
stetigen Funktionen immer ,,der Limes dem Werte gleich ist“. Wenn man 
zwei (z. B. im Lebesgueschen Sinne) meBbare Funktionen, die sich nur auf 
einer ,,Nullmenge“ unterscheiden, als einander gleich ansieht, so hat es keinen 
Sinn mehr, von den Funktionswerten zu reden; in diesem Falle sind unsere 
Charaktere der passende Ersatz dafiir, woraus ihre methodische Wichtig- 
keit sich ergibt. 

Im vierten Kapitel werden die Miachtigkeitsfragen fiir Charaktere er- 
ortert. 

Die obenerwahnte Frage, ob alle stetigen Verteilungen durch meBbare 
Funktionen erzeugt werden kénnen, wird in Kapitel V fiir die wichtigsten 
Falle negativ beantwortet. Andererseits zeigt es sich in Kapitel VI, daB 
dies aber immer dann méglich ist, wenn man so mit den Funktionen rechnet, 
da8 ihre Gleichheit nur die Gleichheit der Werte .,fast iiberall‘ mit sich 
zieht. Dies erméglicht einige algebraische und metrische Eigenschaften von 
Verteilungen zu erlautern, insbesondere die stetigen Verteilungen auf gewissen 
Ringen zu Banachschen Riumen zu erfassen, die nach Kapitel VIII lineare 
Bilder gewisser Raume von Zahilenfolgen sind. Ist A der Ring aller im Lebes- 
gueschen Sinne meBbaren Mengen (die Nullmengen werden als gleich Null 
angesehen), so ist jede beschrinkte stetige Verteilung auf A einer meBbaren 
Funktion zugeordnet (und umgekehrt), wie aus Kapitel IX hervorgeht. 

Mit ¢ soll immer die Machtigkeit des Kontinuums bezeichnet werden. 

Aus der zweiten Definition der Stetigkeit folgt nun ohne weiteres, da 
die stetigen Verteilungen durch ihre Werte fiir rationale Intervalle vollstandig 
bestimmt sind. Daraus ergibt sich insbesondere: 
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In einem Booleschen Ringe, dessen Miachtigkeit ¢ nicht tibertrifft, ist die 
Anzahl der stetigen Verteilungen héchstens ¢ gleich. 


I. Hilfssitze. 


Grundhilfssatz. x sei ein Primideal in einem Booleschen Ring A. A, 
sei die Menge derjenigen Verteilungen ¢ in A, fiir die es eine reelle Zahl h, 
von folgender Beschaffenheit gibt: Ist j offen und h, » €j, so ist. p(j) nicht 
durch 2 teilbar. Dann enthalt A, alle Verteilungen ¢ in A, fiir die es ein 
kompaktes jo mit p(jo) von €2 gibt, insbesondere alle beschrinkten Ver- 
teilungen; man hat h, p € Jo. Die in dieser Weise erklirte Funktion h, auf A, 
ist eindeutig. 

Beweis. Ich setze voraus, man habe schon eine Folge von » + 1 kom- 
pakten Intervallen jo, 1, - - -» jn» deren jedes eine Hilfte des vorangehenden 
und in diesem enthalten ist, derart gefunden, da8 kein (j,) durch 2 teilbar 
ist. Wir zerspalten nun j, in zwei Halften j’ und j’’, die nur den Mittelpunkt 
von j, gemeinsam haben: j, = j’ +j'j” +j”. Also ist 9(j’) + 9(’) 9(j”) 
+ 9(j") = ~(j,) non €2. Also kann z nicht gleichzeitig y(j’) und o(j’’) 
teilen. Es mége x z.B. in ¢(j’) nicht aufgehen. Setzen wir also j,,, gleich )’, 
so erhalten wir eine um ein Glied lingere Folge von Intervallen j,. Also 
kann man die erwahnte. Folge mit Festhalten der obigen Bedingungen ins 
Unendliche fortsetzen. Unsere unendlich vielen j, haben dann bekanntlich 
genau eine reelle Zahl h, » gemeinsam, die offenbar die zu erhaltende Eigen- 
schaft hat. In der Tat sei j ein pffenes Intervall mit hy ¢j. Dann gibt es 
ein » mit j, Cj, d. h. 7j, = jn- Wire nun (7) durch 2 teilbar, so wiirde 
x auch in (J) y(jn) = @(jn) aufgehen, was laut Konstruktion nicht der 
Fall ist. 

Wiirden nun zwei verschiedene Zahlen die Bedingungen fiir h, ¢ erfiillen, 
so wire es méglich, sie in zwei punktfremde offene Intervalle j’ und j’* ein- 
zuschlieBen und man hitte (j’) p(j’”) = 9(j'j’’) = 0 Ex. Also wire ent- 
weder g(j’) oder »(j”’) durch a teilbar, was der Definition widerspricht. 

Hilfssatz 1. q, und ge seien zwei Verteilungen in einem Booleschen 
Ring A, ¢; stetig. Es gelte 9(j) + 1(J) y2(J) fiir ein passendes J; ist j 
nicht offen,-so sei auch gp, stetig. Dann gibt es Primideale x in A mit y, € 4, 
und h, g: + h, 91, falls tiberhaupt ein h, g2 vorhanden ist, d. h. falls p, € A,. 
Die Zahlen h, y, haben Haufungsstellen in y. 

Beweis. Ist 7 offen, so schreibe ich 7 = jo. Ist dies nicht der Fall, so 
will ich folgendes zeigen (vorausgesetzt, daB ge, stetig ist): Zu jeder Um- 
gebung « von j gibt es ein offenes jo mit j C jo C uw und $3 (jo) + 91(Jo) 2(Jo)- 
Und unser x wird immer so gewahlt werden, daB h, 9; €jo, also Eu ist, 
woraus man die Aussage tiber HiaufungssteHen zieht. 
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Setzen wir also voraus, daB kein jp die obigen Bedingungen erfiillt. 
Wir lassen jo eine abzahlbare Folge von offenen Intervallen mit Durch- 
schnitt j durchlaufen. Man habe immer jo C & und (jo) = 91(Jo) 92(Jo)- 
Andererseits ist jjo = j, d.h. 91(J) 91(Jo) = 91(J), also (J) G1 (Jo) P2(Jo) 
= 9i(j), db. oi(9) Y2(Jo) = 91(J). Die Stetigkeit von gs ergibt also, da 
@2(j) der Durchschnitt aller 2(jo) ist, die falsche Gleichung 9;(j) y2(j) 
= 91())- 

Es sei also fiir jedes n SN ein offenes j, mit 91(jn) + 91(jn) P2(Jo) 
und j, © jn—1 gegeben. Dabei ist j,, das kleinste j, enthaltende abgeschlossene 
Intervall. Ferner sei j, kiirzer als 1/n. Dann kann j, als Vereinigung ab- 
zahlbar vieler abgeschlossener j', die simtlich kiirzer als 1/2 (N + 1) sind, 
geschrieben werden. Nun ist 9i(jy) der Vereinigung der Elemente ¢;(j’) 
gleich. Wire also 9(j’) = 91(j’) y2(jo) fiir alle 7’, so wire auch 9,(j,) 
= 91(jy) Y2(Jo), was unserer Annahme widerspricht. 

Es gibt also ein j’ mit 9;(j’) + 91(J') P2(Jo). Es sei jy, offen und 
kiirzer als 1/N und es gelte #’CjyiiC jysiCjy-. . Ware nun 9;(jy,1) 
= 1(Jn +1) P2(Jo), 80 ergibe sich durch Multiplikation mit ¢,(j’) ein Wider- 
spruch mit unserer letztbewiesenen Ungleichung. Also sind unsere Induktions- 
annahmen fiir » S N + 1 erfiillt. Die Folge j, kann also unendlich ange- 
nommen werden. 

Es sei x die einzige in allen j, enthaltene reelle Zahl. [hr Vorhandensein 
ist durch j, C jn—igesichert. Ferner sei a, = €4 + 91(jn) + 91(jn) G2 (Jo)- 
Die Vielfachen unserer a, bilden-ein Ideal « in A. (In der Tat sei v = 1, 4,, 
+ v9a,, n >m; dann ist a,, = a,a,,, wie man leicht nachrechnet: also ist 
v = (v,4,, + V2) a, ein Vielfaches von a,.) Da e, kein Vielfaches von a, 
sein kann, ist « von A verschieden. Laut St. 63 geht also in « ein Primideal 
x auf. 

Man hat h, gy, = x. In der Tat sei j offen und enthalte z. Dann ist 
ein j, in j enthalten: j, = jin, dh. @(jx) = (4) Ja). Ware 9(j) durch x 
teilbar, so ginge x auch in 9(j,) auf, also auch in eg = a, + 9 (jn) 
+ @1(jn) Y2(Jo), was nicht der Fall sein kann. 

Andererseits ist h,g2 = x falsch. Denn a geht in o(jo) auf. Es gilt 
in der Tat 2(jo) = 49 Y2(Jjo)€aCcx. Damit ist alles bewiesen. 

Der Beweis ergibt folgende spiter anzuwendende 

Verscharfung. Es gibt ein von A verschiedenes Ideal « in A, das aus 
den Vielfachen gewisser a, = ¢€4 + 91(jn) + 91(Jn) Y2(Jo) mit abnehmenden 


jn von Langen -> 0 besteht, derart, daB jeder Primteiler x von « Hilfssatz 1 
erfiillt. 


Hilfssatz 2. Jede stetige Verteilung ¢ ist durch simtliche h, q ein- 
deutig bestimmt. 
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Beweis. g, und 2 seien zwei solche Verteilungen. Dann gibt es ein j 
mit 9:(j) + ¢2(j), also zB. 93(j) + 91(9) Y2(j). Also sind die Voraus- 
setzungen von Hilfssatz 1 erfiillt, woraus sich fiir ein passendes x die Gleichung 
hg: = h, v2 als unméglich ergibt. 

Hilfssatz 3. g sei eine stetige Funktion von N reellen Verinderlichen, 
1» V2, ---» Pw Verteilungen in einem Booleschen Ring A. Es sei ferner 
9i€A,,..., py€A, fiir ein Primideal 2 in A. qo sei eine Verteilung 
auf A, die die Gleichung (4) der Einleitung identisch erfiillt. Dann ist g € A, 
und h, go = 9 (h, G1, hy G2, -- +s hy Py)- 

Beweis. Also sei j offen und enthalte z = g (h, ,,h, M2, .... h, My). 
Man hat nur zu zeigen, daB x in go(j) nicht aufgeht. Ginge nun 2 in go(j) 
auf, so wire dies fiir jedes o(jo) mit jo c 7 der Fall. Denn jo = jj, also ist 
Po(jo) = Po(j) Po(jo) eim Vielfaches von ¢go(j). Die Stetigkeit von g zieht 
nun das Vorhandensein solcher offener Umgebungen j, von hy, mit sich, 
daB ihr Bild jp = 9(j:,J2, . - -, Jy) inj enthalten ist. Also wire kraft unserer 
falschen Annahme (jo), also laut (4) auch —(j:) geo(je) .- - Mw (jy) durch 
n teilbar. Da aber z prim ist, miiBte es in einem ¢,(j,) mit m > 0 aufgehen, 
was der Definition von A, gy, widerspricht. 

Hilfssatz 4. Sind in obigen Bezeichnungen die ¢, mit n > 0 beschrinkt, 
so ist dies auch fiir go der Fall. 

Beweis. Um ein jo mit ¢o(jo) = ¢4 anzugeben, geniigt es offenbar, 
jedes j, mit » > 0 der Bedingung ¢,(j,) = ¢4 zu unterwerfen. 


Il. Charaktere. 
Es sei g irgendeine stetige Funktion von N reellen Verinderlichen. Es 


seien 9), Pz, ---, Py Verteilungen in einem Booleschen Ringe. Es sei qo 
eine Verteilung, fiir die die Gleichung (4) der Einleitung identisch gilt. Ich 
schreibe dann go €9(91, Y2, .--, Pw). Ist insbesondere g(x,, Z2) = 2; + Ze 


bzw. 2,22, 80 sage ich, Yo 6 9; + Ye bzw. Po E YP: Po ist eine Summe bzw. 
ein Produkt von g, und gp. 

Bemerkung 1. Sind die g, mit » > 0 beschrinkt, so ist es auch fiir 
Pq der Fall (vgl. I Hilfssatz 4). 

Bemerkung 2. Im Bereich beschrankter stetiger Verteilungen sind 
die Summen und Produkte und allgemeiner die Verteilungen Po €9 (Pi; ¥2, 
++) Py) eindeutig bestimmt (falls es iiberhaupt solche gibt). 

Beweis. Laut Bemerkung | ist go beschrinkt, also gehéren alle unsere 
@, laut I Grundhilfssatz zu jedem A,. Ferner ist jedes h, gy, wie I Hilfs- 
satz 3 zeigt, véllig bestimmt, also laut I Hilfssatz 2 auch die Verteilung ¢o. 

Jetzt gehe ich zu einem Begriff iiber, der fiir alle unsere Untersuchungen 
von grundlegender Wichtigkeit ist. ® sei eine Menge von Verteilungen in 





n 
in 
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einem Booleschen Ringe, h eine auf ® erklirte Funktion derart, da8 fir 
keine offene Umgebung j von hq das Element (j) verschwindet und 
h(~r + 2) = hoi + hoe und h(¢; 92) = hg, hg ist. Dann midge h ein 
Charakter von ® heiBen. Ist nochhg (91, ¢2, ..., Py) =9 (Ah G1, 4 G2, ...sh py) 
fiir alle stetigen g, so heiBe h stetig. 

Diese Begriffsbildung ist auch an sich selbst von Interesse. Es sei namlich 
ein Mengenkorper mit Einselement gegeben, dessen Elemente meBbare Mengen 
heiSen mégen und den ich als einen Ring auffassen will. Unter den meBbaren 
Mengen seien sogenannte Nullmengen ausgezeichnet, die ein Ideal bilden. 
Die in unserem Mengenkérper meBbaren Funktionen mégen meBbar schlecht- 
hin genannt werden. Je zwei solche Funktionen, die sich héchstens auf einer 
Nullmenge unterscheiden, sollen als einander gleich angesehen und von- 
einander nicht unterschieden werden. Setzt man alle Nullmengen gleich 
Null, d! h. tibt man auf den Ring der meBbaren Mengen einen Homomorphismus 
aus, dessen Kern daz Ideal aller Nullmengen ist, so wird jede Menge /-1(j) 
({ meBbar) auf ein Element g(j) abgebildet; gleichen Funktionen /{ ent- 
sprechen gleiche g. Und diese @ sind ja Verteilungen auf dem nach dem 
Ideal aller Nullmengen reduzierten Ringe der meBbaren Mengen, der weiter 
immer mit A bezeichnet wird. Die Zuordnung / > g muS der Leser immer 
gut im Auge behalten! 

F sei eine Menge von meBbaren Funktionen, k eine auf F erklarte Funk- 
tion derart, da8 fiir offene Umgebungen j von kf die {-1(j) keine Nullmengen 
sind und k (f/f; + fe) = kf, + kfe und k (fife) = kf, kf. gilt. Dann mége k 
ein Charakter von F heiBen. Ist noch kg (f;. fo. ..., fy) = 9 (kfi. fe, 
..-» kfy) fiir alle stetigen g, so heiBe k stetig’). 

Laut St. 63 ist jeder (abstrakte) Boolesche Ring einem Mengenkérper 
isomorph. Wahlt man also fiir meBbare Mengen die zum erwahnten Mengen- 
korper gehérigen und die einzige Nullmenge leer, so sind in allen folgenden 
Satzen, die iiber Verteilungen im Ring A Aussagen enthalten, schon von selbst 
die entsprechenden Aussagen iiber Verteilungen in abstrakten Booleschen 
Ringen enthalten. Die Spezialisation ist also nur scheinbar und ihr Grund 
besteht darin, da8 man so gleichzeitig Entsprechendes iiber meBbare Funk- 
tionen und ihren Zusammenhang mit Verteilungen aussagen kann. 

Im weiteren enthalte ® bzw. F alle beschrinkten stetigen Verteilungen 
auf A, bzw. alle beschrinkten meBbaren Funktionen und alle Summen und 
Produkte ihrer Elemente. Wir wollen zeigen, dai} es eine eineindeutige Zu- 


3) Mit den Charakteren (,,concentrated homomorphisms‘) meBbarer Funktionen 
habe ich mich in der Abhandlung ,,On homomorphic mappings of functional rings‘ 
beschaftigt. Das Schicksal meines nach Warschau geschickten Manuskripts wihrend 
des Krieges ist mir unbekannt, so daB der vorliegende Aufsatz davon unabhangig 
geschrieben ist. 

Mathematisehe Annalen. 117. 22 
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ordnung zwischen den fh und k derart gibt, daB, falls m der Funktion / ent- 
spricht, he = kf gilt. Es gilt namlich folgender 

Satz. Es sei x irgendein Primideal in A, h, laut I Grundhilfssatz auf D 
erklart, OC A,. Es setihy =h,p baw. kf =h,@ fiir jede Verteilung o 
auf A, bew. fiir jede meBbare f{, der gp zugeordnet ist. Dann ist h bzw. k ein ste- 
tiger Charakter von ® bow. F. Und jeder Charakter k baw. h auf ® bew. F 
kann auf diesem Wege erhalten werden. Also ist jeder Charakter auf ® und 
F stetig. 

F muB freilich derart gewahit werden, daB die den Funktionen aus F 
entsprechenden Verteilungen zu ® gehéren. 


Beweis. Erstens ist A ein stetiger Charakter laut I Hilfssatz 3. Also 
ist es auch fiir k der Fall. Denn ist fp = g (/1, fe, . . ., fy) (g stetig, f,, meBbar), 
so gilt offensichtlich fiir die zugehérigen y,: %o €9 (1, Pe, ---, Py), also 
kfo = hoo = (hi, .-. hoy) = 9 (khi, .-., Rly). 

Andererseits sei k gegeben. Man hat nur ein a aufzufinden. (Ist h ge- 
geben, so bestimme man k durch die Identitét kf = hg.) Es sei a’ das System 
der meBbaren Mengen, deren charakteristische Funktionen durch k auf Null 
abgebildet werden. Es ist leicht zu sehen, da8 «’ ein Ideal ist. Durch Null- 
setzen der Nullmengen wird «’ auf ein Ideal « in A abgebildet. « ist von A 
verschieden. Enthielte es nimlich e,, so ware die gréBte meBbare Menge 
bis auf eine Nullmenge in «’ enthalten, also ihre charakteristische Funktion 
wiirde durch k auf Null abgebildet, was offenbar unméglich ist. Also gibt 
es in A ein Primideal z, das in « aufgeht, vgl. St. 63. 

Man hat nur zu zeigen, daB hy = h, ¢ identisch gilt. Es sei also j eine 
offene Umgebung von kf bzw. von hg. Es ist zu beweisen, daB z in ¢(j) 
nicht aufgeht. Es seia = e, + p(j) und go(j’) =a y(j’) baw. a p(j’) + (9), 
falls 0 non € 7’ bzw. 0€)j’ gilt. Es sei + V7’ bzw. - Vj’ die Menge derjenigen 
positiven bzw. negativen Zahlen, deren Quadrat in 7’ enthalten ist. 7, sei 
der Durchschnitt von j’ mit der Menge, die nur Null enthilt. Dann setze 
ich 92 (j’) = 0 (33) + Po (+ V7’) + go (— Vj’). Eine leichte Diskussion er- 
gibt dann 93€ pg und g2€ Poo, also hg, —hphg =—hgyhg. Es 
sei zuerst hm von Null verschieden, also entweder h gp = h@ oder h go = 0. 
Die erstere Annahme ist aber unméglich, vorausgesetzt (was ja erlaubt ist), 
da8 j so kurz ist, daB es Null nicht enthilt. "Denn g(j) = 0. 

Also ist hg = 0. Es sei nun 93(¥) = (J) 9(j’) baw. (J) p(y’) +4, 
je nachdem ob 0 non €7’ oder 0 ¢j’ gilt. Ferner sei g’(j’) = a bzw. ¢()), 
wenn j’ die Zahl 1 bzw. 0 enthilt, ohne 0 bzw. 1 zu enthalten; enthbalt 7’ 
weder 0 noch 1, so sei ¢’(j’) gleich Null. Vertauscht man die Rolle von a 
und ¢(j’), so bekommt man die Verteilung gy’. Man rechnet leicht nach, 
dab gm Egy’ und 9,¢ 99" ist. Ferner sei 9’ (j’) = e, bzw. 0 je nachdem, 
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ob 7’ die Zahl 1 enthalt oder nicht. Dann gilt offenbar 9” € gy’ + ”’. Also 
gelten folgende Gleichungen ho = hgyhg', hg, =hpho", ho’ =hq' 
+h’. Ware nun hq, gleich Null, so wiirde auch hy” verschwinden (man 
hat nimlich hg = 0 und he + 0), was ja unméglich ist. 

Es sei nun ¢’’”’(j') = e4 bzw. 0, je nachdem, ob j die Null enthalt oder 
nicht. Man hat offenbar g’’’ € 9,9’, also O=ho’” =hg,hg’, dh. 
hg’ = 0. Daraus folgert man schon unsere zu beweisende Behauptung ¢(j) 
non € x. Es sei nimlich a’ eine meBbare Menge, die durch Nullsetzen der 
Nullmengen in a iibergeht, /’ ihre charakteristische Funktion. Dann gehért 
offenbar gy’ zu f’ und a’ €a’, alsoa €a. Also geht x in a auf. Ginge es auch 
in y(j) auf, so wire e, = @+ p(j) durch =z teilbar, was nicht der Fall ist. 

Es sei nunhp = 0. 7” sei die Menge aller x — 1 mit €j’, (j’) = 9(j’’). 
Dann ist offensichtlich 9,¢ 9 + p’”, also O+ hp +ho'” =hg, =h gs, 
=hg +h,” =hgt+hy’”, abohgy =h » = 0. 

Die mit Strichen versehenen ¢ sind samtlich stetig, woraus folgt, dab 
alle betrachteten Verteilungen wirklich zu ® gehéren. 

Ferner sei ein k gegeben. Man ersetze in der obigen Uberlegung (mit 
Beriicksichtigung von Indizes!) jedes hp durch kf, jedes y(j) durch f-1(j) 
und e, durch die gréBte meBbare Menge Z. Schreibt man noch a’ statt a, 
also a’ = E + f-1(9), so ist f’ die charakteristische Funktion von a’ und 
man hat kf’ = 0, d. h. a’ gehért zu «’. Ist a in A der Menge a’ zugeordnet, 
so ist a durch «, also auch durch < teilbar. Man sieht wie frither, da8 # in 
y(j) nicht aufgeht. Das Obige bleibt also in den neuen Bezeichnungen be- 
stehen und zeigt, daB auch kf = h,¢ gilt, we z. b. w. 

Zusatz. Die Korrespondenz zwischen den :, h,, h und k ist eineindeutig. 

Beweis. 0 und o seien zwei verschiedene Primideale in A.- Man hat nur 
eine beschrinkte stetige Verteilung g bzw. eine meBbare f, der p zugeordnet 
ist, mit hog + h,@ aufzufinden. Es sei also r € 9, r non €o, f die charak- 
teristische Funktion von r. Man hat offenbar h,p = 0 und h,@ = 1. 

Also sind die Charaktere von Verteilungen nur Ausdehnungen der Charak- 
tere meBbarer Funktionen auf einen-breiteren Bereich. Und darin liegt ein 


‘ Teil ihrer Wichtigkeit. Man kann in der Tat fiir meBbare Mengen und Null- 


mengen wichtige, aus der Analysis bekannte Mengenklassen wihlen. Ich 
will hier ein iiberaus wichtiges Beispiel angebeh. Fiir die meBbaren Mengen 
sollen alle Mengen von Indizes (d.h. ganzen nicht negativen Zahlen) ge- 
nommen werden; die Nullmengen werden mit den endlichen Mengen iiber- 
einstimmen. Dann stimmen die meSbaren Funktionen mit den Zahlenfolgen 
iiberein, und es wird zwischen zwei Folgen, die nur in endlich vielen Gliedern 
voneinander abweichen, kein Unterschied bestehen. Offenbar ordnet jeder 
Charakter den konvergenten Folgen ihre Grenzwerte zu und. allgemeiner 
jeder Folge eine ihrer Haufungszahlen. So kann der Limesbegriff auf alle 
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beschrinkten Zahlenfolgen ausgedehnt werden mit der Festhaltwng des Satzes, 
da fiir die stetigen Funktionen die Werte den Grenzwerten gleich sind. Zwei 
Zahlenfolgen a, und 6, médgen gleichwertig heiBen, falls fiir jedes 7 die Menge 
derjenigen n, fiir die genau eine der Inklusionen a, €j und 6, €)j gilt, endlich 
ist. Man hat dann folgenden 

Nebensatz 1. Jeder Charakter ordnet gleichwertigen Folgen denselben 
Wert zu. 

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist der Wert kf unseres Charakters k 
fiir die Folge / gleich h,g. Ersetzt man f durch eine gleichwertige Folge, so 
bleibt offenbar m ungeiandert, woraus unsere Behauptung sich ergibt. 

Es gibt also voneinander verschiedene beschriinkte Zahlenfolgen, deren 
Charaktere miteinander vollig iibereinstimmen. Dies steht mit dem Sach- 
verhalt in Zusammenhang, daB zu verschiedenen Folgen dieselbe Verteilung 
gehéren kann. Laut I Hilfssatz 2 und 3 ist es unméglich, falls verschiedenen 
meBbaren Funktionen verschiedene und stetige Verteilungen zugeordnet 
sind. Und dies gilt, wie ich zeigen will, falls jede Vereinigung von abzihlbar 
vielen Nullmengen selbst eine Nullmenge ist. 

Hilfssatz 1. Ist jede Vereinigung abzahlbar vieler Nullmengen wieder 
eine solche, so entsprechen verschiedenen meBbaren Funktionen verschiedene 
und immer stetige Verteilungen auf A. 

Beweis. Sind die zu /, und /,.gehérigen Verteilungen einander gleich, 
so ist immer f; '(j) + fy *(j) = 0 eine Nullmenge. LaBt man-j alle Intervalle 
mit rationalen Anfangs- und Endpunkten durchlaufen, so ist die Vereinigung w 
aller entsprechenden o eine Nullmenge und man sieht leicht, daB die Werte 
unserer Funktionen bis auf @ dieselben sind. Ist namlich /,(z) + f2(z), 
so kann man /,(z) in ein /.(z) nicht enthaltendes 7 einschlieBen und man 
hat offenbar z € 0, also z €w. Also sind unsere Funktionen in unserem Sinne 
gleich. 

Nun sei @ die zu / gehérige Verteilung. Wir lassen j eine abzahlbare 
Folge mit leerem Durchschnitt durchlaufen. Ferner sei ag(j) = a €A fir 
alle unsere j. Es sei a’ eine meBbare Menge, der a in A entspricht. Also ist 
a’ + a’f-1(j) = o eine Nullmenge. Da nun der Durchschnitt aller /-'(j) 
leer ist, ergibt die de Morgansche Regel, da8 a’ die Vereinigung (im mengen- 
theoretischen Sinne) aller 0, also eine Nullmenge ist. Also ist a gleich Null, 
d.h. @ stetig. Da nun a’ meBbar war, erhalt man gleichzeitig folgenden 

Zusatz. Ist jede meBbare Vereinigung abzahlbar vieler Nulimengen 
wieder eine Nullmenge, so entsprechen den meBbaren Funktionen lauter stetige 
Verteilungen auf A. 

Folgesatz 1. Ist jede Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen wieder 
eine solche, so kénnen fiir zwei verschiedene beschrinkte meBbare Funktionen 
unméglich alle Charaktere iibereinstimmen. 
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Die wichtigsten Beispiele geniigen unseren Bedingungen. Man kann 
z. B. fiir die einzige Nullmenge die legre Menge nehmen und fiir meBbar (i) 
die Borelschen bzw. (ii) die projektiven Mengen. Dabei ist das System der 
projektiven Mengen die kleinste Mengenklasse, die alle offenen Mengen ent- 
halt, abzihlbare Vereinigungen zuléBt und mit irgendeiner Menge auch ihr 
Komplement und alle ihre stetigen Bilder (im selben Raume) enthalt. Das- 
selbe erhielte man, indem man die iibliche projektive Klassifikation ins 
Transfinite fortsetzen wiirde, was ja so vermieden werden kann. Will man 
sich auf Klassen mit endlichen Indizes beschrinken, so ist es notwendig, als 
Verteilungen g bzw. meBbare Funktionen / nur solche zuzulassen, fiir die die 
Klassen von p(j) bzw. f-?(j) bei veranderlichem j beschrankt bleiben. Ahnlich 
kann man fiir meBbar (iii) die nach Lebesgue meBbaren Mengen, bzw. (iv) 
die Mengen mit der Baireschen Eigenschaft*), und fiir Nullmengen (iii) die 
Mengen vom Lebesgueschen MaBe Null, bzw. (iv) die Mengen der ersten 
Kategorie wahlen. Wahlt man (v) fiir meBbar die Mengen mit nirgends- 
dichten Begrenzungen und fiir Nullmengen die nirgendsdichten Mengen, so 
sind unsere Annahmen nicht erfiillt und ich weif nicht, ob unser Folgesatz 
gilt oder nicht. Trotzdem kann man eine schwichere Behauptung angeben, 
die in Folgesatz 2 enthalten ist. 

Hilfssatz 2. Ist jede meBbare Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen 
wieder eine’ Nullmenge, so entspricht jeder von Null verschiedenen meB- 
baren Funktion eine von Null verschiedene Verteilung auf A. 

Dabei heiBt eine Verteilung von Null verschieden, falls sie der wie folgt 
erklarten Nullverteilung v nicht gleich ist. Dabei ist »(j) = e, bzw. 0, falls 7 
die Zahl 0 enthalt oder nicht. 

Beweis. Lassen wir j alle abgeschlossenen die Null nicht enthaltenden 
Intervalle mit rationalen Anfangs- und Endpunkten durchlaufen. Ist f die 
betrachtete Funktion und sind alle /-'(j) Nullmengen, so ist ihre Vereinigung 
der Menge aller z mit /(z) + 0 gleich, also meBbar. Da nun f von Null ver- 
schieden ist, kann sie unméglich eine Nullmenge sein. Also gibt es kraft 
unserer Annahme ein j derart, daB f-!(j) keine Nullmenge ist. Also ist fiir 
die zugehérige Verteilung y g(j) von Null verschieden und j enthalt nicht 
die Zahl Null, d.h. » + », w. z. b. w. 

Folgesatz 2. Ist jede mefbare Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen 
wieder eine Nullmenge, so kénnen die Charaktere einer von Null verschiedenen 
beschrinkten meBbaren Funktion unméglich sdimtlich verschwinden. 


*) Eine Menge hat die Bairesche Eigenschaft, falls sie Summe einer offenen Menge 
und einer Menge der ersten Kategorie ist; vg]. K. Kuratowski, Topologie I, 8. 49ff. 
Notige Belehrung iiber Mengen mit nirgendsdichten Begrenzungen (ensembles dont la 
frontiére est non-dense) findet man in demselben Buche, 8. 33f. Dabei ist ,,somme“* 
mit ,,Vereinigungsmenge“ gleichbedeutend. 
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Beweis. Die Nullverteilung ist ja stetig. Ihre simtlichen Charaktere 
sind laut Satz 1 gleich Null. Einer von Null verschiedenen beschrinkten 
meSbaren Funktion / entspricht laut Hilfssatz 2 und Zusatz zu Hilfssatz 1 
eine von Null verschiedene stetige Verteilung auf A, deren Charaktere den- 
jenigen von / laut Satz 1 nebst Zusatz entsprechen. Also kénnen laut Satz 1 
und I Hilfssatz 2 unméglich simtliche Charaktere von f wie fiir y verschwinden. 

Unser Beispiel (v) geniigt nun unseren Annahmen. Denn jede Vereinigung 
von abziéhlbar vielen nirgendsdichten Mengen, d.h. jede Menge der ersten 
Kategorie, ist nirgendsdicht, vorausgesetzt, daB ihre Begrenzung nirgends- 
dicht ist. Denn man wei8, da sie in ihrer Begrenzung enthalten ist. Dabei 
wird der grundliegende Raum als vollstandig angenommen. . 

HeiBen zwei meBbare Funktionen /,,/2 gleichwertig, wenn immer 
‘7 *(j) + fe *(y) eime Nullmenge ist, so ist diese Gleichwertigkeit mit der 
Gleichheit der zugehérigen Verteilungen gleichbedeutend. Also ergibt sich 
aus I Hilfssatz 2 und Zusatz zu Hilfssatz 1 folgende Behauptung: 


Nebensatz 2. Ist jede meBbare Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen 
selbst eine solche, so ist die Gleichwertigkeit zweier beschriinkter meBbarer Funk- 
tionen mit der Gleichheit all ihrer Charaktere gleichwertig. 


Ifl. Vollstaindige Charaktere. 


Nach II Satz sind die Charaktere von stetigen Verteilungen in A, falls 
sie fiir alle beschrankten Argumente erklart sind, den Primidealen in A ein- 
deutig zugeordnet. Sie sind also durch ihre Werte fiir beschrinkte Argumente 
vollig bestimmt. Jeder Charakter soll also immer wenigstens fiir alle be- 
schrinkten stetigen Verteilungen, bzw. alle beschriankten meBbaren Funk- 
tionen als erklart angenommen werden. Kann man nun seinen Definitions- 
bereich so wiahlen, daB er alle stetigen Verteilungen bzw. alle meSharen 
Funktionen iiberhaupt, seien sie beschrankt oder nicht, enthilt, so soll unser 
Charakter vollstdndig genannt. werden. Wir wollen diese Vollstandigkeit mit 
Hilfe der Eigenschaften der zugehdrigen Primideale ausdriicken. Dazu 
brauchen wir folgenden 

Hilfssatz 1. a, sei eine Folge von Elementen in einem Booleschen 
Ringe mit der Vereinigung a. Dann gibt es Elemente a,,.zu je zweien fremd, 
(d. h. a, a, ist gleich Null, falls die Indizes k und | verschieden sind) mit der 
Vereinigung a. Und ein Ideal geht in allen a, dann und nur dann auf, wenn 
es fiir alle a, der Fall ist. 

Dasselbe gilt, falls die «,, also auch die a,, meBbare Mengen und: Ver- 
einigungen im itiblichen mengentheoretischen Sinne sind. , 

Beweis. Man setzé a; = a; = @ 1, @q41 = On41 + Wn Gnd + On, 
4,41 = @,41 + @,@,,;. Die Fremdheit der so erklirten a, ergibt sich 
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durch leichte Rechnung. Um zu zeigen, daB a die Vereinigung unserer a, 
ist, geniigt es zu beweisen, daB a, = za, fiir allem < N dann und nur dann 
gilt, wenn a, = xa, fiir allen < N. Im Falle eines abstrakten Booleschen 
Ringes gilt dann namlich a, = aa, fiir alle n, und aus a, = za, folgert 
man a, = Za,, d.h. a = za. Und fiir meBbare Mengen kann man fiir z 
zuerst die Vereinigung aller a, mit » < N und dann diejenige aller «, mit 
n < N wihlen, und man sieht, da8 die erste alle «,.mit » < N und die zweite 
alle a, mit n < N enthilt; also sind beide Vereinigungen einander gleich, 
also auch die Vereinigungen fiir alle n. 

Es sei alsow, = zw, unda,,; = Z,4;- Man hat offenbarw,.; = 7@,,; 
und dann 4,,,; = 2@,,,;. Umgekehrt sei a, = za,, »<N; man hat 
On = OnW, = t, J a,,k Sn, alsoa, = ra,. Alsoista, = ra, mita, = Ta, 
n < N, wirklich gleichbedeutend. 

Geht ein Ideal in allen «, auf, so ergibt sich mittels Induktion, daB dies 
auch fiir alle w,,, also fiir alle a, der Fall ist. Da aber a, = a, Da,,k Sn, 
wie oben ist, gilt auch die Umkehrung davon. 

Ein Ideal in einem Booleschen Ring mége ein o-Jdeal heiBen, falls‘es in 
jeder Vereinigung abzahlbar vieler von seinen Elementen aufgeht. Ist A 
wie friiher erklart (vgl. II), so sage ich, ein Ideal in A gehe in einer meBbaren 
Menge auf, wenn es das zu ihr gehérige Element in A teilt. Das System aller 
meBbaren Mengen, in denen ein Ideal in A aufgeht, ist ja erblich und endlich 
additiv, also selbst ein Ideal. Ein Ideal in A mége nun ein o’-Ideal genannt 
werden, falls es folgende Beschaffenheit besitzt: Geht es in abzihlbar vielen 
meBbaren Mengen auf, so gilt dasselbe fiir ihre mengentheoretische Vereini- 
gung, vordusgesetzt, daB die letztere meBbar ist. In den Bezeichnungen von 
II Satz nebst Zusatz gilt ° 

Hilfssatz 2. Ein Charakter A bzw. k ist dann und nur dann vollstandig, 
wenn das zugehérige Primideal 2 ein o- bzw. o’-Ideal ist. 

Beweis. 2 sei also ein o-Primideal in A. j mége alle abgeschlossenen 
Intervalle mit rationalen Anfangs- und Endpunkten durchlaufen; also ist 
jedes 7 kompakt. @ sei eine stetige Verteilung auf A. Also ist e = e, der 
Vereinigung aller g(j) gleich, also x geht in einem gewissen ¢(j) nicht auf 
und laut I Grundhilfssatz ist g ¢A,. Also enthalt A, alle stetigen Ver- 
teilungen. 

Ist x ein o’-Primideal, so sieht man ebenso, daB fiir jede meBbare 
a in einem gewissen /-1(j) nicht aufgeht, d.h. g(j) non € 2, wo @ zu f gehort. 
Also ist ein kf wirklich vorhanden. 

Andererseits sei x kein o-Ideal. Dann gibt es eine Folge a, € 2, > 0, 
deren Vereinigung a existiert und ¢“sch 2 nicht teilbar ist. Da (e + a)a 
= 0€2 ist, geht 2 in a9 = e’+a auf und e ist die Vereinigung aller 
a,, »>0. Denn aus a, = za,, » 20, ergibt sich unmittelbar a = za 
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und da) = 2a, also durch Addition e = ze = z. Laut Hilfssatz 1 kann 
man alle a, zu je zwei fremd annehmen. Enthalt nun j nur endlich viele 
ganze Zahlen n = 0, so sei p(j) der Summe der zugehérigen a, gleich. Ent- 
halt es alle ganzen nicht negativen Zahlen mit Ausnahme von endlich vielen n, 
so sei y(j) =¢+ 5 a,, wo man iiber die Ausnahmeindizes zu summieren 
hat. Man sieht dann leicht, daB ¢ eine stetige Verteilung auf A ist. Haben 
z. B. die j, einen leeren Durchschnitt und ist immer z = 2 —(j,), 80 gibt 
es zu jedem ein m mit » non €),,, d. h. (jm) 4, = 0, also za, = 0, oder 
anders geschrieben (e + z)a, = @,. Da nun e die Vereinigung unserer a, 
ist, folgt daraus (e + z)e = e, d.h. = ist leer, w.z.b.w. Und man sieht, 
daB fiir jede Umgebung j einer beliebigen Zahl ¢(j) € x gilt, wenn nur j 
eine endliche Lange hat. Also ist wirklich g non € A,. 

Ersetzt man o durch o’, d. h. geht x in den meBbaren Mengen a,, » > 0, 
auf, ohne in ihrer meBbaren Vereinigung a (im mengentheoretischen Sinne) 
aufzugehen, ist ferner ag das Komplement von a in der gréBten meBSbaren 
Menge, die ja statt e = e, aufzusetzen ist, sind noch die a,, zu je zwei elemente- 
fremd angenommen, was ja nach Hilfssatz 1 méglich ist, und setzt man {-*(j) 
statt p(j), so ist f eime meBbare Funktion, deren zugehérige Verteilung in A, 
nicht enthalten ist, fiir die also kein kf vorhanden ist. 

Folgesatz. Es gibt keine vollstindigen Charaktere von Zahlenfolgen. 

Beweis: Fiir meBbar wiahlen wir alle Mengen von Indizes n. Jede 
Menge, die ein » als ihr einziges Element enthilt, ist eine Nullmenge, siso 
jedes Ideal in A geht in ihr auf, ohne aber in der Vereinigung aller solchen 
Mengen aufzugehen. Also ist A das einzige o’-Ideal in A, woraus kraft Hilfs- 
satz 2 unsere Behauptung folgt. 

Hilfssatz 3. In den Beispielen (i) bis (v) gibt es fiir jedes Primideal x 
in A eine solche zunehmende Folge von meBbaren Mengen p,, in denen 2 
aufgeht, deren Vereinigung alle Punkte des Raumes mit Ausnahme héchstens 
eines einzigen enthalt. 

Dieser Ausnahmepunkt mége p heiBen. Der betrachtete Raum soll 
Euklidisch angenommen werden. N sei seine Dimension. 

Beweis. Jeder Folge k = {k,, ke, ..., ky} von N ganzen Zahlen mit 
|k,| Sn® sei die Menge 6, aller Punkte z = {z,, 2, ..., Zy} mit k, — 1 
< nz, Sk, zugeordnet. Bei festem n mége d,, alle Mengen 6, und das Kom- 
plement ihrer Vereinigung durchlaufen; es gibt also insgesamt endlich viele 
Mengen d,, und sie sind zu je zwei punktfremd und iiberdecken den ganzen 
Raum. Ferner enthalt jeder Durchschnitt, dessen n-ter Faktor ein d,, ist, 
héchstens einen Punkt. Da x in der Summe aller d, , die ja dem ganzen Raum 
gleich ist, nicht aufgeht, geht es in einem d,, etwa q,, nicht auf. Ist nun ein 
d,,, etwa qg,, durch 2 nicht teilbar, so kann 2 in allen d,,, nicht aufgehen. 
Denn es ginge in allen qg, d,,,, also in ihrer Summe q, auf. Also gibt es ein 
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PPO etwa 7,1, in dem 2 nicht aufgeht. Es sei nun p, das Komplement 
von q,- Da Pagn = 0 durch x teilbar ist, muB 2 in p, aufgehen. Und die 
Vereinigung aller p, enthalt alle Punkte héchstens mit Ausnahme des ein- 
zigen, der in allen q,, liegt. 

In den Fallen (i) und (ii) hat es keinen Sinn. von den stetigen Verteilungen 
zu sprechen. Denn jedes solche ¢ ist einer meSbaren Funktion. { zugeordnet. 
In der Tat bilden fiir einen jeden Punkt z des Raumes diejenigen meBbaren 
Mengen, die z nicht enthalten, ein o-Primideal 2 und man setze {(z) = h, » 
(vgl. Hilfssatz 2). Man hat zu zeigen, daB immer /-'(j) = (J) ist; dabei 
kann man sich auf offene j beschrinken. Dies folgt aber aus 

Hilfssatz 4. Ist eine stetige Verteilung und x ein o-Primideal in 
einem Booleschen Ring, so ist h, m wie folgt gekennzeichnet: Fiir jedes offene 
j ist hey €j mit ~(j) non € 2 gleichbedeutend. 

Beweis. Man hat nur zu zeigen, da8 aush, p non € j die Inklusion g(j) € x 
hervorgeht. j, sei eine abnehmende Folge offener Intervalle, deren Durch- 
schnitt nur h,@ enthialt. Also sind die 7+ jj, zunehmende Intervalle mit 
der Vereinigung j. Ferner ist die Vereinigung (J) aller o(j + jj,) in x 
enthalten. 

Ein Charakter k von meBbaren Funktionen midge trivial heiBen, falls 
es einen Punkt z gibt mit kf = f(z) fiir alle betrachteten /. 

Satz. In den Fallen (i) wnd (ii) gibt es nur triviale und in den Fillen 
(iii), (iv) wnd (v) téberhaupt keine vollstindigen Charaktere. 

Dabei handelt es sich ebenso um Charaktere von Verteilungen, als auch 
um meBbare Funktionen. 

Beweis. Es geniigt, dies fiir die meBbaren Funktionen zu erliutern. 
Denn jeder vollstandige Charakter von stetigen Verteilungen bestimmt laut 
II Zusatz zu Hilfssatz 1 einen solchen fiir meBbare Funktionen. Im Falle (i) 
oder (ii) geht entweder 2 in (p) — vgl. Hilfssatz 3 — auf, woraus folgt, daB der 
zugehérige Charakter unmégiich vollstindig sein kann. Denn x geht in der 
Vereinigung der Mengen p, und (p) nicht auf; ware der betrachtete Charakter k 
vollstandig, so miiBte dagegen laut Hilfssatz 2 2 ein o’-Ideal sein, was nicht 
der Fall ist. Oder es geht 2 in (p) nicht auf, und dann geht es genau in den- 
jenigen meBbaren Mengen auf, die p nicht enthalten. Daraus folgt, daB, 
falls k zu x gehért, kf = f(x) wirklich gilt. 

In den iibrigen Fallen geht = in allen p, und (p) auf, ohne in ihrer Ver- 
einigung aufzugehen, woraus man wie friiher schlieBt, daB k unvollstandig ist. 


IV. Universalringe nebst Anwendungen. 

Jeder unendlichen Kardirialzahl a sei ein ,,universaler‘‘ Boolescher 
Ring U (a) wie folgt zugeordnet. c sei irgendeine Menge der Michtigkeit a, 
e das System aller Teilmengen von c. Fiir jedes z €c sei Z die KlaSse aller 
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Teilmengen von c, die z enthalten. Dann ist U(a) der kleinste Mengen- 
kérper (also Boolescher Ring), der e und alle z als Elemente enthilt. ¢ ist 
dessen Einheit. 

Hilfssatz 1. Jeder Boolesche Ring von der Machtigkeit < a mit Eins- 
element ist zu U (a) homomorph. 

Beweis. Dies ist uer zweite Teil eines Stoneschen Satzes 5). 


Hilfssatz 2. U (exps) ist mit einem Mengenkérper, dessen Elemente 
Mengen von Machtigkeiten s sind, isomorph. 

Beweis. d sei irgendeine Menge der Miachtigkeit s. ¢ sei das System 
aller Teilmengen von d. U = U(a) mit a = exps midge wie oben erklart 
werden. Jedem geordneten Paare d, und d, von elementefremden endlichen 
Teilmengen von d sei das System (d; , dz) aller Teilmengen von d zugeordnet, 
die d, enthalten und zu d, fremd sind. Es gibt offenbar s solche Systeme, 
und sie sind Teilmengen von c. h sei die Menge aller Vereinigungen endlich 
vieler (d,,d); dies ist eine Teilmenge von e von der Miachtigkeit s. 

Jedem a € U, d.h. a C e, sei dessen Durchschnitt ha mit h zugeordnet. 
Man kann h als ein Operationszeichen ansehen, das jedem a das zugehérige 
ha zuordnet. Die Abbildung A, d. h. a + ha, ist offensichtlich eine homo- 
morphe. Um unseren Beweis zu Ende zu fiihren, geniigt es also zu zeigen, 
daB fiir jedes nicht leere a die Menge ha s Elemente enthilt. Dann ist nimlich 
insbesondere ha von Null verschieden, also A eine isomorphe Abbildung. 

Jede Vereinigung v endlich vieler Durchschnitte endlich vieler Mengen z 
und e+ z gehért ja zu U. Und eine leichte Rechnung ergibt, daB jedes 
e + v in derselben Weise, wie fiir v beschrieben worden ist, erhalten werden 
kann. Also bilden die v mit e einen Mengenk6rper; der ja gleich U sein muB. 
Also geniigt es zu zeigen, ha enthalte s Elemente, falls a ein Durchschnitt 
endlich vieler Z und e + Z ist. 

Es seien also z, und y, endlich viele Elemente von c derart, daB a der 
Durchschnitt aller z, und e + y, ist. Es mége nun z alle z, und y, durch- 
laufen. Alle z kénnen zu je zwei voneinander verschieden angenommen 
werden. Wire es nimlich nicht der Fall, so hatte man z. B. z; = y;, also 
ac z(e+%) = 0, d.h. a =0 entgegen unserer Annahme. Unsere 7 
sind ja Teilmengen von d. Es gibt also eine endliche Teilmenge ¢ von d derart, 
daB alle tz zu je zwei voneinander verschieden ausfallen. Jedem z sei nun 
ein z* = (d,, d,) wie folgt zugeordnet: d; = tz,d, = t+ tz. Also ist x € 2* 
und je zwei z* sind zueinander fremd. 

Entweder z, oder d + 2, enthalt s Elemente. Ist dies fiir z, bzw. d + 2, 
der Fall, so gibt es s endliche Teilmengen d,, bzw. d, von z,, baw. d + 2, 
die tz, bzw. t + tz, enthalten. Es sei 2’ = (d',d)); dies sind Teilsysteme 


5) M. H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937), 8.389, Theorem 10. 
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von z%, und deren Anzahl ists. Ferner sei v die Vereinigung eines gewissen 2’ 
mit allen z*,7r >1. Also ist v €h, und v nimmt s verschiedene Werte an. 
Es geniigt also zu zeigen, daB jedes v in a, d. h. in jeder Menge z, und e + y, 
als Element enthalten ist. 

Dies ist aber richtig. Denn 2, €2’, z,€2*, r >1, und y, €y*, dh. 
y, non € z* laut Konstruktion. Und dies ist kraft der Erklarung von U = U (a) 
mit unserer zu beweisenden Tatsache gleichbedeutend. 


Verscharfung. B sei der Ring (Mengenkérper) aller Teilmengen einer 
unendlichen Menge von der Machtigkeit s. 8 sei ein Ideal in B, das nur Mengen 
von Machtigkeiten <s als Elemente enthilt. Dann ist U (exps) mit einem 
Unterring von B/f isomorph, der die Einheit von B/f enthilt. 

Beweis. Laut Hilfssatz 2 ist U (exps) mit einem Unterring U von B 
isomorph, der lauter Mengen von der Machtigkeit s enthailt. Unsere Homo- 
morphie B > A = B/B mit dem Kern # bildet U auf einen Unterring von 
B/B ab. Es geniigt zu zeigen, daB diese Abbildung von U eine isomorphe 
ist. Dies liegt aber nahe, da keine zu U gehdérige nicht leere Menge in f ent- 
halten ist. 

In diesem Kapitel werden fiir (i) bis (v) alle abzihlbaren, meBbaren 
Mengen als Nullmengen angesehen; unsere Ergebnisse kénnen dann bequemer 
formuliert werden. 

Es sei t die- Anzahl aller Mengen reeller Zahlen, d. h. t = exp c. 

Hilfssatz 3. Das in I Verschirfung zu Hilfssatz 1 erklairte Ideal « 
besitzt in unseren Beispielen (i) bis (v) immer t Primteiler. 

Beweis. Zuerst erwihne ich folgendes: 


Ist die Vereinigung abzihlbar vieler meSbarer zu je zwei fremder 5’, 
meBbar, so ist es auch fiir die Vereinigung jeder Unterfolge von 6’ der Fall. 

Es geniigt offenbar, diese Tatsache im Falle (v) herzustellen. Man kann 
bekanntlich b’ = g, + 0, mit einem offenen g, 6! und nirgendsdichten 0, 
schreiben. Dann sieht man, daB jede Vereinigung einiger 6), der offenen 
Vereinigung der zugehérigen g, mit der der zugehdérigen o, gleich ist. Es 
geniigt also zu zeigen, daB jede Vereinigung von o, nirgendsdicht ist, was 
man ja nur fiir die Vereinigung o aller 0, zu beweisen hat. Es sei g die Ver- 
einigung aller g,. Die Vereinigung g + 0 aller b’, ist meBbar, also g + 0 
=v, + , (v bzw. » mit etwaigen Indizes sei immer offen bzw. nirgends- 
dicht). Ferner gilt 1) +g =, +m, also 0, +", =g+o=% + % 
+m+o, dh. o=v, +02+, + %. Man habe 0, + vg = 0, + Ms, 
also o = v, +m, + m+. Da aber o von der ersten Kategorie ist, muB 
v, leer ausfallen, also ist o = n, + mg +, nirgendsdicht. 

Es sei a) eine Folge meBbarer Mengen derart, daB a, in A der Menge a), 
entepricht; die a, wurden |.c. erklirt. Man kann annehmen, daB a, mit 
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wachsendem n zunimmt. Es sei bp = do, 6, = @, + G,41, 0, = a5, 0, = a) 
+a} ,,. Ist d der Durchschnitt aller 7, (vgl. 1.c.), so ist, da YP: stetig ist, 
@ =e, + 9i(d) + 9: (4) p2(Jo) die Vereinigung aller a,, also auch aller ,. 

Im Falle (v) sei a’ eine offene Menge, der in A a zugeordnet ist. Man 
kann a)ca’ annehmen (d. h. a’a’, statt a) betrachten). Es sei v die Ver- 
einigung aller a’. Dann ist v = g + n, wo g der offene Kern von v und » 
von der ersten Kategorie ist. Man hat ferner v c a’, und a’ + g enthilt keine 
nicht leere offene Menge. Denn ihr zugeordnetes m in A wire von Null ver- 
schieden und ma, gleich Null fiir jedes n, also hatte man fir z= a+ m 
immer 4, = za, und a + az = 2, was ja nicht geht, da a die Vereinigung 
der a, ist. Also ist a’ + g nirgendsdicht. Undv = g+n=a'+a'+g+n 
=a’ + o, wodie Menge 0 =a’ + g + von der ersten Kategorie ist. Anderseits 
isto+n=g+a’' =v, +” mit offenem v, und nirgendsdichtem n,. Da 
aber o + » keine offene Menge enthilt, ist v leer, also o +  nirgendsdicht. 
Also ergibt sich ausno = na’ +ng+nn=n+0+n=0,dhnco+n, 
da8 auch » nirgendsdicht ist. In jedem Falle ist also die Vereinigung aller a, , 
also auch diejenige aller 6, , eine meBbare Menge. 

Man hat nun zwei Fille zu unterscheiden. Entweder ist o,(d) = c¢ 
von Null verschieden. ¢ sei der meBbaren Menge c’ zugeordnet. c, seien zu 
je zwei fremde meBbare Mengen, deren Vereinigung c’ gleich ist. Oder es 
ist g,(d) gleich Null, also a = e,. Dann sind unendlich viele b, — seien 
es c, — keine Nullmengen. Denn sonst wiire a = ¢, = 4, fiir ein gewisses n 
entgegen der Wahl von a,. c, gehdre zu c, in A. In jedem Falle ist die Ver- 
einigung aller c, meBbar, also nach dem Vorhergesagten auch die Vereinigung 
jeder Teilfolge von c,. 

Daraus folgert man, daB jede Folge von Elementen c, eine Vereinigung 
besitzt. In der Tat — » mége irgendeine Menge von Indizes durchlaufen — 
ist die Vereinigung a’ der zugehérigen c’, eine meBbare Menge. Es sei ihr 
in A das Element a zugeordnet. Ich zeige, daB a die Vereinigung unserer c,, 
ist. Die Gleichungen c, = ac, sind naheliegend. Es sei nun ¢, = zc, fir 
alle unsere n, d.h.c), = z’c, + 0,, wo.o, Nullmengen sind, deren Vereinigung 
mit o bezeichnet werden médge. Durch Vereinigungsbildung ergibt sich 
a’ = a'z’ +0. Also ist o = a’ + a'z’ meBbar, also eine Nullmenge, woraus 
die zu beweisende Gleichung a = az folgt. 

Die Vereinigungen unendlich vieler c, kénnen aber unmdglich durch « 
teilbar sein. Im ersten Falle, wo nimlich ¢c = 9;(d) + 0 galt, kann man 
mehr behaupten, namlich, da8 « in keinem c, aufgeht. Denn wire c, ein 
Vielfaches von a,,, also ¢, = 24,,, 80 Ware C, = C,@_ = 0. Im zweiten Falle 
gibt es zu jedem a,, ein c,, das in der betrachteten Vereinigung vorkommt, 
mit » >m, also ¢,a,, = 0. Ware nun, unsere Vereinigung ein Vielfaches 
von @,,, 80 ware dies auch fiir c, der Fall, und man hatte c, = 0 wie friiher. 
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Mit den Vereinigungen der c, rechnet man ebenso wie mit denen der c’.. 
Und diese Rechnung entspricht treu der mit den Mengen von Indizes. Also 
ist der Ring unserer Vereinigungen mit dem Ring B von der Verscharfung 
von Hilfssatz 2 mit abz’hlbarem s isomorph und wird also mit B bezeichnet 
werden. # sei der Durchschnitt von B mit «. Da nach dem Obigen keine 
Vereinigung unendlich vieler c, zu « gehdért, geniigt 6 den Annahmen l. c. 
Also gibt es einen Unterring U von B/f, der zu U(c) isomorph ist. 

In der Definition von U hat nun e die Machtigkeit t. Ist f€e, so sei 
a(&) das Ideal derjenigen Mengen in U, die § nicht enthalten. Es sei § + 7 €e. 
Dann gibt es z.B. em z€&, z non€y. Und & ca(n), e+ ZEa(é). Da 
nun z + (e+ Z) = e die Einheit von U ist, sind die Ideale «(&) und «(n) 
in U teilerfremd. Die von den «(§) erzeugten Ideale 8 (£) in B/f sind es auch, 
da e die Einheit von B/f ist. 

Rechnet man zu den c’, auch das Komplement ihrer Vereinigung, so ist 
die Vereinigung aller c, gleich e, und man hat e,€B., Das zu e, gehérige 
Element in B/ ist e und'es ist auch in A/a der Einheit e zugeordnet. Also 
sind die von den #(&) erzeugten Ideale «(£) in A/a zu je zwei teilerfremd. 
Jedes «(€) besitzt nun laut St. 63 einen Primteiler w(£) in A/a, und je zwei 
w(&) sind ja voneinander verschieden. 

m(€) sei die Menge aller Elemente von A, die durch A - A/a in w(6) 
abgebildet werden. Offenbar sind dies verschiedene Primideale in A, deren 
Anzahl t ist und die laut St. 48 in « aufgehen. 

Man hat nebenbei in B/f t zueinander teilerfremde Ideale 6(£) gefunden. 
Wahit man zu jedem laut St. 63 einen Primteiler, so bekommt man, falls s 
abzahlbar ist, 

Hilfssatz 4. Im Ringe B/B der Verscharfung zu Hilfssatz 2 gibt es 
genau t Primideale *). 

Denn unser Ring hat héchstens ¢ Elemente, also héchstens t Teilmengen 
iiberhaupt, zu denen ja die Ideale zu zahlen sind. 

Satz. In den Beispielen (i) bis (v) gibt es fiir je zwei stetige beschrinkte 
Verteilungen genau t Charaktere, die fiir unsere Verteilungen verschiedene Werte 
annehmen. 

Verscharfung. g, und 9, seien zwei Verteilungen, ¢, stetig. Es gelte 
91(J) + 91(9) Pej) fiir ein passendes j; ist j nicht offen, so sei auch geo stetig. 
Dann gibt es genau t Charaktere A, fiir die hy, erklart ist und hye + hq, 
falls iiberhaupt ein hg, vorhanden ist. Die Zahlen hq, haben Haufungs- 
stellen in j. 

Beweis. Dies folgt aus dem vorigen Hilfssatz mit Riicksicht auf I Hilfs- 
satz 1 nebst Verscharfung, II Satz nebst Zusatz und I Grundhilfssatz. Denn 


*) Dies ist ein Spezialfall meines in Fund. Math. 33 (1939), 8. 67 veréffentlichten 
Satzes. Es ist da auch andere Literatur zu abniichen Fragen angegeben. 
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es kann nicht mehr als t Charaktere iiberhaupt geben. In der Tat gibt es laut 
II Satz héchstens so viel Charaktere wie Primideale in A, deren Anzahl 
ja nicht t tibertrifft. 

Kraft II Hilfssatz 2, 11 Nebensatz 2 und II Satz e-g:bt sich daraus 

Folgesatz 1. In den Fallen (i) bis (iv) gibt es fiir je zwei voneinander 
verschiedene meBbare Funktionen genau t Charaktere, die ftir unsere Funk- 
tionen nie dieselben Werte annehmen. 

Im Falle (v) gibt es fiir jede von Null verschiedene meBbare Fuxktion genau t 
Charaktere, die fiir unsere Funktion von Null verschiedene Werie annehmen. 

Aus Hilfssatz 4 und II Satz nebst Zusatz folgert man 


Folgéesatz 2. Es gibt genau t Charaktere von Zahlenfolgen. 


V. Darstellung von Verteilungen. 


Wir wollen uns nun der anfangs erwahnten Frage widmen, inwieweit 
die Verteilungen durch meBbare Funktionen dargestellt werden kénnen, 
wozu sich die obigen Uberlegungen von Nutzen zeigen. Es handelt sich 
nun daruni, unter welchen Bedingungen die Verteilungen p auf A am anfangs 
beschriebenen Wege aus in einem mit A isomorphen Mengenkérper meBbaren 
Funktionen / wirklich entstehen. Zuerst mu8 offenbar jede darzustellende 
Verteilung stetig sein. Also lassen die mittels Zahlenfolgen bestimmten Ver- 
teilangen keine Darstellung zu. (Z. B. ist die zur Folge 1/n gehérige Ver- 
teilung ¢ nicht stetig. Ist naimlich j, offen mit dem Anfangspunkt 0 und 
Endpunkt 1/n, so sind alle (j,) gleich Eins, obwohi der Durchschnitt der j, 
leer ist.) Andererseits besitzt A in allen Beispielen (i) bis (v) die Eigenschaft, 
ein o-Ring zu sein, d. h. mit jeder abzihlbaren Folge von Elementen auch 
eine Vereinigung davon zu enthalten. Also will ich mich in diesem Kapitel 
auf stetige Verteilungen auf o-Ringen beschrinken. 

Hilfssatz 1. A sei ein beliebiger Boolescher Ring, EF eine Menge von 
Primidealen darin. Zu jedem a €A sei la die Menge der Ideale aus E, die 
in @ nicht aufgehen. Dann ist /, d. h. a->la, eine homomorphe Abbildung 
von A, und jede homomorphe Abbildung von A kann so bis auf Isomorphie 
erhalten werden. | ist freilich dann und nur dann eine Isomorphie, wenn Z 
dicht ist, d.h. fiir jedes von Null verschiedene a € A ein Ideal enthilt, das 
in a nicht aufgeht. 

Beweis. Vgl. St. 63. 


Hilfssatz 2. In den obigen Bezeichnungen sei A ein Boolescher Ring 
mit Einselement. Zu jeder beschrinkten stetigen Verteilung y auf A, mége 
es eine auf E erklarte Funktion / mit 1 (j) = f-*(j) fiir jedes j geben. Dain 
enthalt E lauter o-Idedle. : 
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Beweis. Ich setze falsch voraus, ein 2 ¢ E gehe in der Vereinigung a 
seiner Elemente a, nicht auf. Laut III Hilfssatz 1 kénnen diese zu je zwei 
fremd angenommen werden. Zahlt man noch e, + a zu den a,, so ist die 
Vereinigung aller a, gleich e,, wie man leicht nachrechnet. 

Die Verteilung gy auf A sei wie folgt erklart: falls 7 nur endlich viele 
1/n enthalt, ist g(j) die Summe der zugehérigen a,; enthalt j alle 1/n mit 
Ausnahme von endlich vielen, so ist m(j) = e, + ¥ a,, wo tiber die Aus- 
nahmeindizes zu summieren ist. Dies ist ja eine beschrinkte Verteilung 
auf A. Sie ist auch stetig. Es sei namlich z = z¢—(j,) fiir alle n. Haben 
die j, einen leeren Durchschnitt, so gibt es zu jedem » ein m mit 1/n non € j,,. 
Dann ist 9(jm)@, = 9, also xa, verschwindet, d.h. (e, + 2) a, =a, fir 
alle n. Da e, die Vereinigung der a, ist, gilt auch (e, + z)e, = e,, dh. 
z= 0. 

Also gibt es kraft unserer Annahme eine auf E erklarte /. j, sei ein offenes 
Intervall mit dem Anfangspunkt Null und Endpunkt 1/n. Also ist der Durch- 
schnitt aller /-1(j,) leer und man hat 2 non € f-!(j,)=I1(j,) fiir ein 
passendes ». Also ist p(j,)€2, d.h. eg + La, €x,m Zn, also e, € 2, 
was ja nicht geht. 

Eine stetige Verteilung auf einem Booleschen Ringe mége idempotent 
heiBen, wenn ¢ € 9@ gilt. 

Hilfssatz 3. Die idempotenten  kénnen auch wie folgt gekennzeichnet 
werden: Enthalt 7 weder Null noch Eins, so ist (j) gleich Null; enthalt 
also jo bzw. j, die Zahl 0 bzw. 1, ohne die andere zu enthalten, so ist (jo) + 9(j:) 
gleich Eins. 

Beweis. Da » € g@ ist, gilt fiir jeden Charakter h die Gleichung 
hg =hohg, also hy = 0 oder hy = 1. Enthalt nun j weder 0 noch 1, 
so mOége jo eine abzihlbare Folge von kompakten Intervallen mit der Ver- 
einigung j durchlaufen. Kraft der Stetigkeit von  folgt aus y(j) + 0 die- 
selbe Ungleichung fiir ein jo: p(jo)+ 0. Laut St. 64 gibt es ein in (jo) 
nicht aufgehendes Primideal 2 und kraft I Grundhilfssatz ist h.@ € jo, 
also weder Null noch Eins gleich, was, wie schon gesagt, nicht geht. Denn 
nach II Satz ist h, ein Charakter. 

Das Komplement von jo + j, zerfallt in endlich viele j,, » >1, und 
die Einheit ist 9 (2 Jj,) = L 9(jn) = (Jo) + Y(j:) gleich. 

‘ Ist umgekehrt g(j) leer, wenn nur j weder Null noch Eins enthilt, so 
ist offenbar g stetig. Und eine leichte Diskussion ergibt o € 9 9. 

Hilfssatz 4. Dann und nur dann ist h, » von Null verschieden, d. h. 
gleich Eins, fiir eine idempotente Verteilung y, wenn 2 in (1) nicht aufgeht. 

Beweis. j sei eine offene Umgebung der Zahl Eins, die Null nicht ent- 
halt. Ist h, p gleich Eins, so geht x in y(j) = (1) nicht auf. (Die Gleichung 
9(j) = p(1) ergibt sich aus Hilfssatz 3.) Ist hg von Eins verschieden, 
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so sei j eine offene Umgebung davon, die Eins nicht enthilt. Dann ist ent- 
weder o(j) = 0 € 2 (falls j nicht Null enthalt, was man fiir ein von Null 
verschiedenes h,g immer annehmen kann), was ja falsch ist. Oder es ist 
h,@ gleich Null und g(j) nicht durch 2 teilbar. Da nun nach Hilfssatz 3 
¢(1) gleich Eins plus ¢(j) ist, hat man ¢(j) (1) = 0 € a, also, da x prim 
ist, y(1) € 2, w.z. b. w. 

Eine Menge H von Charakteren heiBt dicht, falls sie fiir jede idempotente 
Verteilung g mit g(1) + 0 ein he H mit hg = 1 enthilt. 

Hilfssatz 5. Die Dichtigkeit einer Menge von Charakteren h = h, 
stimmt mit der der Menge der zugehérigen Primideale x iiberein. 

Beweis. Dies ergibt sich aus Hilfssatz 3 und 4. 

Und nun zur Sache! 

A sei irgendein Boolescher Ring mit Einselement. Es sei | eine homo- 
morphe Abbildung von A auf einen Mengenkérper 1A derart, daB es fiir jede 
stetige Verteilung g auf A eine in 1A meBbare / mit der fiir alle 7 erfiillten 
Bedingung | (j) = f-*(j) gibt. Dann sagt man, daB | eine mefbare Dar- 
stellung von A ist. Ist / eine Isomorphie, so mége sie treu heiBen. In folgendem 
wird A ein o-Ring sein. Alles wird bestehen bleiben, wenn man in unserer 
Definition nur beschriinkte Verteilungen zula8t. Also sind die beiden Er- 
klarungen gleichbedeutend. 

Die Abbildungen g ~/ und die meBbaren Darstellungen bestimmen 
einander eineindeutig. Denn ist a € A, so ist die Verteilung g mit g(1) = a 
und 9(j) = 0, falls 7 weder Null noch Eins enthilt, stetig, und la ist durch 
la = {-*(1) eindeutig bestimmt. Also kann man / ‘auch als die Abbildung 
gy —f ansehen, d.h. { = | schreiben. Ist / treu, so ist die Korrespondenz 
von stetigen Verteilungen g und meSbaren Funktionen f eineindeutig, und 
umgekehrt. 


Satz i. Alle mefbaren Darstellungen | eines o-Ringes A mit Einheit 
kénnen wie folgt erhalten werden: 

H sei irgendeine Menge von vollstdndigen Charakteren fiir Verteilungen 
auf A; dann seien {| = | die auf H erklarten Funktionen mit {(h) = ho fiir 
h eH. | ist dann und nur dann treu, wenn H dicht ist. 


Beweis. Nach II Satz nebst Zusatz, III Hilfssatz 2 und V Hilfssatz 4 
und 5 kann man es auch wie folgt ausdriicken: 

E sei irgendeine Menge von o-Primidealen in A; dann sei {f = | auf E 
wie folgt erklart: /{x) = hg, EE; la ist die Menge derjenigen xe £, 
die in a nicht aufgehen. / ist dann und nur dann treu, wenn £ dicht ist. 

Erstens sei eine Darstellung | gegeben. Man kann / von der in Hilfs- 
aatz 1 beschriebenen Art annehmen. Laut Hilfssatz 2 besteht E aus lauter 


o-Primidealen. 


LY -904 





LY 1984 
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Andererseits, falls EZ lauter o-Primideale enthalt, mége | wie erwaihnt 
erklart sein, d.h. in Ubereinstimmung mit Hilfssatz 1. Fiir offene j ist 
Lo(j) = f-*(9) eime Folge von III Hilfssatz 4, woraus sich von selbst dieselbe 
Gleichung fiir nicht offene j ergibt. Denn jedes Intervall kann durch Addition 
aus eridlich vielen offenen aufgebaut werden. 

Die die Treue betreffende Aussage geht aus V, Hilfssatz 1 hervor. 

Es seien Elemente a, mit der Vereinigung a in A gegeben. Es gelte 
a¢€E-la, aisoa non €2. Ist nun z ein o-Ideal, so ist a, non € 2 fiir ein 
gewisses », also x €la,. Also ist la die mengentheoretische Vereinigung der 
Mengen /a,; man hat also folgenden 


Folgesatz. Jede mefbare Darstellung eines o-Ringes mit Einselement 
enthalt mit jeder abzihlbaren Mengenfolge auch ihre mengentheoretische Ver- 
einigung, ist also ein o-Korper. 


Eine meBbare Darstellung | eines Mengenkérpers A soll trivial heiBen, 


wenn es eine Menge H von Punkten von A derart gibt, daB la == Ha (bis 
auf Isomorphien) gilt. 


Satz 2. In den Fiillen (i) und (ii) gibt es nur triviale und fiir (iii) bis (Vv) 
iiberhaupt keine meBbaren Darstellungen. 


Beweis. Dies folgt aus Satz 1 und III Satz. 


VI. Stetige Verteilungen. 


Ist jede meBbare Vereinigung abzahibar vieler Nullmengen wieder eine 
solche, so ergibt nach Zusatz zu II Hilfssatz 1 jede meBbare Funktion eine 
stetige Verteilung auf A, wo A immer den nach den Nullmengen reduzierten 
Kérper der meBbaren Mengen bedeutet. Umgekehrt gilt folgender 


Satz 1. Ist A irgendein Boolescher Ring mit Einselement, so kann man 
einen Mengenkérper K von meBbaren Mengen derart wihlen, dap jede Ver- 
einigung abzihlbar vieler Nullmengen eine ebensolche ist, A der nach den Null- 
mengen reduzierte Ring K ist: A = hK und zvischen den in K beschrinkten 
meBbaren Funktionen f und den beschriinkten stetigen Verteilungen g auf A 
eine eineindeutige Korrespondenz besteht. so daB q(j) = h [-* (j) identisch gilt. 
Ist A ein a-Ring, so ist K cin o-Kérper. 


Dabei wird zwischen gleichen Funktionen kein Unterschied gemacht. 
Beweis. Es wird bequem sein, wenn auch nicht unentbehrlich, eine 
von Stone herriihrende topologische Darstellung Boolescher Ringe in Betracht 
zu ziehen 7). Unter einem Baustein soll eine zugleich offene und abgeschlossene 


7) M.H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937), Theorem 1 auf S. 378 und 
Theorem 2 auf S. 380. 
Mathematische Annalen. 117. 23 
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Menge verstanden werden. Dann gibt es nach Stone einen Hausdorffschen 
bikompakten Raum e = e, = €(A), in dem jede offene Menge eine Ver- 
einigung von Bausteinen ist, derart, daB A bis auf Isomorphie der Mengen- 
kérper aller Bausteine in ¢ ist. ¢ ist die Einheit von A. Alles folgende spielt 
sich im Raume e ab. 

Fiir meBbar werden nun die Mengen 6 + 1 angenommen, wo 6 ein Baustein 
und i eine Menge der ersten Kategorie ist. Die Nullmengen sollen mit den 
Mengen der ersten Kategorie iibereinstimmen. Sind 6b, und bz zwei ver- 
schiedene Bausteine, so ist b, + be ein nicht leerer Baustein go, also von 
der zweiten Kategorie. In der Tat sei a die Vereinigung nirgendsdichter a,,, 
n > 0, die ja abgeschlossen und wachsend angenommen werden diirfen. 
Man mége schon eine abnehmende Folge nichtleerer Bausteine g, fiir n < N 
mit leeren a,g, gefunden haben. Dann ist gy + gy @y, ; nicht leer und offen, 
enthalt also einen nicht leeren Baustein gy,,. Die Bikompaktizitaét von e 
ergibt nun, da8 der Durchschnitt der ins Unendliche fortgesetzten Folge g, 
nicht leer ist. Er ist ferner in go enthalten und zu a fremd, also ist go non ca, 
wie man zeigen wollte. 

Daraus folgert man, daB A mit dem nach den Nullmengen reduzierten 
Ringe K der meBbaren Mengen isomorph ist. Es sei 6, + i, eine Folge meB- 
barer Mengen. Die mengentheoretische Vereinigung v aller 6, habe die ab- 
geschlossene Hiille b; ferner sei a die Vereinigung der Bausteine 6, im Ringe A. 
Da nun 6 + » nirgendsdicht ist, geniigt es fiir » ¢ K zu zeigen, daB 6 ein 
Baustein ist. Dies ist aber richtig, da 6 = a gilt. In der Tat ist b, = bb, 
fiir jedes n. Es ist fernerb, = ab,,d.h.b, ca, alsovca. Daa abgeschlossen 
ist, hat man also bca. Wire a von b verschieden, so gibe es einen in a ent- 
haltenen und zu 5 fremden nicht leeren Baustein w. Man hitte 6, = (a+ w)b, 
fiir alle n, also a = a(a+w), d,h. w= aw = 0. 

Den abzahlbaren Vereinigungen in K entsprechen also ebensolche in A, 
falls es solche gibt (da 6 der Vereinigung v entsprach), und ebenso fiir Durch- 
schnitte. Nun sei eine beschrinkte stetige Verteilung auf A gegeben. 
Wir erwahnen noch folgende Eigenschaft des Stoneschen Modells (vgl. 1. c.): 
Die Punkte x von e sind mit den Primidealen in A identisch und 2 €a ist 
mit @ non € a gleichbedeutend. Dabei ist freilich im ersten Falle x ein Punkt 
und a eine Teilmenge von e, im zweiten 2 ein Primideal und a eine Element 
von A. / sei nun auf e wie folgt erklart: /(2) = h, » (vgl. I Grundhilfssatz). 
Dann ist f meBbar. 

In der Tat sei j ein Intervall, das ja abgeschlossen angenommen werden 
darf. Es sei j,, eine Folge von offenen Intervallen mit 9, ,; Cj,, deren Durch- 
schnitt j gleich ist. Es sei d der mengentheoretische Durchschnitt der Bau- 
steine 7(j,). Ist f(x) €j, d. h. hp € j, fiir alle n, so ist nach I Grundhilfs- 
satz (j,)noné€ 2, d.h. 2 € y(j,), also med. Ist ferner {(x) non € j, 80 
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gibt es einn mith, non € j,, also ein offenes j’ mit h, p € j’, j’jn = 0. Also 
ist nach I Grundhilfssatz g(j’) noné x, 9(j’) 9(jn) € 2, also o(j,) € 2, 
d. h. 2 non € 9(j,), also x non €d. Daher ist f-1(j) der Menge d gleich, also 
{ meBbar. Denn, wie unten erwahnt, p(j) + d ist von der ersten Kategorie. 


Und welche Verteilung ist f zugeordnet? Wie oben gesagt, entspricht 
der Menge d im Ring A der Durchschnitt aller g(j,), der ja o(j) gleich ist. 
Daher ist ¢ eben die der Funktion zugeordnete Verteilung, ‘w. z.b. w. Nach 
III Hilfssatz 1 ergeben gleiche / dieselben g und umgekehrt. 


Zusatz 1. Abzahlbaren Vereinigungen und Durchschnitten in K ent- 
sprechen ebensolche in A, falls es natiirlich solche gibt. 


Zusatz 2. Die Punkte von K sind die Primideale in A und f(x) = hg, 
wenn / passend gewahlt ist. 


Ist A ein o-Ring, so mége y den Borelschen Mengen der Zahlengerade 
Elemente von A derart zuordnen, daB den Summen und abzahlbaren Ver- 


einigungen ebensolche entsprechen. Dann mége y eine Borelsche Verteilung 
in A heiBen. 


Satz 2. Jede beschrinkte stetige Verteilung auf einem o-Ring mit Eins- 
element kann in einer und nur einer Weise in eine Borelsche fortgesetzt werden. 


Beweis. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung liegt nahe. Denn jeder 
Wert einer Borelschen Verteilung mu8 aus ihren Werten fiir Intervalle ebenso 
aufgebaut werden wie das Argument aus Intervallen. 


Andererseits kann man unseren Ring A wie in Satz 1 mittels K dar- 
stellen und jeder stetigen beschrinkten Verteilung ¢ eine Funktion f/ wie 
beschrieben zuordnen. Setzt man nun yp(i) = Af-'(i) fiir jedes Borelsche i, 
so ist laut Zusatz 1 w eine Borelsche Fortsetzung von 9. 


Nach II Bemerkung 2 sind die Summen und Produkte im Bereich der 
stetigen Verteilungen eindeutig bestimmt, so daB man gy = 9, + gz bzw. 
Y = Pi Ge statt PEG, + Po bzw. YE GY, M2 schreiben darf. Es gilt dann 

Satz 3. Die beschrinkten stetigen Verteilungen auf einem a-Ring bilden 
einen Ring. 

Beweis. Bekanntlich gilt dies fiir die meBbaren Funktionen auf K 


aus Satz 1. Denn X ist ein o-K6rper. Und daraus iibertragt sich dies auf 
unsere Verteilungen mittels desselben Satzes. 


Fiir jede reelle von Null verschiedene Zahl ¢ sei y = tq derart erklart, 
da8 identisch y(tj) = o(j) gilt. Dabei ist tj die Menge aller tz mit x€j. 
Die Beschranktheit und Stetigkeit geht durch diese Multiplikation mit ¢ 
nicht verloren. Man hat auBerdem h(t) = t(hq) fiir alle Charaktere h. 


23% 
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Die Norm || || der Verteilung ist die obere Grenze aller |Ag|. Die 
Gesamtheit %(A) der beschrinkten stetigen Verteilungen auf A kann so 
normiert werden, und es gilt 


Satz 4. Ist A ein o-Ring, so ist B(A) ein Banachscher Raum *). 


Beweis. Sind g, und g,2 zwei solche Verteilungen, so ist || p; — 9e|| 
ihr Abstand. Nach I Hilfssatz 3 und II Satz kann dies nur dann verschwinden, 
wenn 9, = 9-2 ist. Auch die iibrigen Postulate sind erfiillt. Z. B. sei ¢, eine 
Cauchysche Folge. Dann bilden fiir jedes A die hg, eine ebensolche, deren 
Grenzwert /(z) mith = h, (vgl. II Satz) heiSen mége. Ist nun f, (7) = h, gn, 
so sind nach Zusatz 2 die /, meBbar, und es ist dies bekanntlich auch 
fiir f der Fall. Denn & ist nach Satz 1 ein o-K6rper. Also ist f/, — / gleich- 
maBig zu Null k nvergent. Dann ist «, = supr |/, — /| eine Nullfolge und 
|h(gn — ~)| Sfx, wo @ die zu f gehdrige Verteilung ist. Also gilt gleich- 
maBig h(g, — 9) +0, d.h. ho, >hg, also 9, > 9. 


Zusatz.. In den Bezeichnungen von Satz 1 entspricht der gleichmaBigen 
Konvergenz der Funktionen / eine Konvergenz der zugehérigen g im Sinne 
der Norm. 


Eine Verteilung heiBe elementar, falls es eine endliche Zahlenmenge m 
derart gibt, daB (j) fiir jedes zu m fremde j verschwindet. 


Satz 5. Ist A ein Boolescher Ring, so bilden die elementaren Verteilungen 
auf A eine in B(A) dichte Menge. 


Beweis. Jedes beschrinkte im Kérper K meSbare { kann bekanntlich 
mittels meBbarer /,, die je nur endlich viele Werte annehmen, gleichmaBig 
approximiert werden. Dann sind auch die Funktionen /, — / meBbar und 
é, = supr|/, —/| ist eine Nullfolge. Fiir zugehérige Verteilungen gilt 
|h(@n — ¢)| S &,, also gy, > —, und die gy, sind ja elementar. 

Erklart man also auf A eine MaBfunktion, so kann man fiir die stetigen 
Verteilungen in naheliegender Weise eine Integralrechnung entwickeln. 


VIL. Drei Hilfssatze. 


Hilfssatz 1. B sei ein homomorphes Bild irgendeines Booleschen 
Ringes A: B = hA. Es seien 6, zu je zwei fremde Elemente von B. Dann 
gibt es in A zueinander fremde a, mit 6, = ha,. Ist ferner 6 = ha und 
b, = 6b, fiir alle n, so kann man noch a, = aa, fiir alle n postulieren. 


*) ,,.Espace du type (B)“ von St. Banach, Théorie des opérations linéaires (Wars- 
zawa’ )932), p. 53. 
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Beweis. Vorausgesetzt, die a, mit n < N seien schon gefunden worden, so 
setze ich dy =a+a Sa, mit ha = by. Um noch a, = aa, zu erreichen, 
hat man nur jedes a, durch aa, zu ersetzen. 

Hilfssatz 2. In einem Booleschen Ringe sei die Einheit e Summe end- 
lich vieler zu je zwei fremder Elemente v. Dasselbe gelte auch fiir Elemente w. 
Zu jedem w gebe es ferner ein v mit w = vw. Dann ist jedes v Summe aller 
w mit w = vow. 

Beweis. 6 sei irgendein v, o = J'w mit w = bw. Man hat zu zeigen, 
daB o = b ist. Man hate = Yw=o+r mit t= Dw (w + bw). Ist 
B = J v(v + 5), so ergibt sich durch leichte Rechnung die Gleichung tf = rt. 
In der Tat gibt es fiir jedes w + bw genau ein v mit vw = w, und die iibrigen v 
sind zu w fremd. Offenbar ist ot gleich Null und ebenso of. Denn fiir jedes 
in der Summe o vorkommende w hat man w = bw, also ist w zu allen v mit 
Ausnahme von 6 fremd. Also (o + 1) (u + 8) =o + 1, d.h. (o + t) (0 + B) 
= e. Multipliziert man die letzte Gleichung mit o + 8, so ergibt siche =o +8. 
aloo =~e +P = Jv+ Jv (v +b) =b. 

Hilfssatz 3. A sei ein Boolescher Ring mit Einselement, B ein homo- 
morphes Bild davon. Es sei eine Folge von endlichen Teilmengen §, von 
B, 0 non € f,, gegeben mit den Bedingungen: (1) aus a, b € 8, folgt ab = 0, 
(2) die Summe aller Elemente von #,, ist gleich Eins, (3) fiir jedes a € 8,1 
gibt es ein b€8, mit a = ab. Dann gibt es in A endliche Teilmengen «,, 
die ebensolche Bedingungen erfiillen, derart, daB £, die Menye der homo- 
morphen Bilder der Elemente von a, ist. 

Beweis. Es seien schon die a, mit k Sm gefunden. Gegeben sei ein 
b€8,. 6, mége alle Elemente von §,.,, durchlaufen. 6 ist das homomorphe 
Bild eines a €a,. Nach Hilfssatz 1 gibt es ein a, zu jedem 6, derart, dab 
b, = ha, (man setzt B = hA), a,a, = 0 fiir s + t, a, = aa,. Ist etwa die 
Summe s aller a, von a verschieden, so mége a, durch a, + s + a ersetzt 
werden. Dann bleiben unsere Bedingungen bestehen und a ist die Summe 
der a,. Und man hat h(s + a) = 0, also h(a; + s +a) = ha, = 5,. Denn 
hs = ha = b. In der Tat geniigt es einzusehen, daB b die Summe der 6, 
ist, was aus Hilfssatz 2 folgt. 

Man sieht also, daB man fiir «,,, die Gesamtheit aller a, fiir alle még- 
lichen a €a,, wahlen darf. 


VIII. Abzihlbare Modelle. 


Eine gleichmaBige Grenzfunktion abzihlbar vieler meBbarer Funktionen 
mége halbmeBbar heiBen. Beschrinkte halbmeBbare Funktionen kénnen 
gleichmaBig durch elementare, d.h. meBbare nur endlich viele Werte an- 
nehmende Funktionen approximiert werden, woraus sich ergibt, daB sie 
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immer einen Banachschen Raum §(A) bilden. Dabei ist A der Kérper der 
meBbaren Mengen und ||/|| = supr | /|. 


Satz. Ist B irgendein o-Ring von der Miachtigkeit S c, so ist B(B) ein 
lineares Bild von §(A), wo A ein Mengenkérper mit abzdhlbarer Einheits- 
menge ist *). 

Beweis. Nach den heiden ersten Hilfssitzen von IV, wo man s abzahl- 
bar und a gleich ¢ zu wahlen hat, gibt es einen Mengenkérper A mit abzahl- 
barer Einheitsmenge e und eine homomorphe Abbildung h von A mith A = B. 
Ist @ eine elementare Verteilung auf A, so ist hp eine ebensolche auf B. Es 
sei nun / meBbar auf A, /, elementar ~/. Dann sina die zu den /, gehérigen 
Verteilungen ¢,, elementar und es gilt dasselbe fiir die zugehérigen h ¢,, die 
offenbar eine Cauchysche Folge bilden. Dann ist If = limhg, ein Punkt 
von %(B) (vgl. VI, Satz 4). Die Abbildung / ist ganz bestimmt. Denn wire 
fi, eine andere Folge von elementaren Funktionen — /, so wire das Gemisch 
fi; der beiden Folgen /, und /;, eine ebensolche und man hitte lf = lim hg’! , 
also auch |f = limhg’,. Offenbar gehen Summen und t-Vielfache in eben- 
solche iiber. Man hat hg, = //,. 

Man hat also zu zeigen, daB jede Verteilung gy € (B) in der Form // 
geschrieben werden kann. Nach VI Satz 5 seien elementare ¢, in 8(B) mit 
der Grenzverteilung g gegeben, Wir haben nur zu jedem n eine Funktion 
f, € H(A) mit ¢, = If, derart zu wihlen, daB || /,—f, || S|| ge — ¢:|| fiir 
alle Indizes gilt. Denn dann bilden die /’, eine Cauchysche, also konvergente 
Folge mit Grenzfunktion / € §(A), und man hat g = I}. 

Man mége schon alle /,, mit n < N gefunden haben. Da unsere 9, ele- 
mentar sind, kann man fiir jedes n als £, in VII Hilfssatz 3 die Menge aller 
von Null verschiedenen Produkte qo (zo) 9; (21) ... @a—1 (@n-1), WO 2» alle 
méglichen Zahlen durchliuft, annehmen. Die «, mégen nach demselben 
Hilfssatz gewahit werden. Ist nun a irgendeine Menge ¢€a, mit ha = 6€8,, 
so gibt es eine bestimmte Zahl z mit b = b¢, (z). Dann setze ich f'(z) = z 
fiir jeden Punkt zea. Diese f, erfiillen alle unsere Forderungen. 

Es sei z. B. z€a, ha = bE f,. Dann ist |f,(z) —f,(z)| mit kan 
gleich |z, — z,|, wo 6b = bg, (z,), 6 = be, (z,). Ist nun 2 ein in 5 nicht 
sufgehendes Primideal in A (vgl. St. 63), so ist offenbarz, = 4, 9,, 7 =A, Gx, 
also | f(z) — f(2)| = |g Pn — hy Ge] Sl Gn — Gell, 4b [A — All 
S || en — oxll- 

Ersetzt man ¢ durch gréBere Miachtigkeiten, so bekommt man ahnliche 
Ergebnisse. 


*) Eine Abbildung heiBt linear, wenn sie stetig ist und Summen und t-Vielfache 
in ebensolche tiberfihrt. In unserem Satze kann man jedoch noch fordern, da8 auch 
Produkte in Produkte iibergehen, oder allgemeiner alle stetigen Operationen. 
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IX. Funktionen und Verteilungen. 


Satz. Bilden die meBbaren Mengen einen o-Kérper und ist jede Vereinigung 
abzihlbar vieler Nullmengen wieder eine solche, so ist jede beschrinkte stetige 
Verteilung auf A einer mefbaren Funktion zugeordnet. 


Beweis. Nach VI Satz 5 gibt es elementare Verteilungen ¢,,, die im 
Sinne der Norm unserer vorgegebenen Verteilung g zustreben. Die Ver- 
teilung gy, mége zur meBbaren /, gehéren. Man kann ferner ||/, — /,|| 
= ||@ — || annehmen. Dann ist eine Grenzfunktion f der /, vorhanden. 
Ich behaupte, daB ihr g zugeordnet ist. Nach I Hilfssatz 2 und II Hilfs- 
satz 1 muB nur kf = hg fiir alle laut II Satz nebst Zusatz zueinander ge- 
hérigen h und k bewiesen werden. Ist ein Wert hg vorhanden, so seien j 
und j’ offene Umgebungen davon mit verscliiedenen Anfangs- und End- 
punkten, 7’ cj. Dann ist hg, = kf, fiir alle geniigend groBen n in 7’ ent- 
halten. Wahlt man nun » groB genug, so gilt /-'(j’)c/“(j). Da aber x 
mit h = h, in f-*(j’) nicht aufgeht, so geht es auch in f-!(j) nicht auf, w. z. b. w. 

In unseren meisten Beispielen ist also die Korrespondenz zwischen den 
stetigen Verteilungen und den meBbaren Funktionen eineindeutig. 

DaB die meBbaren Mengen einen o-Kérper bilden, haben wir annehmen 
miissen, um die MeBbarkeit gleichmaBiger Grenzfunktionen meBbarer Funk- 
tionen zu sichern. Jedesmal sollen aber abzaihlbare Vereinigungen von Null- 
mengen entweder wieder als Nullmengen oder iiberhaupt nicht meBbar 
ausfallen. 


(Eingegangen am 5. 1. 1940.) 











Stérungstheorie der Spektralzerlegung. IV. 


Von 


Franz Rellich in Dresden. 





Wenn ein regularer selbstadjungierter Operator A (e) fiir « = 0 einen 
isolierten h-fachen Eigenwert besitzt, dann hat er in einer Umgebung von 
e = 0 genau A regulare Eigenwerte und zugehérige Eigenelemente. Das 
wurde insbesondere in der ersten und dritten Mitteilung') bewiesen. Die 
dort gegebenen Beweise sind nicht konstruktiver Natur. Sie erlauben 
keine Aussage iiber die GréBe des Konvergenzradius der gestérten Eigen- 
werte A (e) = 4 + € A, + ... bzw. der gestérten Eigenelemente g(e) = go + 
+ €q, +..., erst recht erlauben sie keine Aussagen dariiber, wie gut eine 
n-te Niherung 2 + €4, +... + e" 4, bzw. go + Ei +.-..+ e" Mn den 
wahren Wert / (e) bzw. @ (e) approximiert. Solche Aussagen werden in dieser 
Mitteilung gewonnen. Aus dem Ansatz (Ag + €A,; +...)(Mo + € 91+...) = 
= (Ag+ e4, +...) (90> €¢1 +...) ergeben sich in bekannter Weise 
Rekursionsformeln fiir die 4,, g,, aus denen die nétigen Abschatzungen 
ermittelt werden. Dabei beschriinke ich mich auf zwei Sonderfille. Erstens 
auf den Fall eines einfachen ungestérten Eigeuwertes 49. Zweitens auf den 
Fall eines h-fachen ungestérten Eigenwertes /, mit ,,einfacher erster Nahe- 
rung 4,. Darunter wird verstanden: Wenn y;, ye, ..-., Ya orthogonale 
und normierte, zum (h-fachen) ungestérten Eigenwert 4) gehérige Eigen- 
elemente sind, so ist (wie zuerst E. Schrédinger gezeigt hat) A, eine der 
h Wurzeln o der Gleichung ||(A; y,, y,) — 04,,,|| = 0; dabei bedeutet 
(A, y,, y,) das innere Produkt der beiden Elemente A, y,, y, und es ist 
6,, = 0 fiir » +» und = 1 fir y= y. Wir nehmen an, diese Gleichung 
habe einfache Wurzeln und A, sei eine solche. Unsere Aussagen beziehen sich 
dann nur auf diejenigen von den h gestérten Eigenwerten, deren Potenz- 
reihenentwicklung beginnt mit 4 (e) = 4 + €4, + ..., wo A, eine solche 
einfache erste Naherung ist. — Fiir den ersten Fall ist das Resultat als Satz 1 
formuliert, fiir den zweiten Fall als Satz 2. Unter anderen ist dadurch fiir 
die insbesondere von Lord Rayleigh und E. Schrédinger fiir numerische 
Zwecke entwickelte Stérungsrechnung eine Fehlerabschatzung angegeben. 


In einem zweiten Teil leite ich zunachst ein neues Kriterium fiir die 
Regularitét eines gestérten Operators A (e) her. Alle bisherigen Kriterien 


*) Math. Annalen 113 (1937), S.600 und 116 (1939), S. 555. 


: 





t 
- 
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(Satz 4, 5 und 6 der dritten Mitteilung) nehmen A (e) in der Form 
A(e) = Ag + € Ay — ... an. Dabei sird die 4,, Ao, ... entweder auf den 
Definitionsbereich AU von Ag anwendbar, oder doch wenigstens auf einen festen, 
von ¢ unabhingigen Teilbereich YU’ von YU, von dem aus Ap durch AbschlieBen?) 
zu dem in & selbstadjungierten Operator Ay fortgesetzt werden kann. Es 
gibt aber wichtige Klassen von reguliren Operatoren A (e), die gewiB eine 
solche Darstellung nicht zulassen. Dafiir zwei Beispiele. Erstens: A (e) u = —u’’ 
fiir alle u(x), die in 0 S x S 1 zweimal stetig differenzierbar sind und fiir 
die u (0) = 0, u’ (1) + eu(1) = 0 ist. Dieser Operator (genauer: der zuge- 
hérige abgeschlossene Operator) ist ein regularer Operator im Sinne meiner 
Definition*®). Aber eine Darstellung der Form A (¢) = Ag + € A, +... ist 


offenbar nicht méglich. Zweitens: A (e)u = — u” + 5 u;u (0) = 0,u(1)=0. 


. = 1 
Hier kénnte man zwar formal Aju = — vu”, A,;u = zai ¥ setzen, aber 


wie man leicht sieht, lassen sich Ag und A, nicht beide zugleich in einem 
Definitionsbereich erklaren,. von dem ‘aus Ap durch AbschlieBen zu einem 
selbstadjungierten Operator fortgesetzt werden kénnte. 


In beiden Beispielen ist es also nicht méglich, den Operator A (e) nach ¢ 
zu ,,entwickeln™. Es zeigt sich aber, daB das fiir die zugehérige Form (A (e) u,v) 
méglich ist und darauf beruht das in Satz 3 angegebene Kriterium. Satz 4 
verwendet dieses Kriterium zur Fehlerabschitzung fiir die Naherungen von 
(einfachen) Eigenwerten und Eigenelementen. 


In der Heranziehung der Formen zum Studium von Operatoren und den 
damit verkniipften SchluBweisen in der Herleitung der Satze 3 und 4 folge 
ich K. Friedrichs*). 


§ 6 bringt Anwendungen auf Differentialoperatoren. Hervorgehoben sei, 
da8 beim klassischen (singularitaétenfreien) Sturm-Liouvilleschen Problem 
fiir die Gesamtheit der gestérten Eigenwerte und Eigenfunktionen ein fester 
Konvergenzkreis existiert. 


§7 zeigt, daB es regulire selbstadjungierte Operatoren gibt, die fiir 
e = 0, aber fiir kein e + 0 (einer Umgebung von ¢ = 0) halbbeschrankt nach 
unten sind. 


2) D. h. zu jedem u aus & gibt es eine Folge u,, aus U’, fiir die lim | u, — u| = 0 
und lim | Ay u,, — Agu| = 0 gilt. — 
u-—> oc 


*) Definition 2 der dritten Mitteilung. 
*) K. Friedrichs, Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren und Anwendung 
auf die Spektralzerlegung von Differentialoperatoren, Math. Annalen 109 (1934), 
8. 456 u. 685; 110 (1935), S. 777. Ferner Math. Annalen 112 (1936), S. 1: Uber die 
ausgezeichnete Randbedingung in der Spektraltheorie der halbbeschrankten gewéhn- 
lichen Differentialoperatoren zweiter Ordnung. 
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§1. 
Normierung regulirer Elemente. 


Die Bezeichnungsweise ist dieselbe wie in den vorangehenden Mitteilungen. 
Insbesondere bedeutet § einen (komplexen) Hilbertschen Raum, dessen 
Elemente mit u,v, ¢, y, ... bezeichpet werden. Das innere Produkt ist 
(u,v); |u| = V(u, u). Durchweg bedeutet ¢ einen reellen Parameter. Uber 
die Bedeutung des Begriffs ,,regulares Element g (e) = gp + eg, +...“ 
unterrichtet § 3 der ersten Mitteilung. Hinsichtlich der Normierung regularer 
Elemente treffen wir hier neue Verabredungen, die von den bisherigen ab- 
weichen. 


Eigenelemente eines Operators A, also Elemente g, die einer Gleichung 
Ag = A@ geniigen, sind immer nur bis auf Multiplikation mit einer kom- 
plexen Zahl bestimmt. Auch wenn man verlangt, da8 sie normiert sein sollen, 
d.h. daB (gy, y) = 1 gelten soll, sind-sie (auch bei einfachem Eigenwert) 
nicht eindeutig bestimmt: mit @ ist auch « g normiertes Eigenelement, wenn a 
eine beliebige komplexe Zahl vom Betrag | ist. Betrachtet man Operatoren, 
die von einem Parameter ¢ abhingen, dann hingen auch Eigenwerte und 
Eigenelemente von ¢ ab und geniigen einer Gleichung A (e)  (e) = A (e) p(e). 
Wir nehmen an, g(e) sei in einer Umgebung von ¢ = 0 regular, also 
v(e)= Yo+ eg: +.... Verlangt man jetzt wieder nur (g(e), g(e)) = 1, dann 
ist mit m(e) auch p(e) «(e) ein regulires normiertes Eigenelement, wobei «(e) 
in einer Umgebung von ¢ = 0 eine regulare Potenzreihe darstellt, die fiir 
reelles ¢ den Betrag 1 besitzt. In pie) = go + €y: + ... sind die Elemente 
Po, %1» 2, --- also in uniibersichtlicher Weise mehrdeutig. Dieser Ubel- 
stand entfallt (wie Hilfssatz 1 lehrt), wenn man auBer (p(e), y(e)) = 1 noch 
verlangt, (Yo, Px) soll fiir alle » reell sein. Im folgenden verwenden wir daher 


Definition 1. Ein reguléres Element o(e) = go + €9, +... heipt 
normiert, wenn (o(e), p(e)) = 1 gilt und wenn (go, pp) reell ist fiirm = 1,2,.... 


Es gilt dann 
Hilfssatz 1. Wenn (2) = 99 + ¢9: +... im einer Umgebung von 


e = 0 regular und go + 0 ist, dann gibt es in einer Umgebung von ¢ = 0 


eine reguldre Potenzreihe y(e) derart, daB (ce) - y(e) normiert ist. Wenn ¢(e) 
und w(e) in einer Umgebung von ¢ = 0 regulir, normiert und (fiir jedes « 
dieser Umgebung) linear abhingig sind, dann gibt es eine von « unabhangige 
kompleze Zahl a vom Betrag 1 mit y(e) = « ¢(e). 
. ° mi ‘ 1 
Beweis. I. Sei g(e) regular, g(0)+0. Dann ist x(e) = Tou oO) 


x (€) 





in einer Umgebung von ¢ = 0 regular, also auch y(e) = 


Viccted pier, x(e) pied) 


—% 
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Setzt man x(e) p(e) = w(e) = wp + ew, +..., 80 wird (wo + ew, +..., Wo) = 

= (x(e) ¢(e), x(0) ¢(0)) = x(0), also (w,,@) = 0 fir n>1. Nun ist 

g(e) y(e) = ec = (@ + €@,+...)(Po + ep, +...), wo die 

(w (2), @ (e)) 

Po, Pi, --~- Teelle Zahlen sind. Setzt man g(e)y(e) = yo + ey, + ..., so 

wird (Yn, Yo) = (o Po + @q,-1Pi +... + 0 Pas tm) = Pn V (aw, wo) , 
@ 

d. h. (Yn, Yo) ist reell. Also ist g(e) y(e) normiert. as 


II. Wenn zwei normierte regulare Elemente g(e) = go + ei +..., 
y(e) = Yo+ ey, +... in einer Umgebung von ¢ = 0 linear abhiangen, 
dann gibt es zu jedem e dieser Umgebung eine komplexe Zahl «(e) 
derart, daB yw(e) = a(e) p(e) wird. Wegen (y(e), p(e)) = a(e) ist a(e) 


regular, a(e) = a + ea, +..., auBerdem a(e)-a(e) = 1. Man hat 
Yn = % Pn + % Pun-1 +--- +%, Go. m= 0,1,2,.... Da wp(e) normiert 
ist, folgt 

(la) (40 Pn + --- + On Fo, % Go) 


+ (0 Pn-1 +--+ + %n-1 Go, % G1, + 4% Po) +... 


+ (& Yo, % Gn +1 n-1 + +--+ On Go) = 0, 22V=1 
und 


(1b) (% Gn + 1 Pn-1 +--- +n Go, % Fo) 
= (4 Fo, % Pn + %1 Pn-1 +--+ + &n Po)- 


Es ist |ao| = 1. Fiir m = 1 erhalt man aus (la) und (1b) die beiden Glei- 
chungen «; & + a&% a = 0, a; & — % a, = 0, also a; = 0. Machen wir die 
Induktionsannahme a, = ag... = %,_; = 0. Dann besagen (la) und (1b) 
gerade a, % + aa, = 0, a, % —aa, = 0 fiir n2=1, also «, = 0 fir 
n 21 und y(e) = a& g(e) wie behauptet. 


§ 2. 
Isolierte einfache Eigenwerte. 


In dem folgenden Satz 1 zerfallen die Voraussetzungen in zwei Gruppen. 
Die erste Gruppe (Voraussetzung 1 und 2) deckt sich inhaltlich mit den Vor- 
aussetzungen des Satzes 5 der dritten Mitteilung. An Stelle der dort for- 
mulierten Voraussetzungen 1 und 2 tritt hier die mit diesen beiden gleich- 
wertige Voraussetzung, der in WM’ erkiarte ungestérte Operator Ap sei zu einem 
selbstadjungierten Operator, der in einem &’ umfassenden Raum & erklart 
ist, durch AbschlieBen fortsetzbar*). (Diese Voraussetzung ist jedenfalls 
immer dann erfiillt, wenn &’ bereits das vollstindige System der Eigen- 
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elemente von Ap enthilt; dabei sind die zu endlichen Intervallen gehérigen 
Eigenelemente des kontinuierlichen Spektrums mitzuzihlen. wenn der unge- 
stérte Operator Ao ein solches besitzt.) Die dort formulierte Voraussetzung 3 
ist unwesentlich veraindert durch Hinzufiigung zweier Konsanten a und 3, 
die fiir die Anwendung bequem sind. - Die zweite Gruppe (Voraussetzung 3 
und 4) entspricht den Voraussetzungen des Satzes 3 der critten Mitteilung 
mit der wesentlichen Einschrinkung, daB der ungestérte Ligenwert einfach 
sein soll. 


Satz 1. Eine Schar von Operatoren A (e) sei fiir alle ¢ aus eirxer Umgebung 
von e = 0 in dem festen Teilraum UW erklart und symmetrisch und es sei A(e) u 
fiir jedes u aus U' reguldr; es ist also A(e)u = Agu+ A,u+ ..., wobei 
die A, in U’ symmetrische Operatoren bedeuten. Es gelte: 


1. Der ungestirte Operator Ay in U' laBt sich durch AbschlieBen zu einem 
selbstadjungierten Operator fortsetzen, dessen Definitionsbereich U hzife?). 


2. Es gibt drei nicht-negative Konstante a, b, p derart, dag * 
(2) |A, u| S p"~"f{alu| + 6 | Ag ul}, n=1,2,.. 
gilt fiir alle u aus QW. 


3. Das Spektrum des wungestérten Operators Ag sei im Intervall 
A—d<wu<A—~d abgesehen vom Punkt uw = 2 leer. 


4. Der ungestérte Operator Ao besitze den einfachen Etgenwert 2 mit dem 
normierten Eigenelement q, also Ag g = 2¢, \@| = 1. 


Der Operator A(e) (der nach Satz 5 der dritten Mitteilung eindeutig zu 
einem in U reguliren, selbstadjungierten Operator fortsetzbar ist) besitzt dann 
einen Eigenwert®) A(e) = Ag + € 4; +... mit dem normierten®), in U ge- 
legenen Eigenelement p(e) = Go + €¢1 + ..-, und ewar gilt: 


1. Die 4, und die (in U gelegenen) ¢,, bestimmen sich eindeutig aus den 


Rekursionsformeln 
(3a) As=4, go= ys 41 = (Ai Go, Go), G1 = — BoA: Fo, 
(3b) Ay = (Ai Gn-1, Fo) + --- + (An-1 G1, Go) + (An Yo, Po) 
— {Ai (@n-1, Go) +--+ An-1 (G1, Pod}; 


(3c) 9, = — 4{(@n-1, 91) +--+ (G1, Gn-1)} Go + Ay Ro Pn-1 + --- 
+ Ana Ro G1 — {Ro Ai Gn-1 + --- + RoAn Go}; m = 2,3,.... 


5) Die Ezistenz eines regularen / (e) bzw. @ (¢) folgt auch aus Satz 3 und 4 der 
dritten Mitteilung, wird aber hier mitbewiesen. 
*) Im Sinne der neuen Definition 1 in § 1. 
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Dabei ist Ro derjenige (eindeutig bestimmte) symmetrische und beschrinkte 
Operator, fiir den 
(4) Rogo=O0 und (Ao — Ao) Rou = Ro (Ap — Ao) u = u — (u, Go) 9 
ist fiir alle u aus U. 
2. Wenn 


C =8p+16 5 + 166(1 + el) 
gesetzt wird, dann konvergieren die Reihen A(e) = 49 + 4, +... 
gle) = Pot egit... fiir \e| <¢- 
3. Fiir |e| < é gilt die Fehlerabschdtzung 


|A(e) — (Ao teat... + e4)|< 4 eat}, 


1 
lp(e)— (Mo teqit.-.+e"G,)| S t (eC)*+!; n=0,1,2.... 
Beweis. I. Die Ungleichungen (2) erméglichen es, die Operatoren A, 
durch AbschlieBen auf U fortzusetzen. Da qo in & liegt, liegt nach (3a) auch 
@, und nach (3c) jedes tp in &. 


Il. Bezeichnet P, die (linksstetige) Spektralschar von Apo, so ist Ro ge- 
geben durch 








1 
(5) Rou = I ad P,u, 
T—%, 
; aia’ 
wobei d’ irgendeine positive Zahl kleiner als d bedeutet. 
Also 
(6) |Rou| < = |u| 
und 
rh } 2 

| Ay Rout = | aap dlPiuu) = | (1+ ;2) a(Pin, 

|A— dol 2a’ |A—’o |=’ 


< (1+ 4! (u, uw), 


a. h. 

(7) |o Rou| < (1+ “!) jul, 

Aus (2) folgt |A, Rou| < p"-*{5 +6(1+ Ve!)} |u| und daraus 
(8) | Ro Anes] < pr? {5 +b(1-+ !)} \u 


fiir alle u aus UM. SchlieBlich ist 
(9) |, go| S p"—* {a + b | Aol}. 
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Mit der Abkiirzung 
(10) 5 +6(1+ 4!) -« 
hat man also 

(Aq %, Yo)| S |u|-|4, pol S p*—* ad| ul, 

|RoA,u| < p-*a|ul; |Ango| S p*-'ad; |Rou| < > |ul. 
Dadurch ergibt sich aus (3b) 

\An| S | Pn-1| Pad +...+|gilp*—2ad + p*-lad 

+ Ay] | Pa-a] +--+ [Anal loa, 

|An| S |@u—al (|4r| + po ad) +... + | gril Ana] + 20d) + pad, 

7 laal + peta S |oanal (Gla! + Pa) +... +loal(Zldeal +7"-*a) 


+ 2p"*—'a, 


(11) 


Setzt man 
1 1 F 
(12) Fh = Zl + 7-1, n= 1,2,..., 
und benutzt auf der rechten Seite 2 p*~'a <1,_,-p, so wird 
L, S| Qn-alis +... +| gel l-2 + (| gi] + 2 p) l,-2. 
Aus (3c) folgt 
1 ' fl 
| Pal S = El Pn-1| -| oa] +--+] Prl-| Pa—al}+| e-1i(Z1Ar| + Pa) +... 
+ | 91] (4 |An—1| + p*-*a) + p*—2a, 
1 1 
1 Pal SZ llon—arlleal +--- +] orl -|ee-al} + > loe-alht+.../ 
] 1 
+ =] Gel b-2 + = (| ei] + P)b-2. 
Setzt man zur Abkiirzung 
(13) l@al = Ga; = 2,3... und |g;|+2p = 4, 
so erhalt man 
(14) L Sd-1h+...+Qb-1, 
Yn D4 (Gn-1 91 +--+ +91 Gn-1) + 3 (Qn-2 bs + ~~. + Gi dy-2)- 
Die Formeln (14) gelten fiir n = 2,3,... und es ist 


hh = 2p + |RoAr oo] < 2p + 5 +0(1 + 4), 
h = Flal+2e 5 4($ +5(1-+ ly). 


(15) 
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Mit e 

| 
(16) C = 8p+165 + 166(1 + ) 
wird also 


Cc Cc 
"uSzZ> hsq- 


Erklart man zwei Folgen r,, 8, durch r; = 8; = co und 


Tn = 71 8-1 +--+ + M-1 81, 
Sp = $ (hi Spa + ~~ + n—-1 81) + $ (81 Sp-1 + ~~~ + Sa-1 83), 
so wird 
fash, & 2%, % =%&; 8 = 1,2,.... 
Aus Tf, =) %-1+.~--+%-1% folgt dann mit f(z) = r4,2+ re2*+. 
sofort Pa)=nettnet...= 1) —fa fe) = $0 -V=08 


=> (1+ 3 (3) (5 )| cna), also r, = 3 |( (?)|cm;n=1,9,... Nach 


(13) und (12) ist om 
4 dl 
(2) |e lal s £2 


(17) imal S > 

Also wird fiir |eC| <1 

(18) | p(e)-(po+e gir... +e" Gn)| = Ne 
< > 1 (eCyn+}, 











|- 


at 





aa ‘ Kis) 


(19) |A(e)—(Agt+ eA, +...+6"A,)| S £-(eQ)*+}; n= 0,1,2,.... 


III. Es mu8 noch gezeigt werden, daB g(e) = go + €¢; +... nor- 
miert ®) ist, daB es in &M liegt und daB A(e) p(e) = Ale) p(e) ist. 

Aus (3c) folgt (gn, o) = — 4 {(n-1, 91) +--- + (G15 Pn-1)}- Also 
ist (Gm, Po) reell und es gilt (~q, yo) + (¢n-1, 91) + --- + (Go, Fn) = 0 
fiir n>1, (%o, Yo) = 1. D.h. p(e) ist normiert. 

Wendet man auf (3c) den Operator Aj — % an und benutst (3b), so 
ergeben sich die Gleichungen Ay gy, + A; G,-1 +--- + An Go = 40 Yn + 
+4, Qn-1+...+4,@ und daraus 5 pages Wades anit + RA, 
=1 Ro Gm + R gms +... + RB yo mit R=(4p— 4-5) 
Die Operatoren R A, sind zunichst in & erklart, kénnen aber, vgl. (8), 
auf ganz § als beschrinkte Operatoren ‘fortgesetzt werden und RA, + 
+eRA,+...=R RA(e) ist dann gleichfalls ein in § erklarter regulirer 
beschrankter Godiabn Auch 4 R+e4,R+... = A(e) R ist ein 
regularer beschrankter Operator in §. Nach Hilfssatz 7 der ersten Mit- 











tol 
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teilung ist also RA(e) p(e) = Ale) R ple). Nun gilt fiir jedes wu aus § 
die Beziehung (RA (e) p (e),, u)-= (e(e), Ale) Ru), also (g(e), A(e) Ru) 
= A(e)(p(e), Ru) oder (g(e), A(e) v) = (A(e) pe), v) fiir jedes v aus Y. 
Da A(e) in U& selbstadjungiert ist, folgt daraus, daB (ce) in & liegt und 
daB A(e) p(e) = Ale) ple) ist. 

Damit ist Satz 1 vollstandig bewiesen. 


§ 3. 
Mehrfache Eigenwerte. 


In dem folgenden Satz 2 wird nicht mehr vorausgesetzt, daB der unge- 
stérte Eigenwert / einfach sei. Er sei h-fach, d. h. es gebe genau h paarweise 
orthogonale, normierte Elemente y,, ..., y, mit Ao y, = Ay,, /¢ = 1, 2,...,h. 
Diese y,, sollen schon so gewahlt sein, daB (A, y,, y,) = O fiir» + wu ausfiallt. 
Dann sind die Zahlen Ayu = (A Yu» Y,) die A Naherungen erster Ordnung 
des gestérten Eigenwertes. Unter diesen A Zahlen sei 4, = /, , eine solche, 
daB A, , + 4, fiir « + » ist. DaB es eine solche ,,einfache Naherung erster 
Ordnung“ A, , iiberhaupt gibt, ist natiirlich eine Voraussetzung. Zu dieser 
ersten Naherung A, (und der nullten Naherung 4)) bestimmen wir den ge- 
stérten Eigenwert A(e) = Ap + €4, + ..., ple) = Pot eGit...; 49 = 4, 
Yo = y, in Analogie zu Satz 1. 

Um Rekursionsformeln zu finden, die (3a), (3b), (3c) entsprechen, gehe 
man zunichst davon aus, daB die Gleichungen Ay g,, + A; @n-1 + --. + An Go= 
= Io Pn + 41 Gn-1 +--+.» + An Yo bzw. die Gleichungen 


(20) Ao Gn — 40 Pn = Ar Pn-1 + --- + An Yo — (Ai Yn-1 + --- + An Po) 
erfiillt seien. Dann wird mit geeigneten Konstanten c,, , ’) 


A 
(21) Pa = eng Yo + Ro(n—1 Gi + ee th Pu-v 
e= 


— (Ro Ay n-1 + -- + RoAn Go): 
Denkt man sich (20) fiir » + 1 hingeschrieben, dann muB die rechte Seite 
auf allen y, orthogonal stehen, es gilt also 


An+1 _- + An (1; Py) + ees + Ae (Qn-1; ¥,) _ [(Az Pn-1: Vy) + eee 
h 
+ (Ans Po» Pull + Aren,u— & Mn, @( At Yo» Pu) — (Ar Ro G1, Pu) An-1 


—... — (Ay Ro @n-15 By) 41 + (Ai Ro Ai Pa-1> Py) + --- 
+ (A, Ry A, fo, ¥.) — 0. 


7) Der Operator R, ist durch (5) erklart. Er ist eindeutig festgelegt durch die, 
h 
Gleichungen R, (Ay — 4) u = (Ay — 4) Rou = u— EF (u, Y,) Pur Ry ¥, = 0. 
. f 


=1 
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Daraus folgt fiir » = « wegen (A; y,, y,) = 4,4 


ee 
(22) Ansa = — [An (1, Yo) +--+ Ae (Gn—1, Po)) + (Ae Yn-1, Yo) +--- 
+ (Ans1 Po, Po) + (Ar Ro (Qi An-a + +--+ Gn-1 1), Po) 
— (A; Ro A; Pn-1, Yo) — -.. — (A; Ro An Go, Po). 
Fir » + pv wird 
(23) Oy = Sus {— An Pts Yu) — «+» — Ae (Pu—as Yu) + (Ae Gn—1» Yu) 
+ eee (Ans1 Por Yu) + (Ar Ro (1 Ana +--+ + Gn-1 Ar), Yu) 
_ (A; Ro A; Pu-1» Pu) eee. e (A, Ry A, Po» Yu)}- 
Aus der Forderung, ¢(e) soll normiert *) sein, folgt (9,, %o) + (@n-1, 91) + 
+... + (Go, n) = 0 fiir mn >1 und (—,, Yo) = (Yo, Pn). Wegen (x, Yo) 
=c¢, , daher 
(24) Coe = — £(Gn-1, 91) + --- + (G1, Pn-1)}- 


Die Formeln (21) bis (24) erlauben die rekursive Berechnung der 4,, 9. 
Damit sind wir in der Lage, das Analogon zu Satz 1 zu formulieren. 


Satz 2. Es seien alle Voraussetzungen von Satz 1 "erfiillt, abgesehen von 
der Voraussetzung 4. An deren Stelle tritt die Voraussetzung: es gebe genau 
h Elemente y;, yo, ---» Wy mit Ao yy = A Wy (Py, Yu) = 4, w Ue schon so 
ausgewihlt seien, daB (A, y,, y,) = A, 6,,, wird. Unter den Zahlen 
dy = (di Yu, Wy) gebe es eine, 2, , = A, fiir die 4, — Ay, #0 fiir ey 
ist und es sei e = Min|A, —- A, ,|; es werde y, = go gesetzt. 


uote 

Der (in &U requlire selbstadjungierte) Operator A(e) besitzt dann einen 
Punkteigenwert (e) = 4g — £4, +... mit dem normierten*) Eigenelement 
9(e) = Yo OG, +..., und zwar gilt: 


Ay = (Ai 0, Go), 42 = — (Ro Ar Yo, Ar Yo) + (Az Yo; Ho); 





(25a) 3 (Ry A, Py A, ¥u) + (A, Po ¥,,) 
=e 2 A, — (Ay vy» ¥,) Ye — RoAiw, 
(25b) }, | celles hy (91, 0) = eee a (%u-1) qo) 7 (Az Pn-1: To) aes 
+ (dass Yo, Yo) = (Ai Ro (G1 An-a + ~*~ + Pn-1 21). 9) 


— (A; Ro Ay Yy-1, Yo) — --- — (Ax Ro Ay Go. o)- 
(25¢) an = Ro(An-1 Gi + ~~. + Ar Gn-1) — (Ro Ai Gn-1 + --- + Ro An Po) 





+ Pay a, ¥ ¥,) {- An (Pir Pe) see Aa (Ga-1 ¥») 


+ (As Pa-1» Po) + so + (Anst Fo, VY») + (M1 An-1 > eee 
+ Pn-1A1, Ry A; Po) _ (Ry A, Pa-1 + see + Ry A, Yo. Ay y.)} Yo 


— b((Qn-1 91) + --- + (Pu Pa-1)} Go; f = 2,3,.... 
Mathematische Annalen. 117. 4 
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Ferner gelien unverindert die Behauptungen 2 und 3 von Satz 1, wenn man 
= 24 (« + 2) (a + p)(1 + 2") 


mit a = eee setzt. 
Beweis. I. Genau wie bei Satz 1 lassen sich die Operatoren A, auf & 
fortsetzen. Aus (25a) und (25c) ergibt sich, daB alle g, in & liegen. 
II. Aus (25b) und den Ungleichungen (11) folgt 
|An+al SlAnl- | gal +--+ [Ae] | gna] + | gn-rladp+... 
+ |gi| adp*—* + adp™ + (\An-a| =| gil +---+ | Aa|-|on-al)@ 
+ (| Pn-1| P°+ ~~. +] 91 P*~* + p®—*) at. 
Dividiert man durch d und setzt zur Abkiirzung 
(26) al a pte 
so wird 
Hn s1 S| rl * (ttn + Sepa + ap*—* + a® p*—*) +... 
+ | @n-a| (M2 + ay + ap + af p) + ap* + at p®—*. 
Setzt man 
(27) %% = Mn + Bftp_. + ap*—* + a® p*—* + ap*—*; wn = 2,3,...; 
nA=M Te 


und addiert auf beiden Seiten der Ungleichung «/:, + ap" + a2 p*~'+ap"—?, 
so wird 


Ya+1 Sl Pil Mm + ~~. + | Qn—al Ve + Oey + Zap* + Zak p*—* + ap*—}, 
Aus ay, Sav, und 2ap" + 2a? p*-!+ ap"—' <2 p», folgt 


Bit, + 2ap* + 2a®% p*—*+ap"—*'S (a+ 2p), 
also 


Yer S(\ Gi] +2 + 2p) mm + | P2| m1 +--- +] Mn-a] *%, 
(28) 41 + % S| gi] + % + 2p) (%m + M1) + | Pol (%e—-1 + %m-2)'+--- 
+ | @n-1| (¥2 + 1). 
Aus (25c) ergibt sich unter Beriicksichtigung der Ungleichungen (11) und 


|4, y,| < adp"~—* sowie der Abkiirzung s,, = Lal. 





| @n| S fn-1| il + “+ Ha | Pn i] + | ga-1[ap?+.:.+ | oijap"— 
+ apt? 4 Sand DS fin | 1] + --- + we | Parl + | Pa-rlap +... 
+ | g:| ap"~ lag i nieibed diate 
+ | Pu—1| a po +... + | gy] at p*"—* + at p*—} 
+ {| Pn—1| |g) +--+ [oil - | ee-il}- 
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Mit der Bezeichnung (27) wird daraus 
| @n| S| 91| *n- at. -> +1 Qn- 1| % + ap"—? 
(h— He n 2 rt 
+ ———— {| G1 | % +--+ | Qn-1| %2 + ep* + at p"-¥ 
+ {| ae loi] +--- +] gal - | pn-ai}. 
Wegen ap"~'+ ap" +a? p*~'S p(», + 1) wird — 
h—l1)d 
| pal < (1 + 5) {| 9a) + P) rm + Mm-1) +] 92] (M1 + Yaa) +s 
+ | @n-1| (¥2 + ¥1)} + $ {| Maa ‘l|oil t+... +] rl * | Qn-a\}- 
Setzt man 
A—1l ¢) 
(29) | 91] +a +2p =m, ‘ = Gas oe + C—O) (+ Yaa) = la; 
& ee 
so wird 
(30a) Qn Sty L-1 Pisce > Qn—1 bi} i + (41 qn-1 eT Dy Yn-11)s 
wahrend aus (28) mit den Bezeichnungen (29) folgt 
(30b) by SQiln-1 + alae +--+ + Gaoi hs. 


Beide Gleichungen (30) gelten nur von » = 2 ab. Sie stimmen iiberein mit 
den Gleichungen (14). Nur ist hier nach (25a) 





BAS DSIRE Seas on ke 





=2a+2p+4 =! od (a + p) 
und 
(h—1)d o 1 
h S2(1+-——*)- [fate +aptat+F-adta+s(etd+adp)) 
eae 


= 2(1 + ———~): (3a + 32+ 2ap). 


(h— =). 





Alsoistg, < («+p)(a+2)(1 1 tt sole et 

Setzt man C = 24 (a+ p) (a +2) (1 + 2—%4) 50 wird gewiB qy< 5,1, <£ 
und es folgen mit diesem C genau wie friiher die Abschitzungen (17), (18) 
und (19). 

III. Man hat jetzt zu zeigen, daB aus den Rekursionsformeln (25) die 
Gleichungen Ap gy, + --.+An Qo=4o gn t+... t+4n Qo folgen. Dazu 
hat man die einzelnen Schritte, die auf die Rekursionsforme!n (25) ge- 
fiihrt haben, umzukehren; wir gehen darauf nicht weiter ein. DaB das 
regulire Element 9 (¢) = go + €¢) +-... in & liegt und Ejigenelement 
von A(e) ist, zeigt man wie bei Satz 1. 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 








F. Rellich. 
§ 4. 
Regulire Formen und halbbeschrinkte Operatoren. 


In einem dichten Teilraum 6 von § sei eine Form (uA v) erklart, d. h. jedem 
Paar von Elementen u, v aus © sei eindeutig eine (komplexe) Zahl (u A v) 
so zugeordnet, daB ((au + a’u’) Av) = a(u Av) +a’ (u’Av) fir beliebige 
komplexe Zahlen a,’ gilt. Die Form heiSt symmetrisch (oder hermitesch), 
wenn (u A v) = (v A u) ist, wobei der Querstrich den Ubergang zur konjugiert 
komplexen Zahl bedeutet. Eine symmetrische Form heiBt halbbeschrankt 
nach unten mit der unteren Schranke m, wenn es eine Zahl m gibt, 
so daB fiir alle u aus © die Ungleichung (u Au) = m(u,u) besteht. 
Eine nach unten halbbeschrinkte Form heiSt abgeschlossen in G, wenn zu 
jeder Folge u, von Elementen aus 6, fiirdie Jim A (4s —tip,) A (tty — tm) = 0 
und lim (u,—,, 4% —t,) = 0 gilt, ein « aus © existiert, fiir 
das lim ((u, —wu)A(u,—)) und tim (u, —U,%, —4)=O ist. Eine 
in © erklarte symmetrische Form in einen © umfassenden Teilraum 6 
des Gesamtraumes § fortsetzen, heiBt in G eine symmetrische Form 
erklaren, die in © mit der urspriinglichen Form iibereinstimmt. Jeder 
in einem dichten Teilraum & erklirte Operator A fiihrt zu der in W 
erklarten Form (Au, v), die symmetrisch ist, wenn A es ist; der 
Operator hei®t halbbeschrinkt nach unten, wenn die Form (Au, v) halb- 
beschrinkt nach unten ist. Im allgemeinen ist die in MU erklarte, nach unten 
halbbeschrinkte Form (Au,v) nicht abgeschlossen. Sie kann aber immer 
zu einer abgeschlossenen Form (uAv) fortgesetzt werden, die in einem % 
umfassenden Raum § erklart' ist. Diese Fortsetzung ist eindeutig bestimmt, 
wenn verlangt wird, daB zu jedem u aus © eine Folge u, aus W existieren 
soll, fiir die lim | (tn — u, —t) = O und lim __(4 (tn = then)s thn — tn) = 0 


ist. Man nme (uA v) in 6 die durch AbschlieBen ) entetandone (abgeschlossene ) 
Fortsetzung der Form (Au, v) in YU. Haufig betrachtet man diese Fortsetzung 


(uAv) nicht im ganzen Raum 6, sondern in einem Teilraum 6’ von 6, der 
A enthalt. 


Bedeutet z. B. § den (reellen) Hilbertschen Raum aller in0 S z < 1 (reellen) 
e 1 
Lebesgue-quadratisch integrierbaren Funktionen «(z) mit (u,v) = uvd z 


und ist & die Gesamtheit aller in 0 S z S 1 zweimal stetig differenzierbaren 
Funktionen u(z) mit u(0) = u(1) = 0 und Au = —w”, so ist (Au, v) 
1 


u'v'dz fiir u,v aus A. Diese Form kann durch AbschlieBen fortgesetzt 
werden auf die Gesamtheit 6 aller in 0 S x < 1 tote!+tetigen Funktionen 





ee ree 
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1 
u(z) mit [urd < o und u(0) = u(1) = 0. Haufig wird man sich be- 


fr) 
schrinken, diese Form im Raum @’ aller in 0 < x < 1 stetig differenzierbaren 
Funktionen mit u (0) = u(1) = 0 zu betrachten. Natiirlich kann (Aw, v) 
auch noch auf Raiume @ fortgesetzt werden, die nicht in © enthalten sind, 
wenn man auf Fortsetzung durch Abschliefen verzichtet. Ein solcher Raum 6 
ware in unserem Beispiel der Raum aller in 0 < z <1 stetig differenzier- 
baren Funktionen « (z) und die gewiinschten (unendlich vielen) Fortsetzungen 
1 


waren die Formen Juvde + au(l)-v(1), wo a eine willkiirliche Kon- 


stante ist®). 

Bei den klassischen Differentialoperatoren bedeutet, wie man sieht, 
der Ubergang vom Operator A zur Form (At, v) soviel wie der Ubergang 
vom Differentialgleichungsproblem Au = Au zum _ Variationsproblem 
(Au, u) = Min, (u,u) = 1. Die nach unten halbbeschrinkten Operatoren 
sind gerade diejenigen Differentialoperatoren, deren Variationsproblem ecinc 
endliche untere Grenze besitzt. 


Satz 3. In 
(31) (u,v) = Se (wA,») 
v=0 


seien die (u A,v) in einem Teilraum G' des Gesamtraumes § erklarte symme- 
trische Formen, fiir die es nichtnegative Zahlen a, 6, p derart gibt, dag 


(32) |(u A,u)| Sp’-*{a(u,u)+b(wAou)}, v=1,2...., 


gilt. In einem Teilraum %’ von G' sei ein symmetrischer, durch AbschlieBen 
zu einem selbstadjungierten fortsetzbarer Operator Ay erklart, fiir den (Ao %, v) 
= (u Ag v) ist, wenn u,v zu U' gehdren. Die Form (u Ag v) und daher auch 
der Operator Ao seien in X' halbbeschrankt nach unten. Der Raum, in dem (Agu, v) 
durch AbschlieBen zur abgeschlossenen Form (u Ao) fortgesetzt werden kann, 
heiBe © und G’ sei in thm enthalten. Dann gilt: 

I. Durch (31) ist fiir eine Umgebung von « = 0 in G eine symmetrische 
Form (u A,v) erklart. Die Formen (u A,v) und damit auch (u A,v) kinnen 
auf © fortgesetzt werden; die Fortsetzung ist eindeutig, wenn verlangt wird, dap 
mit drei nichtnegativen Zahlen a’, b’, p' und fiir alle u aus G die Ungleichungen 
(32) gelten sollen. 

II. In eimer Umgebung von. e = 0 gibt es einen und nur einen reguldren 
selbstadjungierten Operator A(e) in U(e) mit den Eigenschaften: 1. U(e) ist 


*) Uber die hier zusammengestellten Begriffe und Satze vgl. K. Friedrichs, 
loc. cit., Anm. *), insbesondere Math. Annalen 109 (1934), 8.472 und 110 (1935), 8.777. 
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in © enthalten. 2. (A(e) u,v) = (u A, v) fiir alle u aus U(e) und alle v aus G’. 
3. U (0) enthalt U’ und es ist A (0)u = Agu fiir u aus UY’. 


III. Wenn es in einem dichten Teilraum &(e) von G einen Operator A(e) 
gibt, fiir den (A(e) u,v) = (u A, v) ist fiir u aus H(e), v aus G’, dann ist H(e) 
in U(e) enthalten und A(e)u = A(e)u fiir alle u aus Fe). 


Beweis. I. Setzt man fiir u,v aus G 


(33) [u,v] = (u,) +a (u,v) +5(uAov), ||u|| = + Vu, u), 


so wird [u,u] > (u,u), ferner |(u A,u)| < [u, u]-p’—* fir alle u aus G’, 
woraus wegen der Symmetrie der Formen (u .4, v) in bekannter SchluBweise 
auch |(uA,v)| < ||t/|| -||o||-p’—* folgt. Um nun (wA,v) auch in © zu 
erklaren, seien u,v beliebige Elemente aus 6. Dann gibt és Folgen u,, v, 
aus ©’ mit lim ||u — u,|| = 0, lim ||» — »,|| = 0. Aus 

n—> 20 a—> oo 


| (ty A, tp) — (Mem A, tom)| S [((en — thn) A, | + | (hm Ay (Om — Om))| 
S p'—* (|| Uy — tml |= |} Pal] + [I*4m] * |] — em fl) > 0, 


wenn n, m — oo, folgt die Existenz von lim L (tn A, v,). Hatte man irgendein 
anderes Folgenpaar u*,v* gewahlt mit jus — u|| > 0, ||e% — v|| +0, s0 
wire \|ts, —u*|| > 0 und |], — v*||—>0, also auch | (u% A,v*) — (u, A, v,)| +0 
fiir »—> co. Man hat also lim (u, A,v,) = lim (u% A, v®) und ist daher 
n—>o ro 
berechtigt (u A,v) = lim (u, A,v,) zu definieren. Damit ist eine Fort- 
no 
setzung der Formen (u A,v) auf G gewonnen, fiir die offenbar |(u A, u)| 
sd 


<= p’—'-[u,u] gilt. Gabe es noch eine andere Fortsetzung (uv A,v), fiir 
die die Ungleichungen (32) auch, aber vielleicht mit anderen nicht- 
negativen Zahlen a*, b*, p* gelten, also |(u A, u)| < (p*)’—?* [u, u)* 
mit [u, v]* = (1 + a*) (u,v) + 5* (u Ag v), so wiirde es zu jedem 
u,v aus &- Folgen u,,v, geben, so daB ||u, — u||* +0, ||v, — v||* +0 
und tl ~ « It ©, “We —wv|| +0 gelten wiirde. Dann wire 
\(u 4, ») — (ty A, %,)| S (pty —* {Iu — ell* Holl* + Ie|l* “He — ell), 
also lim (u, A, v,) = (uA, v). Wegen (u, A, V,) = (u, A,v,) folgt daraus (uA, v) 
a> oo 


= (uA,v). — Damit ist auch (wu A, v) = = (u A, v) e” fiir |e| < ; als sym- 
metrische Form in ©, erklirt bzw. fiir alle ¢, wenn p = 0. 


II. Fir das Folgende setzen wir b > 0 voraus; das ist keine Beschrankung 
der Allgemeinheit, weil A, nach unten halbbeschrankt ist und man daher 
in (32) immer 6 vergréBern darf, wenn man gleichzeitig a geeignet vergroBert. 
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Betrachtet man © als einen Hilbertschen Raum mit der durch [w, v] 
bestimmten Metrik *), so sind die (u A, v) in © erklarte Formen, die im Sinne 
der neuen Metrik wegen |(uA,u)| < p’—*-[u,u] beschrankt sind; wir 
sagen kurz, sie seien @-beschrankt. Also gibt es nach einem bekannten 
Satz G-beschrinkte und 6-symmetrische Operatoren H, (deren Wertebereich 
in © liegt), fiir die 
(34) (uA,v) = [H, u,v], u,v aus G@; » = 1,2,... 
gilt; und zwar ist 








||H, «|| S p*—* || u]l, [H,u, o) = [u, H, 0). 
Setzt man 
(35) A=1+a+bAp, R=A-1 1) 
und 
(36) RAo = Ho, 
so wird wegen |(uAou)| S of) [u,«] offenbar |[Hou, u)| = |(u Ap u)| 
<< 5 : {u, uw]. Also ist auch Hy G-beschrankt (und G-symmetrisch). Offen- 


bar ist 


(37) (uA,v) = ZH, u, v] e”. 
Mit 
a 





wird [Hu, u] = (Ap u, u) + ; : (u, u) = + {u,u), dh. H= = also besitzt 
H in G eine beschrankte Reziproke. Da H(e) = H + eH, + e® Hp +... ein 
-beschrankter, 6-symmetrischer Operator ist, so besitzt H (e) nach Hilfssatz 4 
der dritten Mitteilung eine G-regulare, G-beschrinkte Reziproke B(e). Setzt 
man R(e) = B(e) R, so gilt fiir alle u aus § 

(B(e) Ru, B(e) Ru) S[B(e) Ru, B(e) Ru) Sk (Ru, Ru) = k(u, Ru) Sk(u,u). 
Also ist R(e) sogar im gewdhnlichen Sinne beschrankt; desgleichen zeigt 
sich, da8 R(e) im gewohnlichen Sinne in § regular und symmetrisch ist. Es 
ist H (e) — + Rw Hy + ¢H,+...,also[H(e) u,v] — ae (u,v) = (uA,v). 
Setzt man darin R(e)u = B(e) Ru fiir u, so erhalt man 


[Ru, o)] —SF* (Rie) u,v) = (R(e) uA, »), 


(39) (u, 0) = SF? (R(e) u,v) + (R(e) uA, ). 











*) Dariiber K. Friedrichs, loc. cit., Anm.*), insbesondere Math. Annalen 110 (1935), 

8. 777. , 
10) Man beachte, daB A zugleich mit A, in einem in © enthaltenen Teilraum 
sel bstadjungiert ist. 
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Wenn also fiir ein u gilt R(e) u = 0, so ist (u,v) = 0, also wu = 0. Demnach 
bildet R(e) den Raum § eineindeutig auf einen Teilraum W(e) ab, der in G 
enthalten ist. Die Reziproke R-1(e) ist also in U(e) regular und selbst- 
adjungiert (Definition 2 der dritten Mitteilung). Dasselbe gilt fiir 

(40) A(e) = R-¥(e) — 24" 


Aus (39) folgt (R-1(e) u, v) — (u,v) = (uw A, »), also (A (e) u, v) = (uA,v). 
Insbesondere ist (A (0) u,v) = (wAgv) = (Apu, v), A(0)u = Agu, wenn u 
in &’. Damit ist die Existenz des in der Behauptung II von Satz 3 erklarten 
regularen, selbstadjungierten Operators A(e) in U(e) nachgewiesen. Zum 
Beweis der Eindeutigkeit werde die Existenz eines zweiten regularen, selbst- 


adjungierten Operators Ale) in U(e) mit den behaupteten Eigenschaften 
angenommen. Wegen A (0) = Ag besitzen A (0) + si} und A (0) + ett 
beide dieselbe beschrankte Reziproke Ry. Nach Satz 1 der dritten Mitteilung 
besitzt daher A(e) a ea eine regulare beschrinkte Reziproke Rie). Aus 
(A(e) u,v) = (wv A,») folgt (A(e) R(e) u,v) = (Rie) u A, v), also 

(u, v) — ot (Rie) u,v) = (R(e) u A, v) 
fiir alle u aus § und » aus ©. Setzt man D(e) = Rie) — R(e), so wird 


0 = 5+" (D(e) u, ») + (D(e) w A, ») oder 


(41) 0 =*t* (D(e)u, Dle)u) + (D(e)u A, D(c)u);  w aus §. 
Es ist 


SF uu) + Aw) = *F*(u, 1) + (Udo) + F ru dyn) 

















2-et ass) + Os | E ler { (ts, ) + @ (ue, 4) + b(u Ao u)} 





=> sot Bee) tO ts Ay) => s t (u, u) 


fiir geniigend kleine | e|. Setzt man hier D(e) u fiir u und beriicksichtigt (41), 
so erhilt man D(e) = 0, d.h. die gewiinschte Eindeutigkeit. 

IiI. Wenn es in einem dichten Teilraum H (e) von & einen Operator 4 (e) 
gibt, fiir den (A(e) u,v) = (u A, ») ist fiir alle u aus U (e) und alle v aus G’, 
dann gilt diese Gleichung zunichst auch fiir alle » aus © und daher auch fiir 
alle v aus M(e). Sei nun uw irgendein festes Element aus H (e). Dann ist 
(u A,v) = (u, A (e) v) fiir jedes v aus M(e), also (A(e) u,v) = (u, A(e)v) fiir 
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alle v aus U(e). Da A(e) selbstadjungiert ist, folgt, daB u in W(e) liect und 
daB A(c)u = A(e)u ist. D.h. aber A(e) in U(e) ist Forteetzung ca A(e) 
in We) ™). 

Damit ist Satz 3 vollstandig bewiesen. 


§ 5. 


Fehlerabschatzungen. 

Unter den Voraussetzungen des Satzes 3 lassen sich Fehlerabschaitzungen 
fiir die Naherungen von Eigenwerten und Eigenelementen angeben, die den 
in Satz 1 gegebenen analog sind. Ein wesentlicher Unterschied ist aber dieser. 
Wir werden nicht eine Fehlerabschitzung fiir | () — (qo + € 91 + ..-+ €" n)|, 
sondern fiir || p(e) — (go + €91 +... + & @n)|| geben, schatzen also nicht 
mit der urspriinglichen Metrik in §, sondern mit der durch (33) erklirten 
Metrik in © ab. 

Es sei also Ay ein isolierter einfacher Kigenwert von Ao, fiir den die Vor- 
aussetzungen 3 und 4 des Satzes 1 erfiillt sind. Dann miissen zuniichst die 
Rekursionsformeln (3) geeignet interpretiert werden, weil ja Operatoren A,, 
jetzt gar nicht mehr vorhanden sind. In (3b) wird man an Stelle von (A,,u, o) 
einfach (u A, go) setzen kénnen. In (3c) aber miissen die Operatoren R,A,, 
erst geeignet definiert werden. Nun war in © durch (34) erklart 
[H,, u,v] = (u A, v), also [vgl. (35)] formal (4 H,,u,v) = (uA, v). Man wird daher 
an Stelle der Operatoren A, formal zu setzen haben AH,, also RyAH,, an 
Stelle von R,A,. Aber R,AH, ist nicht ohne weiteres auf jedes u aus © 
anwendbar, weil man von H,. nur weiB, daB es in © liegt, wihrend A nicht 
auf ganz G, sondern nur auf einen Teilraum von © anwendbar ist. Wohl 
aber l48t sich RyA zu einem in © erklirten, G-beschrinkten Operator fort- 
setzen, der mit RA bezeichnet werden soll. Es ist nimlich, wenn P, die 
Spektralschar von Ag ist, 

R, Au = j ee d P,u, 
|2—4o| =a’ 
wobei d’ irgendeine positive Zahl kleiner als d bedeutet. 
Also 


[Bodu,RoAuj= ( Steed acr,y,w) 


ja—dgie’ 


bate+1| _ bi ta+l 
AEE} |+ Ase 

11) Nach einer Sprechweise von K. Friedrichs (Anm.*) ist A(s) der maximal 

tugehdrige Operator zur Form ( A, v), die in © abgeschlossen ist, wie man leicht sieht. 


Nun ist 
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mit 
1 
(42) p=+t* +5(14 4). 
Daraus 
+o 
[RoAu,RoAulsp f (b4+a+41)d(P,u,u) <P [ d(P,Au,u) 
|A—dg | ed’ — 2 


= # [u, u) 


oder || Rp Au|| < B ||u||. Dies gilt fiir alle u aus UM. Also kann RyA zu einem 
in © erklarten Operator RoA fortgesetzt werden, dessen Wertebereich in 6 


liegt. Es gilt 
(43) Ry u|| < B ||u|; u aus 6. 
Da fiir u aus & jedenfalls RR,Au = RR,Au = R,RAu = Row gilt und 
|| Rou|| < = ||u|| ist, so ist dipiiitn 
(44) RR, Au = Rou fir u in G. 
AuBerdem merken wir 
(45) |\Ro4 Hy u|| <A ||Hqu|| <A p"*|jul|; m= 1,2,... 
an. Es ergibt sich also folgende Interpretation der Formeln (3); 
(A, u,v) wird ersetzt durch (u A, v) = [H, u,v] = (H,, u, A»), 
RA, wird ersetzt durch R,4 H,; n=1,2,.... 
Man erhalt dadurch an Stelle der Formeln (3) die Rekursionsformeln 
(47a) 4g = 2; go = 93 Ar = (Go A: Go), G1 = —R,A H; 9, 
(47b) An = (Pn-1 Ai Po) + --- + (91 An-1 Po) + (Po An Po) 
— {Ai (Pn—1, Yo) +--+ + An—1 (1, Po)}, 
(470) Gn = — 4 {(Pn-1, G1) +--+» + (G15 Pn-1)} Go + Ar Ro Pn-i +--- 
+ Ay—1 Ro gi-— (RoA Ay Gn-1 +---+ RoA H,, go); n=2,3,.... 
Offensichtlich liegen alle g, in 6. Setzt man 


(46) 


(48) | Pol] =~, **=1+a+ bd, 

so wird 

(49) |(u A, go)| = \[Hn %, go]| S p*—* || u|| «x. 
Also wird 


50) |An| S || @a—a|| P?* +... + || gill] p*~* % + 2 p*-? 
+ |Ai| =|] @n—al}e + --. + [Anal || gall x 
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und wegen (45) 

1 
(51) || Pal] S = Ell Peal] - [eal] +---+ |] ealh |] ee—all} 


+ All paall +--+ AS! I pall + |] pe—al] P98 +.. 

+ || gr] p*~7B + p®—7*B x. 
In (50) und (51) wird 
(52) || Pall * = Tn n= 0, 1,3,... 
gesetzt, auBerdem wird (50) durch d dividiert und danach wird auf beiden 
Seiten £ - p*—* hinzugefiigt. Man erhilt 
(600) Mel 4 gpr—2 x mys (LAL 4 2) 4... pom, (Healy ey 

+(F+ A) p- 

Setzt man 
(52a) sh = La! + Bp-}; s = 1,2,... 


und beachtet <8, sowie ( +8) p*-1s2Bp*- 1< (4 a Un-al + p28). 2p, 
dann wird 
(50b) LS mperb t+... + mh +2 ph. 
Aus (51) ergibt sich nach Multiplikation mit x und Beachtung von 
pr—* Bx < xp (Lat! + prt g) =p thas 
die Abschitzung 
(Bla) m S$ (aq Hy +... + My Apia) HE Mi +... tb me 


+2 p-$l,_s. 
Setzt man 


qi = % + 2 px® = || gq, || -% + 2 px®; g, = 2% = || gal|x;, m= 2,3,..., 
so wird schlieBlich 

lL, Sqe-rh +... + Qi ta-1, 

Qn SH (Qn-a ba +. + Qr daa) +3 GQn-1 1 + + +H Gn-1)- 


AuBerdem ist 
(53a) |x| Sx, || ga || S Bx. 
Also wird 


h = 2(l+ pp) 5 2(F +A) 2 (tothe 4 tee + 8), 
gh S Bt + Qpxt = (TST %e 4 54 ap) wt, 


(53) 
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Setzt man 

(54) C =16d-(2p+64 yey. 
so wird 

(55) gm 3tC, | S30. 


Aus (53) und (55) folgt nach 8. 363 
1 








%Z@ 25 Hf 3 Ls ¢ (Po; se = 1,3,.. 
Also wegen 
Ales Ilall=2s% (n = 1,3,...) 
d 4 
(6) lAlS oy (ilo, O, loull $ ome 3 |(2) 














EchlieBlich die Fehlerabschatzung 
lp (e) — (go + £9, +... + 6" @,)|| s ; qos" eC)*+1; 


(67) 3 
|Ae)— (Ao tear t+... +e dy)| SZ (eC; 
s = 0,1,3,... 
fiir |e! < J: 
Die Konvergenz von Ay + € A; + ...=A(e) und gp + £9, +... = pe) 
ist also gesichert und der Konvergenzradius ist mindestens 1 Die Elemente 


a 

Po, Pi, --- gehéren zu G, also auch g(e). Bleibt zu zeigen, daB p(e) zum 

Definitionsbereich des in Satz 3 erklarten selbstadjungierten gestérten Ope- 

rators A(e) gehdrt, die Eigenwertgleichung A(e) p(e) = A(e) p(e) befriedigt 

und normiert *) ist. Dazu wende man auf beiden Seiten von (47 c) den Operator 

(Ag — Ag) R an und benutze (4g —A,)) R Rou = R (Ay — Ao) Rou = Ru — 

—(u, Po) R yo, sowie wegen (44) (Aq — Ao) R Ry A H,u = (Ay — 49) Ro H,u 

= H,u — (H,%, %o) go. Dann ergibt sich 

(58) Ap Rg, — AQ R gp = A, Rept... + Ani k M1 
— ((Ar @n-1 +--+ + An—1 91); Po) Ro | 
— (A, Pn-1 + .. ++ Hy 9) 
+ (Ay Gn-1 + --- + Hn Go), Po) Po- 


Nach (47b) und (46) ist 
An = (Hi Gn-1,4 90) + --- + (An Po, A Go) | 
— (Ay Pn-1 +--+ + An—1 1s Yo); 
An Roo = (Ai Gn-1, Yo) Yo + --- + (An Go: Yo) Yo 
— (Ar Pn-1 + --,+An-1 1» Po) B po. 
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Dies in (58) verwendet, gibt 
(59) Ao R Gp + Hi Qn-1 + --» + An Go = A RGn + AR Gn-1 +... + AR Qo. 
Diese Formeln gelten zunachst fiir » = 2,3,.... Aber auch fiir » = 1 sind 
sie richtig, wie aus (47a) wegen Ay Re, — Ag Re, = — Hi y+ (Ai Go, Po) Yo 
= — H, go + A; Rq@o folgt. SchlieBlich ist auch Ap Ro = Ay Rqo. 

Der Operator Ay R + ¢ Hi + e? Hz + ... ist in G im Sinne der G-Metrik 
ein regularer beschrankter Operator und g(e) = go + £91 +... ist in G 
ein regulires Element. Nach Hilfssatz 7 der ersten Mitteilung ist daher 
wegen (59) auch (4p R + eH, +...) p(e) = A(e)R(e). Nach (37) ist 
fiir alle u,v aus © giiltig (wu A,v) = [((H4p + €H, +...)u,v). Dabei ist 
nach (36) Hy u = R Agu = Ao Ru zunichst fiir diejenigen u aus G, fiir die 
Ao erklart ist, und wegen der 6-Beschranktheit von Ho auch fiir alle u aus G. 
Also (u A, p(e)) = A(e) (u, p(e)). Sei ¢ jetzt festgehalten, dann ist (A (e)u,v) 
= (u A, v) fiir alle « aus dem Definitionsbereich U(e) des selbstadjungierten 
Operators A (e) und alle » aus G. Setzt man v = ¢(e), so wird (A(e) u, p(e)) 
= (uA, o(e)) = (u, A(e) p(e)) fiir alle uw aus U(e). Daraus folgt wegen 
der Selbstadjungiertheit von A(e), daB m(e) in Ale) liegt und dab 
A(e) p(e) = Ale) ple) ist. 

Ubrigens folgt aus (47c), daB (9, Yo) SS £{(Pn-1; 71) +...+ (1, Pn-1)} 
gilt, weil (Ry A Hw, 9) =(R Ro A Hu, go) = (RoH,, go] = [H,u, Ro Fo] =0 
ist. Also ist gop + €g; +... normiert im Sinne der Definition 1 in §1 
(und nicht etwa im Sinne der G-Metrik). 

Es gilt also 

Satz 4. Fiir die Form (u A, v) in G’ bzw. in & seien die Voraussetzungen 
des Satzes 3 erfiillt und es sei A(e) der in diesem Satz erklirte regulére und 
selbstadjungierte Operator. Es sei dy ein einfacher Eigenwert von A (0) mit 
dem Eigenelement yo und das Spektrum von A (0) enthalte im Intervall 4g — d 
<p <4g+d nur den Punkt » = Ao. Dann ist p(e) = oo + eGit.-. 
Ale) = Ag + €4, +..., wobei die 1,, MY, sich eindeutig aus den Rekursions- 
formeln (47) berechnen lassen. Fiir | e| < 4 mit C = 16d (2p +b+ fetes) 
gelten die Fehlerabschatzungen (57); dabei ist y(e) normiert *) auf 1. 


§ 6. 
Differentialoperatoren. 


Die Satae 1 bis 4 sind so formuliert, daB sie sich unmittelbar auf Differen- 
tialoperatoren anwenden lassen. Die einzige Aufgabe, die diese Anwendung 
erfordert, besteht in der Bestimmung der Zahlen a, b, p, die in den Un- 
gleichungen (2) und (32) vorkommen und durch die die GréBe der Storung 
abgeschatzt wird; diese soll im folgenden durchgefiihrt werden. 
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In den Beispielen 1 und 2 und 3 bedeuten p(z), q(z), s(z) reelle Funk- 
tionen, fiir die p(x), p’(z), q(x), s(x) in dem endlichen Intervall 0 < 2 <1 
stetig sind. Ferner ist p(x) > 0 in 0 Sz S/ und es wird gesetzt 


Po= Min p(z), go= Min q(z), % = Max |s(z)|. 
Se! i 2s | 0=2S!1 


Als (reeller) Hilbertscher Raum § wird die Gesamtheit der (reellen) Funk- 
4 i 

tionen u(z) mit f u* dz < o gewihlt mit dem inneren Produkt (u,v) = Juod z. 
0 


1. Beispiel 
— (p(z) wu’) + q(z)u + es8(z)u(z) = Au(z); u(O0) = u(l) = 0. 
Der ungestérte Operator Ay in Y’ ist Agu = — (p(x) u’)’ + g(x) u, wobei 
WM’ die Gesamtheit aller in 0 S z S/ zweimal stetig differenzierbaren Funk- 
tionen u(z) mit «(0) = u(l) = 0 ist. Da nach einem klassischen Satz A, 
in &’ ein vollstandiges System von Eigenfunktionen besitzt, ist 4g zu einem 
selbstadjungierten Operator abschlieBbar?). sore ist Vesenineny 1 
von Satz 1 erfiillt. In &’ sei A; u=s (z) u. Es ist {e(eywae <f[ was, 


also |A,u| < 8 |u| fiir alle u aus WM’. Damit ist Vestutistinine 2 von Satz 1 
mit p = 0,a = 8, b = Oerfillt. Sind g™, g™, . . . ein vollstandiges System 
von Eigenfunktionen des ungestérten Operators und 4, 4®,... die zuge- 
hérigen Eigenwerte, dann ist bekanntlich jeder der Eigenwerte 4” einfach. 
(Voraussetzung 4 von Satz 1.) Also konvergieren die gestérten Kigen- 
werte A (e) = 4” + eA? +... und die gestérten Eigenfunktionen 
gy” (e) = 9 + egi’? +... (diese im Mittel) mindestens fiir alle e¢ mit 
jel < ii Da bekanntlich die 4 nicht beliebig dicht aneinander riicken, 


bleiben die Zahlen d fiir alle 4) gleichzeitig oberhalb einer festen positiven 
Zahl 4. D. h. es gibt fiir alle 4 (e), we gleichzeitig Konvergenz in einem 
Kreis, dessen Radius mindestens > ;, Detrigt. 


2. Beispiel. 
—(p(z) uw’) + ¢(z)u+ ety = Au; u(0) = u(l) = 0. 


Der ungestérte Operator Ay in UM’ ist derselbe wie im 1. Beispiel. Da der 

Operator A,u = _ () nicht auf alle Funktionen von YW’ angewendet werden 

kann, miissen Sats | 3 und Satz 4 herangezogen werden. Wir betrachten die 
t 


Form (u A, v) = (u Ay v) + € (uw A; v) = Je @we’ + q (z) uvt)dz+ 
I 
+e [TP ueds. Es ist offenbar (u Ay v) = (Ao, ») fiir u,v aus M’ und 
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es ist (u A, v) = ic 2 @) yu odz in &’ erklart. Fiir den in Satz 3 genannten 
t 


Raum ©’ wahlen wir &’. (Der Raum G, in dem See) uv’ + q(z)uv)dz 
abgeschlossen ist, wire der Raum aller in 0 < z S/ totalstetigen Funktionen 
mit jweae < o und (0) = u(l) = 0). Um die Ungleichung (32) zu be- 
weisen, benntes man die fiir alle « aus &’ ote Ungleichung 
F- dx <4 jue u'2dz, Aus ihr high |(wA,u)| Ss bf u'2dz. Andererseits 
ist (u Agu) > pofw 2dz+ to wae, also 


t. 
(60) [weds < 2 dow) — 2 u,w) 


0 


und $*° (u Ag u) =] |(u A, u)| + tiegs[utaz In (32) kann man daher p = 0, 


b= ma a = Max (— a0. 0) setzen. — Es sind also alle Voraussetzungen 
0 

von Satz 3 und 4 erfiillt. Mit A(e) in M(e) bezeichnen wir den nach Satz 3 

zur Form (uv A,v) gehdrigen reguliren selbstadjungierten Operator. Wie 

haingt A(e) mit dem urspriinglich gegebenen gestérten Differentialoperator 

zusammen ? Erklart man z. B. A (e) u = — (p(z) uw’) + 9q(z)ut e *() y fur 


z 
alle u aus dem Raum @(e), der fiir « = 0 mit X’ merneay or wanes mége und 


der fiir e + Oaus denjenigen Funktionen aus Y’ besteht, fiir ai (Du u) dz<@ 


ist, dann gilt (4 (e) u, v) = (u A, ») fiir alle uw aus U(e) und alle v aus W’. Es 
ist dann A (e) eine regulire selbstadjungierte Fortsetzung von A (e) (d. h. H(e) 
liegt in U(e) und A(e)u = — (p(x) u’) + q(z)u+ ey fiir u aus H(e)) 
und zwar die einzige, fiir welche (A(e) u,v) = (u A, “) ist. Der Satz 3 be- 
hauptet aber micht, daB A(e) die einzige regulire selbstadjungierte Fort- 
setzung von A (e) ist; allerdings kénnte fiir eine andere Fortsetzung A(e) 
nicht (A(e) u, v) = (u A, v) gelten. 


Nachdem p, a, 5 bestimmt sind, ergibt Satz 4 unmittelbar die Fehler- 
abschatzungen fiir die Naherungen der Kigenwerte und Eigenfunktionen der 
gestorten Form (u A,v), d.h. des Operators A(e). Fiir die Eigenfunktionen 
wird dabei. nicht nur eine Abschitzung im Mittel angegeben, sondern es 
wird nach Satz 4 sogar || g(e) —(¢o + €¢1 + --.+ &" @n)|| abgeschatzt, 
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wobei ||u|| = + Vb (Ao u, u) + (@ + 1) (uw, u) ist. Das heiBt aber, 
daB sogar das Maximum des (gewdhnlichen) absoluten Betrages von 
p(t) — (go + 91 +... + & Gn) abgeschitzt wird, weil man leicht 
zeigt, daB | Max |« (2)| S y-||«|| ist fir alle Funktionen u aus ©; dabei 


hangt y nur von Po, Yo, 8 ab. Die Konvergenz von p(s) = go + £9, +.. 
ist also eine gleichmdfige in x im ganzen Intervall 0 < z Sl. 


3. Beispiel. 
— (p(z) wu’)! + q(z)u =Au; u(0) = 0, u'(l) + eu(l) = 0. 
! 
Wir betrachten die Form (u A,v) = (u Ap v) + e (uA, 0) = J (p(x) u’ vo’ + 


+ q(z)uv)dz + eu(l)v(l). Zu MW zahlen wir alle u mit stetigem u, u’, u”’ 
inO0 S z Slundu (0) = 0,u’(l) = 0; zu G’ alle u mit denselben Bedingungen 
bis auf die Bedingung u’(l) = 0. Offenbar ist (u A, v) in G’ erklart. Wegen 


I ! 
u(!) = {wadz, wi) sifwede ist nach (60) | (uA, u)| ss Ap 4) — 
— Hu, u). Also gilt (32) mit a = Max ( ,— te), b= =, p = 0. 


4. Beispiel. 
— 4u— <u+ €s(z,y,2)u = du. 


Als (reellen) Hilbertschen are wahlen wir die era der (reellen) 
Funktionen wu (z,y,z) mit [fjwar < oo; (u,v) = ii uvdt. Es sei 


r = Vzt + y* + 2®, c eine Konstante und s(z, y, z) eine Funktion der Gestalt 





(61) +(e, y,2) = 9 (x, y,2) + 2H) 4 (ey), 
wobei 8), 8, 8s fiir alle z, y,z stetige, beschrinkte Funktionen sind: 
(62) |s:| So, |se| So, |83| So. 


Der ungestérte Schrédinger-Operator 49u = — Ju — —w sei erklart fiir 
die Gesamtheit M1’ aller Funktionen w, fiir die gilt: Bezeichnet ’ den Gesamt- 
raum, wennc = 0 ist, sonst den Gesamtraum ohne den Punkt z = y = z = 0, 
dann sei u mit seinen Ableitungen bis zur ow Ordnung einschlieBlich 
stetig in J" und die Integrale WAS (4u+ <u)’ dr, JA ws + u2 + ut) de, 


ew dr, u2dt seien endlich. Nach K. Friedrichs?*) ist Ag in & 
iste Ip 


erry loc. cit., Anm. *), insbesondere Math. Annalen 109 (1934), S. 690. 
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durch AbschlieBen zu einem selbstadjungierten Operator fortsetzbar 
(ja es liegen sogar alle Eigenfunktionen endlicher Intervalle von 
Ay bereits in Y’). AuBerdem gilt in YM’ die Greensche Umformung 


(Ag u,v) = iff (u.V_ + Uyt, + u,%, — Su v) dt. Nun gilt!5) fiir alle 

aus YW’ die Ungleichung iff 5 dt <4 iif (ue + ul + a2) dr. Fir 

u,v aus YW’ ist iJ suvdt = (uA, v) sinnvoll. Die  gestérte 
r 


Form (uA, v) = (Agu,v) + e€ (u A, vy) ist daher in YW  er- 


klart (wir setzen oY = G6’). Aus let Li 2et folgt 
(Agu, u) > MJ (u® + uy +u2)dr — ; H}} edt — 2c If) wu? dt und daraus 
(63) (dg u.u) = 4 iff (u2 + u® + u®) dr — 2 c2 (u. u). 


‘} 
Danach ist (Ap u,u) nach unten halbbeschrinkt mit der unteren Schranke 
—2c¢2. Wegen |s(z, y.z)| S o(1 + = + 3) <s . (1 + =) wird 


—_ 2 


jw Ay te)| S 32 (uw. uy + 32-4. fff (ud + 2 + u2)de < 92 (uu) + 
} 


+ 120 (Agu, u) + 240? (u, u). 


Damit ist das Bestehen der Ungleichung (32) mit p = 0,4 = = + 24c% 0, 


= 120 nachgewiesen. Der zu (u A,v) nach Satz 3 gehérige Operator A (e) 
ist also in einer Umgebung von ¢ = 0 regular und selbstadjungiert. Nach 
Satz 3 der dritten Mitteilung gibt es daher zu den diskreten Eigenwerten 
AM, 2... . und Eigenfunktionen 9, 9,... des ungestérten Operators 
regulare Eigenwerte und Eigenfunktionen A‘ (e), p(e) von A(e). Nach 
Satz 4 lassen sich mit den eben berechneten Werten von a und 6 explizite 
Fehlerabschatzungen fiir die Naherungen von 2(e) und ¢(e) angeben, 
wenn A® der kleinste der ungestérten Eigenwerte ist. denn dieser ist einfach. 


$7. 
Ein Gegenbeispiel. 

Bei Operatoren A(e), die fiir ¢ = 0 halbbeschriinkt nach unten sind, 
haben wir zum Nachweis der Regularitét Kriterien verwendet (Satz 3 in 
dieser und Satz 6 in der dritten Mitteilung), die gleichzeitig zur Folge haben, 
daB A(e) auch fiir ¢ + 0 nach unten halbbeschrinkt ist. sogar mit einer 
von ¢ unabhiangigen Schranke. Es soii an einem Beispiel gezeigt werden, 


83) Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, Berlin 1931, Bd. 1, 
2. Aufl., S. 388. 
Mathematisthe Annalen. 117. 25 


- 
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da8 das an der speziellen Natur unserer Kriterien liegt und nicht etwa schon 
aus der Regularitét von A(e) folgt. 


1 
Dazu sei § der (reelle) Hilbertsche Raum aller u(z) mit { w* dz < @®; 


1 
(u,v) = [uodz. Fiir alle ¢ ist dann der Operator A(e) u =s-a; im 


1 


Bereich der Funktionen u, fir die {—,“,—.dz < @ gilt, ein selbst- 


(— zp 
adjungierter Operator. Um zu nian, da8 fiir eine Umgebung von ¢ = 0 
der Operator A(e) auch regular ist, geniigt es nach Satz 1 der dritten Mit- 
teilung zu zeigen, daB A(e) + 1 eine regulaire beschrinkte Reziproke hat. 
Nun ist (A (e) + 1)-?u = (1 — ag) eewib fr] e| <1 ein beschrinkter 
Operator. Wegen aoa i al! + ra’+ (rea) “+ -++) 
aber auch ein regularer. 
Das Spektrum von A (0) u = Su ist kontinuierlich und besteht aus 
allen Punkten 4 > 1. Das Spektrum von A(e) aber besteht fiir | «| < 1 aus 
den Punkten 4 > — und den Punkten 4 S — ‘. A(e) ist also fiir 


0 <|e| <1 nicht halbbeschrankt. 














(Eingegangen am 10. 12. 1939.) 








Ein Eindeutigkeitssatz fiir analytische Funktionen. 


Von 


Frantisek Wolf in Stockholm (Schweden). 


Die Funktion /(z) sei (I) analytisch im Eimheitskreis. (II) Es gebe 
eine Punktmenge %(6), welche der Durchschnitt unendlich vieler offener 
Mengen und iiberall dicht in (a, #) ist, in welcher 

ip, re) 
endlich ist. (III) Ferner sei 
lim |f(ré*)| =0 
r—>il 
fast iiberall in («, £). 
Dann ist f(z) = 0. 
Beweis: Die Punktmengen 
U(o,N; 6) = E[if(re*)| SN, r Soe) 
und 
U(N; 6) = im, Cri(o, N; 6) 
sind abgeschlossen. 
Nach (II) ist 
lim & (N; 6) > M4). 
No 

Da %(6) als Durchschnitt offener Mengen von der zweiten Kategorie 
in sich selbst ist, so gibt es ein N,, fiir welches U(N,; 4) dicht in einem 
Abschnitt (y, 6)-9(8) (c(«,8)) ist. Dann ist also auch M(N,;6) in 
(y, 6) dicht, und da es abgeschlossen ist, folgt daraus 

U (N;; 8) D> (y, d). 

Im Kreisausschnitt y < 6 < 4 ist daher 

\f(re*)| SN, 


und f(z) ein Poissonintegral (definiert mittels einer konformen Abbildung). 
Es besitzt als solches fast iiberall eine beschrinkte Randfunktion, welche 
nach (III) auf dem Kreisbogen Null ist. Als ein Poissonintegral ist hier 
{(z) sogar stetig Null und daher analytisch. Hieraus folgt f(z) = 0. 


(Eingegangen am 11. 6. 1939.) 











Uber hypergeometrische Funktionen zweier 
Verinderlichen. 


Von 


J. Horn in Darmstadt. 





In der Arbeit ,,Hypergeometrische Funktionen zweier Verinderlichen“ 
(Math. Annalen 111, 8. 638—677; 113, 8. 242—291) ist das Verhalten einiger 
hypergeometrischer Funktionen zweier Veranderlichen') bei der Annaherung 
an singulare Stellen der Unbestimmtheit untersucht worden. Die hyper- 
geometrische Funktion ®, (A, 6’, y, z, y), die in mancher Hinsicht ein be- 
sonderes Verhalten zeigt, ist eingehender behandelt worden in der Arbeit 
~Dber eine hypergeometrische Funktion zweier Veranderlichen“ (Monatsh. 
f. Math. u. Phys. 47, 8. 186—194, 359—379)?). ' 

In der vorliegenden Arbeit wird (§ 1—3) die Funktion I’, (8, f’, z, y) 
in Weiterfiihrung der in Math. Annalen 111 und 113 begonnenen Behandlung 
eingehender untersucht, wobei in M. abgeleitete allgemeine Satze benutzt 
werden und Unterschiede zwischen J, und ®, hervortreten. Weiterhin 
werden (§ 4) fiir die in Math. Annalen 113 behandelte Funktion H, («, y, 6, 2, y) 
Erganzungen und Verbesserungen gegeben, wobei an § 1—3 angekniipft wird. 


$1. 


Die bestindig konvergente hypergeometrische Reihe®) 
(B, n — m) (B’, m — n) ” 
Ty(B, B, 2, y=") iL mj)(l.a) 7 Y 
geniigt, wenn f + f’ + 0 ist, den Differentialgleichungen 
Gz 
3a ™ 
Op _ (y—#)z+ (fF —1—z)p+yq 
(a) Oz _ Zz , 
oq 
dz 
oz 
dy * 


a 
(b) ay = 
aq _ (z=—f)z+ep+ ('—1—y)¢g 
dy 4 
1) Siehe die Zitate Math. Annalen 111, S. 638. 
*) Diese Arbeit wird mit M. zitiert. 
%) Math. Annalen 105 (1931), S. 384, 390, 397. 








= 2; 
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mit den singularen Linien der Bestimmtheit z = 0, y = 0 und den singularen 
Linien der Unbestimmtheit z= ©, y = o. Die Differentialgleichungen 
haben drei linear unabhingige Lésungen 


z= I2(8, &, 2, y), 
= (8 + B’, m — n) ” 
mot DS Tha eH (— y)", 
(8 + 8’, »— m) . 
yee wd (1, m)(1 +P, 9) (1, 8—m) (— x)"(— y)", 


deren Verhalten an irgendeiner Stelle der singularen Linien z = 0 und y = 0 
mit Ausnahme der Stellen z = 0, y = © und sz = o, y = 0 bekannt ist. 
Es handelt sich jetzt um das Verhalten der Lésungen unseres Differential- 
gleichungssystems bei der Anniherung an die singuldre Linie der Unbestimmt- 
heit z = @. 

Die Differentialgleichungen (a) fiir die Funktionen z, p, g von z haben 
die Unbestimmtheitsstelle z = ©, deren charakteristische Determinante 








—x 5 0 | 
0, —l1l-—x, 0 | 


1, 0, 1—x| 
die Elementarteiler x2, x + 1 besitzt. 


I. Zur Bestimmung der dem Elementarteiler x? entsprechenden Lé- 
sungen fiihren wir die Differentialgleichungen (a) durch Einfiihrung der ab- 
hangigen Veranderlichen 


¥1 = 2+?P, 
js = —t-—7, 
Je." - ? 


iiber in die Gleichungen 





on Bn +yw+ (b+ h— Nos 
Oz z 


é 
+ y; = 0, 


a "ys +) +p'—1 
Sh + y, Fm um +P B “)¥ = 0 





von der Form (A”) in Math. Annalen 111, 8S. 6524). Durch die Substitution 
Zz = x2; y= Y;, Y= r¥o, ¥3 = Y; 


*) Diese Arbeit wird mit A. zitiert. 
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erhalten wir 





pe + 2y¥o+ 2p Y, +2(6 + 6’ —1) ¥; = 0, 


M1 42¥,++Y, =0, 





rll yay, 22 y,— Mn tesPo0ty 9 
Die weitere Substitution 
Y, =e"tZ, (a = 1, 2, 3), 
31 = 22, —*' Zy, 32 = 22, +%' Ze, 33 = Zs 
fiihrt, wenn 
x = 2Vy 


gesetzt wird (mit einem beliebigen Wert der Quadratwurzel) und y + 9 
ist, zu den Differentialgleichungen 
1 1 


eo 2 
o3) 4. 3+ —* 3,4 SU+F Do = 





e - r+ 
939 + ay Set} an + 2 de + SEE = NG, mo, 








+193 +93, + 1 3, — Vga tly - 
Wir haben die formale Lésung 


Sue 
3. a gs (a = 1, 2, 3) 
mit 320 = 0, 330 = 0 und den Rekursionsformeln 
4 Vy Sen + (8° —) Br; a1 — ("= 1) Be, n-1 + 4(B +B —1) Bs, n-1 = 0, 
23en + 23, a-l -%3, e-1i t+ 2Vy 3s, a-1™ (B" +n _ $) 3s. a-2 = 0, 


Bin = (f° — 3) Sen + 4(8 +B — 1) See 


Insbesondere ist 
(6 - +) 3: 
321 = ———® 
Bar = — Se, 





hoot 1 2) apse 1) Vy} 310. 
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Es ist 
P=-— Ys, 
z=%t ¥s, 
yo --F 


P= — elev 3,, 
2 = Lely (3, + Be + 430), 
ge — Letty (3, + 32 +435 + /=(-3:+3a. 


Zur Bestimmung von 319 benutzen wir die Gleichung 
oz 
ay q 
oder 
9 (3; + 3s + 43s) z <= 
Set 43) + 3,4 32+ 430 +2 P/F (ae +23) = 0. 
Wenn man die Reihen fiir die 3, einsetzt und die Glieder mit x” ~+ 
vergleicht, hat man 


<i + Biot “Sar FSS — 9 





_ oder, wenn man 


r-3 


af Soe - ( oy +2) 310 





setzt, 
1 


gv -— 
se = ( ay +1)3.. 





Daraus folgt 
| 
Sio= y*® *¢. 
Nach den Rekursionsformeln fiir die 3, , ist 


oe (a = 1, 2, 3) 


eine lineare homogene Funktion von 


yi, ae: eocs ,s- . wi 


y feblt in Sen, y~F in pe. 


< 
wis 
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So findet man 





ist. 
Die Laplaceschen Integrale 


Be = fwa(fye tae (a = 1, 2,3), 
0 
deren Integrationsweg arg ¢ = die Bedingung cos 2 < 05) erfiillt und wo 
= / Te= i 
w, (¢) = > di ae a i 
n=0 r(e +n — s 


langs des Integrationsweges fortzusetzen ist, geniigen den Differential- 
gleichungen der Funktionen 3, von x und werden, wenn x ins Unendliche 
geht, durch die Reihen 


oc 


2 y’ Sen 


— —, ttt 


asymptotisch dargestellt, und zwar gleichmaBig fiir alle reellen y in einem 
abgeschlossenen Intervall, welches y = 0 weder im Innern noch auf dem 
Rande enthilt (oder fiir alle komplexen y in einem abgeschlossenen Gebiet, 
welches y = 0 weder im Innern noch auf dem Rande enthilt) °). 

Die Formel 


z= Tel(3, + Be + 43s) 


ergibt ein Laplacesches Integral, welches den Differentialgleichungen der 


Funktion I’, (8, 6’, z, y) geniigt und fiir groBe x durch die diesen Differential- 
gleichungen formal geniigende Reihe 





sae tits ya 
be ar le n=0 =? 
*) A., S.652—658. In der Bedingung 
erie 
R—<0 
a 
ist a = 1 zu setzen. Es ist — <o< 3x oder 5a <o< in 
4 4 4 4 


*) Beweis dieser Behauptung im Nachtrag. 




















Hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen. 389 
asymptotisch dargestellt wird, und zwar gleichmaBig in einem beschrankten 
Intervall, das y = 0 nicht enthalt, also entweder fiir 


0<AsySB-—@ 
oder fiir 
*“ ~@<ASySB<0. 


Nachtrag. In dem Differentialgleichungssystern (A) in A., 8. 652 


e+ De. vo = 0, 


any 4 D(H ss) Mp = 0, 


p= 
be a!) 
ae + eMs +2 “E+ .-.)ye=0 
seien a{)}, a5, ... Funktionen eines Parameters u, welche sich im, Kreis 


U |u —a| SQ regular verhalten; a sei eine von Null verschiedene, von u 
unabhangige GréBe; die regulire Funktion a} = a{}(u) sei in U von Null 
verschieden. Wie in A. werden die neuen iladan Veranderlichen 
3, (« = 1, 2,3) und die neue unabhingige Veranderliche x eingefiihrt. Die 
Differentialgleichungen (A) a. a. O., 8.653 mit x’ = 2 Va‘) haben als Koeffi- 
zienten Funktionen von u, die in U regular sind. Die Koeffizienten U,, 
der dem System (A) geniigenden Reihen 





3. = 5 3 (a = 1, 2, 3) 


mit r = af) + af} + } sind in U regulare Funktionen von u. Die Integral- 
gleichungen (B) a.a.0O., S. 655 haben die Lésung 


n—1 
w(t) = ae — (a = 1, 2, 3) 
mit den dort angegebenen Eigenschaften. Das Laplacesche Integral 
= J setae, 


dessen Integrationsweg argt = w die Bedingung 


iw 
a <0 


’) Wie friher kann der reelle Teil von r positiv vorausgesetzt werden. 
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erfiillt, wird, wenn x ins Unendliche geht, durch die Reihe 


aa 


asymptotisch dargestellt, und zwar gleichmaBig fiir alle u im Gebiet U. 

Die hier ausgesprochenen Behauptungen werden im AnschluB an A., 
8. 652—658 ahnlich bewiesen wie in M., § 8 die entsprechtnden Satze fiir das 
dortige einfachere Differentialgleichungssystem (A). . 

Im Falle des Differentialgleichungssystems (a) ist nash Einfiihrung der 
abhingigen Verinderlichen y;, ye, ys a{3 = y; der Parameter wu ist hier y, 
und das Gebiet U darf y = 0 nicht enthalten. 

II. Um die Lésung der Differentialgleichungen (a) zu bestimmen, 
welche dem Elementarteiler x +1 der charakteristischen Determinante 
entspricht, fiihren wir die Differentialgleichungen (a) durch die Substitution 


z=e*3, p=e *p, g=e"*q 








iiber in 
st =a+p, 
op _ (y— 63+ B—Net+ya 
_— =z 
34 3+ q. 


Fiir die Reihen 
3n . P 
3 -a 7 “23 
ergeben sich die Rekursionsformeln 
— (r+ — 1) dn-1 = tn + Pas 
— (r+ — 1)pa-1 = (y — B’) dn-1 + (B — 1) Pn-1 + 9 G1, 


— (r +” — 1)Qn-1 = dn + Gee 


Aus der ersten und dritten Gleichung fiir » = 0 und der zweiten Gleichung 
fir » = 1 folgt 












Po = Go = — do, 

r=1—p-Ff. 
Die drei Rekursionsformeln lassen s. ‘* nunmehr, wenn in der zweiten » — 1 
durch » ersetzt wird, folgendermaBen schreiben: 


— B’)in + (2 — Bf) 0. + 44, = 0, 
Pn = — in + (B+ 8 —) dn-1, 
Gn = — in + (8 + B — 2) Ga-1- 
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Dabei kann die erste Gleichung durch die folgende ersetzt. werden: 
% dn = (8B + B — n) ((m — 8’) an-1 + ¥ Gn-1)- 
Zunichst ist 
t: = (8 +B —1)(1 — 8’ — 9) bo, 
a= —-nt+G+h —l)ir, 
a = —t — B+ Ph — 1) 
Durch den Schlu8 von » — 1 auf nm zeigt man, da8 
be Me Me 
to” 0° % 


ganze rationale Funktionen n-ten Grades von y sind. Wir schreiben 


bn 
0 = f. (y)- 


Um % als Funktion von y zu bestimmen, setzen wir in der ersten 
Gleichung (b) 


oder 


vee. 
also 
jo =e" 
Die Reihe 
z= o> oes 
geht wegen 
dn = fn (y) e-%, 


wo f,(y) eine ganze Funktion n-ten Grades von y ist, iiber in 


. ta (y) 
2 e~2-V eg t+Ph'—-1 aa 
Pa 
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Das Laplacesche Integral 





sae 88 ft F—1() + { w (¢) e-** de), 
0 


wo 
= nm—l 
w(t) = De 
n=l 


ist, geniigt den Differentialgleichungen der Funktion J’, und wird fiir groBe z 
durch die angeschriebene Reihe asymptotisch dargestellt, und zwar gleich- 
maBig fiir alle y in einem beschrinkten Intervall J. Es ist demnach 


z= emt yg trl (» ran + =); 





v=0 


nach Angabe einer beliebig kleinen positiven GréBe ¢ kann man R > 0 so 
groB wihlen, daB fiir z > R und fiir alle y in J 


le,| <e 
ist. Wenn wir 
€,¢e-9 =e) 
setzen, ist 
n ~_ , 
z= emt git f'-1 ( ee + 2). 


n 
va zx z 


fiir z > R’ (R’ hinreichend groB) und fiir y in J ist 


Je| <e. 


§ 2. 

Wir untersuchen das Verhalten der Lésungen des Differentialgleichungs- 
systems der Funktion J’, (8, 6’, x, y) bei der Anniherung an den Schnittpunkt 
z= ©, y = @ der singuldren Linien z = @& und y = ©, und zwar mége 
die Annaherung lings einer Geraden erfolgen *). 

In den Differentialgleichungen (a), (b) in §1 fiihren wir vermége der 
Substitution 

xz =at, y = bt, 


a = cos g, 6 = sin p 


®) Wir stellen uns die Veranderlichen x, y als reell vor. 
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die neuen Veranderlichen t, g (Polarkoordinaten) ein und lassen die positive 
Veranderliche ¢ unendlich werden. Wir erhalten so die Differentialgleichungen 











a =ap + bq, 
(A) oP — 2b2—apt+bq—S24F—1p, 
of = 2az +ap—bg— 424% — 14; 
< = — btp+atg, 
B Op _ [(a® — b*)t + f’b)z + [abt — (8 — 1) db] p — b? tq 
(B) Je = , 
Oq _ [(a* — b*)t = fBajz + a*tp + [(f’ —1)a —abt)q 
ap b 


Das System (A) mit der unabhangigen Verinderlichen ¢ und dem Para- 
meter g hat die Unbestimmtheitsstellet = oo. Die charakteristische Gleichung 


— %, a, b 
26, —a-x, b = 0 
2a, a, —b—x 


| 
hat drei verschiedene Wurzeln 


x=—a—b, —2Vab, 2 Va b. 
wenn a + 0, b + 0, a = b ist *). 


Entsprechend der Wurzel x = — a — 6 fiihren wir das System (A) 
durch die Substitution 


S = eat bt, p= et Ey q= et tg 


iiber in das System 


23 — (a + b)3 tap +a, 

—1 
oP — 2b3 +bp+bq— 234%», 
aq 


x= 2a3+ap+aq— 4342-14, 
dessen charakteristische Gleichung die Wurzeln 
0, —2¥ab+a+b=(Va—Vop, 2¥ab+a+b=(Va+ op 


*) Von der A., 8S. 661 vorgenommenen Transformation der abhingigen Verander- 
lichen sehen wir hier ab. 
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hat.. Die zweite oder dritte Wurzel verschwindet fiir die singularen Werte 
von g, welche der Gleichung a= 6 oder tggy=1 geniigen, das ist 


9 = a = ..-™). Wir haben die formalen Reihen 
co a bp oo a, 
= a vt =2. vt = PY +n 


a=0 a=0 
r=1—f-8 











mit 
und 
Po = Go = — 30: 
dn» Pa» Gn Sind rationale Funktionen von Va, Vb und homogene Funktionen 
(— %)-ten Grades von a, 5; es ist 
in = 30 fn (a, b), 
fn (A a, A b) =i-* fn (a, b). 
Die ree (B) gehen iiber in 


= (a — b)t3z — btp + ata, 





eo 

op [(a* — b*) t + B’b) 3 — (6 — 1) bp — d*tq 
ae = =atp+ = ’ 
 — [(a* — b*) t — Ba)3 + a*tp + (f’ — l)agq 
Je btq+ 5 ‘ 





Durch Einsetzung der Reihen fiir 3, p,q in die zweite und dritte Gleichung 
und Vergleichung der Koeffizienten von ; ergeben sich die Gleichungen 


ase = a® p, — b8q, + (a? — b*) 3, + B’ bao — (8B — 1) dpe, 


bo = at p, — b? q, + (at — b) 3, — Bag + (f’ — l) ad 
und hieraus durch Subtraktion 
— (a — 0) 5% = (6 +6 —1)(0 + b)io 


= (a — bf +P-1, 
1°) In dem Differentialgleichungssvstem (A) in M., 8S. 370 


+...=0 (a =1, ..., m) 


sind, wenna, = 0 ist und a,, ..., a,, von dem Parameter u abhangen (M., S. 376—377), 
die Nullstellen von a,, ...,a,, singulire Werte von «. ’ 








Hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen. 395 
Demnach ist 


2 = e~ @+0t(q — byte—1g+e—1 tn (a, b) 
n=@6 t 


oder 


z= e-*-¥ (4 — y¥t*—1 SF, (c, y), 
a=0 
wo f, (z, y) rational in Vz, Vy und homogen (— n)-ten Grades in z, y ist. 
Der Wurzel x = — 2 Va b entsprechend, setzen wir 
z= e—2 Vad-t3, P= e-2Vab-ty, q= e—2Vab-tq, 
Die Differentialgleichungen (A) gehen iiber in 


23 = 2¥ab3+ap+bq, 


oP = 263+ (—a+2Vab)p +bq— 534 F—*», 
dq —1 





oo = 203 + ap +(—b+2Vabpq— 43 + P= 4. 


Die charakteristische Gleichung dieses Systems hat die Wurzeln 
0, —a—b—2Vab = — (Va + Vo), — 2 Vab—2Vab = — 4 Vad. 
Die zweite oder dritte Wurzel verschwindet fiir die singuliren Werte von 9, 
welche einer der Gleichungen 
a=0, 6=0, a=b 
oder 
cseg=0, sng=0, tggy=1 


geniigen, also fir g = > + 0, 2; > “2 bis auf Vielfache von 22. Das 


Differentialgleichungssystem wird durch Reihen 


«x 


oo 3n oo p a, 
a= Ds p= Do, 7S tn 
n=O . an=0 0 








mit 


r=} 


b a 
n= —- pro w= - en 


formal befriedigt; 3,, Pn» Gn hangén wie vorhin von a,b ab; wir schreiben 


und 


an = Gp (2, b). 
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Die Differentialgleichungen (B) gehen iiber in 














a3 a* — } 

—- = ———t3 — bil tq, 

oP Vab é Satat . 
op _ o—O “ [(a* — b*)¢ + f’b) 3 + [abt — (8 — 1) 6) p —b? tq | 
oy ab a , ’ 
aq a? — 2 [(a* — b*) ¢— Ba]3 + a®tp + [(f —1)a—abt]q 

= = ——-! . 

O@ ab a+ 6 


Durch Einsetzung der Reihen und Vergleichung der Koeffizienten von fe 
erhalt man die Gleichungen 


d a? — b? 
w=" “Vab -: — bp, + aq, 


dp,  a?—b? a? — 63 B’bi— (B—1) bP 
ha (TS )pr——at+ a 





dm _ #—¥ ab? — Bade + (B'—1) 44% 
Ste OT + To + TS $06.4 


aus welchen durch Multiplikation mit Va — Vb, Va, — Vb die von 3;, pi, a 
freie — 


(Va — Yo) 5 + Va She — yobs 
= {516 to — (8 — 1) pol — L— Bao + (8 — Va) 


hervorgeht. Driickt man po, 4% durch 39 aus, so erhilt man dit Gleichung 





ye b ‘Va + I a? la + 2 Vp 
2(Va — Vb) Ee e+ 48 Bsa ki Phare. 


Wenn man vermittels der Substitution Vtg g = w integriert. findet man 


oo 
io =a *b 2 (Ya — 1b)?" -%. 
Demnach ist 


— ~  . — - — = ,6 
z= e-2labtqg 2h 2% (Va — yby'-?'—-1t eo 


ma 
n =0 8 


s—?" 1 


2=e-tleyg iy” F (yz — Vy) 2? D> an (2, y), 


n=O 





wo g, (z, y) rational in Vz, Vy und homogen (— )-ten Grades in z, y ist. 
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Aus dieser Lésung geht eine andere hervor, indem man Vy durch — Vy 
ersetzt. 
Wir verstehen unter 


a, (i = 1, 2, 3) 
eine der GroBen ’ 


a + b, 2 Vab, — 2 Vab 
und unter 3,, Pn, G, die Koeffizienten eines der oben bestimmten Reihen- 


systeme. Die Reihen 
57 8n(¢—@,)" +? 
w (¢) “2 I(r +n) > 





. P,, (¢—a,**—? 
L(r+-n) , 





w' (2) = 


=0 


” . a, —a,)"**—" 
w'() = Sree 


konvergieren in einem Kreis der ¢-Ebene vom Mittelpunkt a,, dessen Peri- 
pherie durch die nichste der von a, verschiedenen Stellen a,, a2, @3 geht "*). 
Wir denken uns diese Reihen von a, nach © auf geradlinigem Wege fort- 
gesetzt, welcher keine von a; verschiedene Stelle a,,a2,@3 enthialt. Die 
Laplaceschen Integrale 





z =fw (C)e—*+ dZ, 
a 

p= fui (je-Sae, 
a 


q =fw" (pede 
a 


sind Funktionen von ¢ und @ (oder von z und y), welche den Differential- 
gleichungen von J’, geniigen und durch Reiher 


— agt 3n 
z=e _——, 
aere 
p=e Pa, 
a, er" 
t 7 on 
q=e 7 
n=0 


") Esistr = 1 — 6 — # fira, =a + b,r = } fire, = 2 ab unda, = —2)ad; 
dar Pa» G, Sind fir ¢ = 1, 2,3 verschieden. 
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J. Horn. 














398 
welche diesen Differentialgleichungen formal geniigen, asymptotisch dar- 
gestellt werden, und zwar gleichmibig fiir alle g, welche einem Interval] 
angehéren, das weder im Innern noch auf dem Rande ein singulares g ent- 
halt **). Die singuliren g-Werte geniigen fiir i = 1 der Gleichung a = }, 
fiir i = 2 und i = 3 einer der Gleichungen a = 0, 6 = 0, a = 6. 

Aus 


z= | w(fje"“dt 


folgt 


+t = | | w(f)dl-e-* dt 
a 4% 
usw. So ergeben sich aus den Differentialgleichungen (A) die Integral- 
gleichungen 
Cw + aw’ + bw” = 0, 


5 " 
2 bw + (¢ — a) w’ + bw” — p’ | wd + (8 — 1) fw’ dt =0, 
aj aj 


t 
2aw + aw +(¢—b)w” —B {wat + (6 —1) {wat =0 
a4 


ai 


und daraus die Differentialgleichungen 














cor +o +b + w= 0, 
262% 4 (¢—a) 9% +59" _ pw + pw =0, 
Ow Ow’ Aw" + apt? 
deren singulire Stellen die Wurzeln a, (i = 1, 2,3) der Gleichung 
ct, 6, b 


A(t)=|2b, C-a, b | =(f—a—b) (C—2 Vab) (¢ + 2 Yad) 
2a, a, ¢—b| 





12) Vel. M., $8. 
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sind. Die Differentialgleichungen lassen sich schreiben: 


A(O) Fe +16 — a —b) + BO(E — 2a) + f’a(t — 20)]w 
— Ba(t —2b)w’ — p’' b(t —2a)w” =0, 

4(¢) oe + [= 2b(¢—a—b)—B (0? — bf — 2ab) + PoC — 2b))w 
+ B(t® — bf —2ab)w’ — prb(t — 2b) w” = 0, 

A(C) “5 +[—-2a(¢ — a=) + f'a(t — 2a) —B(?— at — 2ab)]w 
— Ba(l —2a)w’ + B (Cf? —al — 2ab)w” =0. 


Die zu der singularen Stelle a, (1 = 1, 2, 3) gehérige determinierende Gleichung 
hat auBer der Doppelwurzel go = 0 die von Null verschiedene Wurzel 
o = —6 — f#’ fira, = a+b, 0 = — ffiira, =2 Vab und fiir as = —2Vab. 


Der Fall a = 6, etwa 9 = 7 ist besonders zu behandeln. Es ist 





a=b=Z,, a+b=2Vab=Y2, —2Yab = —J?, 
so daB zwei singulare Stellen des Differentialgleichungssystems zusammen- 
fallen. Jetzt ist 
A (¢) = (¢ — V2)2 (¢ + V2). 
Durch die Substitution 
t=nV2 


gehen die Differentialgleichungen nach Division mit 4 — 1 iiber in 


(n— In +1) 5” + (n+ 24") w—-Sw — Sw" =0, 


(1-1) (9 +1) $= — (B'n + 1-25") w + B(n + Z)w — Fw” =0, 


(n= Win +) — (6 +14 25%) w— Sw + B'(n +4) w" = 0. 





2 
Die zur singularen Stelle 7 = 1 gehérige determinierende Gleichung hat die 
Wurzeln 9 = ote und g@ = — b+e+t neben 9 = 0. Zur singularen 
Stelle » = —1 gehdrt eine determinierende Gleichung mit der Wurzel 


@ = — $ neben der Doppelwurzel o = 0. 

Daraus, daB die oben aufgestellten asymptotischen Reihen fiir =, p. q 
den Differentialgleichungen (B) formal geniigen, laBt sich schlieBen. daB 
die entsprechenden Laplaceschen Jntegrale den Differentialgleichungen (B) 
geniigen. » 

26* 
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Ist z. B. 


z= e— @+ dts, p= e~ G+ ty, q= e—@+ dito. 
so folgt aus den Differentialgleichungen (B) wie oben: 


33 = (a — 6) t3 — btp + ata, 


a5> = [(a* — b*)¢ + f'b]3 + [a2t — (8 — 1) 8] p — ta, 


= [(a* — b*)t — Ba)3 + att p + [(8 — l)a — Be}q. 
Setzt man 
&é=f€-—a,=C-—a-b, 
so ist 
3= J w(é)e“Sde, p = [ w (Bed. q = fw" (Eye-"ede 
0 0 


und unter der Voraussetzung ® (r — 1) > 0 





t3= | oe e~ td, 


03 aw _ 
= | $z6 tédé 


usw. Die Funktionen w, w’,w” geniigen den Differentialgleichungen 


aw 6e@ Ow’ aw" 
te =e- bap — OSE + ase 
ow C7) aw’ Ow" ’ 
oF = e+ as eS + p’' bw —(B—1)bw’, 
C) 0 a Ow" , 
b = (a? — ) 52 + +a? o. - eS  — Baw + (f' — law”. 


Wenn man in diesen Differentialgleichungen 


air 2=> a-—l 
la B “Pirta) 


r+n—1 : P 
usw. setzt und die Koeffizienten von co vergleicht, erhailt man 
dieselben Rekursionsformeln 

4 in 


we (@ — b)int+1—O Pn +1 +GOn42 
usw. wie durch Einsetzung der Reihen 


oq 


a= D's, 


a=0 


usw. in die Differentialgleichungen fiir die Funktionen 3, p,q von g. — 
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Die Differentialgleichungen (A) mit der singularen Stelle der Bestimmt- 
heit ¢ = 0 


é 

tS> = atp + beg, 

oP — f'z+ (B—1)p+2btz—atp+ bdtg, 
dq 


t= — Bz+(f’ —1)q+ 2atz+ atp—btq 
haben drei Lésungen, welche den Wurzeln 0, 8 — 1, 8’ — 1 der determinieren- 
den Gleichung entsprechen: 
t= F, (0), p= G, (t), = H,(t), 
z=-'F,(t), p= —'G, (0), q = #-' He (0), 
t= 1 Ps, (t), y= t—'G, (0), = t—" Hy (t). 
F,,G,,H, (¢ = 1, 2,3) sind bestandig konvergente Potenzreihen von |; 
wir kénnen F, (0) = 1,:G, (0) = 1, Hs (0) = 1 annehmen. Die Funktionen 
F, (t), G, (0), H; (t) kénnen mit einer Funktion A; von y multipliziert werden. 
Indem man die mit A; multiplizierte Lésung z, p,q iu die i-te Differential- 
gleichung (B) einsetzt und ¢ = 0 setzt, erhalt man 
A; = |, A, = af—1, A; = 5f’—1, 
Die allgemeine Lésung der Differentialgleichungen (A), (B) ist 
z2=>C F, (t) + c, a’! -! Fy (t) + Cy BP’—1 yh’ —2 F; (t), 
p = Cy G, (t) + cga*—* #—* Gy (t) + cg b”—* —* G (0), 
q = ¢, A, (t) + cga®— #—! Hy (t) + cg D—* t— A (0), 
WO C1, Ce, Cg willkiirliche Konstante (d. h. von ¢ und @ unabhangige GréBen) 
sind. Versteht man in dieser Lésung unter ¢ einen festen Wert. fiir welchen 
a + 0, 6 + 0 ist, und setzt man 
¢; = C,, cga’-'=C,, c3b"-! = Cs, 
so kann man ¢;, Cg, Cs so bestimmen, daB C,, C2, Cs gegebene Werte an- 
nehmen. Dann ist 
z= C, F, (t) + C,t*—! Fy (t) + Cyt” —! Fs (0), 
p = C, G, (t) + C.#—* Gz (t) + C3 t”—* Gs (0), 
q = C, A, (t) + Cz ?—* He (t) + Cyt? —* Hs (t) 
die allgemeine Lésung des Differentialgleichungssystems (A) mit der unab- 
hangigen Verinderlichen ¢ bei festem gy. Um die Funktionen z, p,q von ¢ 
zu erhalten, in welche die den Differentialgleichungen (A), (B) geniigenden 


Funktionen z; p,q von t, @ iibergehen, wenn man fiir einen festen Wert 
setzt, braucht man nur die Differentialgleichungen (A) zu integrieren, nach- 
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dem fir @ der feste Wert gesetzt ist. Dies gilt auch fiir a = 6, z.B. gp = +: 


Die asymptotischen Ausdriicke von z, p,q fiir den Fall, da® ¢ bei festem ¢ 
ins Unendliche geht, erhalt man auch, indem man die Differentialgleichungen (A) 
bei festem  integriert. 


§3. 


Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Lésungen des Differential- 
gleichungssystems der Funktion I, (8, 8’, x, y) bet der Annéherung an den 
Schnittpunkt z = ©, y = 0 der beiden singuldren Linien zs = @& und y = 0 
verhalten 8). Wir wahlen fiir diese Annéherung den hyperbolischen Weg 


1 
2= atl, ¥ =f 


a=cosg, 6=sin 9g; 
t geht ins Unendliche. Wegen 





ox . 1 
be. ot C:C«S? 
oz Oy a 
flit lean 
gehen die Differentialgleichungen (a), (b) tiber in 
dz 1 
m2 °? = tee 
op _s —sis p—1 1 
(H) {SP = —F2-(a-—) p+ cae 
éq_ 8B e—1  - 
st 2 —9R — (“> — ga) 
Oz , a 
ip = — OtP— mie 
@ b 1 1 a 
(8) 32 =F [(6 — get ot—6 + De— 59] — mr 
é 1 
$4 = —btz—$[(at— fz t+atp+(6 —1— 5) 4)- 








Das System (M) mif der unabhangigen Verinderlichen ¢ hat die Un- 
bestimmtheitastelle t = oo, deren charakteristische Determinante 


— %, a, 0 
0, —-a-x, 0 
0, —_ —x* 


die linearen Elementarteiler x, x, x + @ besitzt. 


18) Wir stellen uns die Verinderlichen =, y als reell vor. 
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I. Der Doppelwurzel x = 0 der charakteristischen Gleichung ent- 
sprechen formale Reihen 


ales Sth te - >). hw 


n=0 n=0 








38 
“be 
+13 
2 


2 
i] 
° 


mit den Rekursionsformeln 
na (r+n— 1)z,-1 = 2Pn — + %n-% 
—_ (r+n _ 1) Pa-1 = — B’2,-1 — ap, + (Bp — 1) Pa—1 + $%n—2, 


—(r+n—1)qn~1 = Bz,_1—ap, — (f' — 1) qn-1 + % Ga—2. 


Die zweite bzw. dritte Gleichung ersetzen wir durch die Gleichung, welche 
man erhilt, wenn man sie zur ersten Gleichung addiert und a durch n + 1 
ersetzt: 


(r—P' +n)2,+(r+B +n—1)p, =0, 
(r+B +n)u,+(7—f+n+1)q, = 


Zuniichst ist po = 0 und (r — Bf’) z = 0. 
1. Ist z + 0, so hat man 





r= pf’, 
— (B + B’)%, 
ferner 
A= F wm 
14> — (B+ 6’) pi. 
a = wha 
2= “eet 
"+2 

gawk, 


Allgemein sind, wie man durch den Schlu8 von n — 1 auf n beweist, 
a! Tw Se 
%’ z%’ 29 
lineare homogene Funktionen von 
1 1 
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dabei ist [] die grate in 5 enthaltene ganze Zahl, also 
n n 
[+] z fir n gerade, 
n n—l 
[F]=- 3 » »» Ungerade. 
2. Ist nicht nur po = 0, sondern auch z = 0, so ist go + 0; es ist 
r=p-—1 


und p; = 0; wenn wir die unbestimmt bleibende GréBe z, gleich Null an- 
nehmen, ist auch gq, = 0. Wir haben 








4=n=% = 0; 
1 
Pe = 55% 
% = — (B+ + Fee 
ae Ae Fat 
B= - 41 22, 
l 
re 
; 2 
q= —thts,, 
Allgemein sind, wie man durch den Schlu8 von n — 1 auf n beweist, 
i Pn In 


W" ’ 4% 
lineare homogene Funktionen von 
1 


1 
ee 
Die nach 1. bestimmten GréBen z, z,, ... bezeichnen wir mit z, z,, ..., 


die nach 2. bestimmten mit z, z,,.... Dann sind 2 und go zunachst unbe- 
stimmt; es ist 


Po = 0, Z = 0, A=, 
Die Differentialgleichungen (%) 
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oder unter Beschrankung auf die Anfangsglieder der Reihen 


== +.., ’ 
| 
~ a taah 
‘= Pri ’ 
z 
q= Foi + 


Um Zo und qo als Funktionen von g zu bestimmen, benutzen wir die erste 
und dritte Gleichung (8). Wenn man fiir z, p,q die oben angeschriebenen 
Reihen einsetzt und in der ersten Gleichung die Koeffizienten von > in 
der dritten Gleichung die Koeffizienten von #5 vergleicht, erhalt man 
fiir die Funktionen 2, qo von g die Differentialgleichungen 
dz, > 1 = 
ie = f’ a 7% — glo 

















dabei ist 
Axo read B+’, 
} B(B' +1) -(6+ 6) (6+ 8 +1) 
ae 2 , 








7. — Cte +e +N) 
a 2 , 


Ay, = — (8 +8’), 
ay Be (B’ + 1)(6+ 8) (8+ 8'+H 
; ; 














oder, wenn 





ik alls 


gesetzt wird und die Gleichungen 


at = z, Ra = 
y 


beriicksichtigt werden, 
z=uU+vP, 


Aya “--[} [31 


5 Axo 
U = + Sey 0+ «4 ae 





2 Pp 


li 


v= > (Bates + “-li} fi J) 


a Pa 
Es ist 
6 
du = — FP udt+ (#2 u——)\dg, 
— pf 1 
dv =>" vat — (Leu —(p — 1) $0) dg. 
Aus 
dz = adt — btdg, 
dt d 
dy=—in- “tr 
folgt 


dt =adz— Bitdy, 
dg = — de —abtdy. 


Wenn man diese Ausdriicke in die Formeln fiir du, dv einsetzt, erhalt man 
fir die Funktionen u,v von z, y die Differentialgleichungen 


du = (— put yo) = +vdy, 
dv =udz+ (w+ —1)0)%. 
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Die formalen Reihen fiir U, V kann man durch Laplacesche Integrale 
ersetzen, welche fiir groBe ¢ durch die Reihen asymptctisch dargestellt werden. 
Unter Einfiihrung der konvergenten Potenzreihen von ¢ 


w(t) = See+ Saas... Eo,. 


n=l 
SR. “~ 
#0 = 3 (S53 +e 


deren Koeffizienten Funktionen von @ sind, hat man 


U =14 fwyeSae, 
0 


= Jw(tje-" de. 


«az 


II. Entsprechend der einfachen Wurzel x = — a der charakteristischen 
Gleichung setzen wir 








z=e%*s, =e~*'p, q = e~*"q,. 
Die Differentialgleichungen 

7] 

oe — -f 44654 -p + ra q, 

0q B , 

at = Ga — p+ (a—“=* + ga) 
werden formal befriedigt durch “Reihen 

n=0 n=0 n=0 


mit den Rekursionsformeln 

— (r+ — 1) n-1 = B3n +O Pp — F Mes, 

(r+ = 1) Pan = —B dnt + (B= 1) Pan + F et 

— (r+ —1) Gynt = — 40a + 00, + Baer — BF — 1) 4-1 + F Ge 


Man hat 
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Wenn man den Wert von r einsetzt und in der zweiten Gleichung » um 1 
vergréBert, hat man die Rekursionsformeln 


— Bin + (n — BY) Pn +> Ges = 0. 


a ee 
Gn — Pa = vie. eo ee 
Zunichst ist 
— (Fere—h +s +) io 
a= — », +fté=,, 
@ =», + -O—F-*),, 


Allgemein ist 


_ BB+ h'—n) B 
oa. 6 Jy en + = nab in-% 
Seige ab in-2% 

2p’—n—1 1 
de = Pa — £ ip > ere Fo a1 — one 
Hieraus folgt, daB 
an Pn Mn 
30 30” do 


ganze homogene Funktionen n-ten Grades von 2, + sind. 
Aus der ersten Gleichung ($) oder 
o3_ 


fi = — btg— dtp — 4 
folgt durch Einsetzung der Reihen fiir 3, p,q und Vergleichung der Glieder 
~ 2 
GS — 
mit | 
da; 
7 = — b(3: + Pi) 
oder, weil 
Pim 3 
tp = EE ip 
ist, 
dz _~ a 2 
Ss? = — (+6 —1l)—w 
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also 
do = af +P —1, 
Wir haben 
* a 
z=e er me 
oder, wenn 
Axo A,_i1 ' Aon 14 
3n (— > a"- 15 +... + 88) go ) 
gesetzt wird, 





beriicksichtigt werden, 


emersate—1 S) (As0 4 Aen yt... . + ony"). 


n=O 


Wir ersetzen wieder die formale Reihe durch ein Laplacesches Integral, 
welches fiir groBe ¢ durch die Reihe asymptotisch dargestellt wird. Unter 
Einfiihrung der konvergenten Potenzreihe von ¢ 


w= >” (P+ Sa +...) £5, 


n=l 








haben wir 
z= e~F aft —-1(4 4 Jw (Che-# ae) 


Die in §1, II hergeleitete Reihe 
2=e-? yew, id 
n=0 
“) Es ist Ay, = 1 und 
A,,= — (6h — 1) (6+ —1), 4,5=-1 
= — (Ener r=» 
a 


wegen 


jn 





+ +) 30- 
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in welcher f,,(y) eine ganze Funktion n-ten Grades von y ist, geht unter Ein- 
fiihrung der bestandig konvergenten Reihe 


fn (y) ey = Axo + Aniy + Any? Foc. 


iiber in 


Ayo t+ Agi ¥t+4go¥? +--- 


g = et gftf—1 


oder 





z= ee ptr é 


n=O 


A 
+ —=r ¥+-. 
z 


das ist die in §1 gefundene Reihe, in welcher 


gesetzt wird. 


1 
z=atl, y=" 6 


Nach §1 war das dort eingefiihrte Laplacesche Integral 


=e tf tPh-1 





SY Aot dry ts. 


r=0 


aw o-* of tf—1 (> 


A,o+ A,; y+---+4,,_,¥°~" 





v=(0 


“ y 4,90"? * +4 


ET cite oe eee 





=O 
Nun ist 





>» A,gtA,yy¥t---+ i 


v=0 





y+... +Ao,y’) 


> 


4n,0n-0919" "** +4, o-0gg 0" ”** +... 





v=@ 


- > (2 y)*—" (Ay, n—v419 + An, n—vg2y? + — 


v=0 


-2() 


v=0 











Hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen. 


wenn 


|= 


z=at, y= 


o 


t 
gesetzt wird. Setzt man 


nant 35)” (Haag +...) 


nisin tbi+e | 
lmé, =0 fir t= o, 
und es besteht die Gleichung 
7 (Aro 4,_ i, 
cmeratte-al S (= +r +... dory’) + Jal. 
Die Betrachtung unter II wire also entbehrlich gewesen; ihr Ergebnis hatte 
sich aus § 1, II herleiten lassen, weil dort 2 = f,(y) fiir y = 0 endlich ist. 








Weil aber in § 1, I die Quotienten pa fiir y = 0 unendlich werden, lat sich 
das Ergebnis von § 2, I nicht aus §1, I herleiten 15), 


§ 4. 
In Math. Annalen 113, 8. 254—281 1) ist die hypergeometrische Funktion 


(a, m — n) (y,” 

aim tay 2 

behandelt. Hierzu werden Erginzungen und Verbesserungen gegeben, und 
zwar wird jetzt fiir die Funktion H, dieselbe Methode und Anordnung benutzt 
wie in §1—3 fiir die Funktion I. 





H, (a, y> é, ty y) = 


16) In M., § 6 ist das Differentialgleichungssystem der Funktion ®, (8, 6’, y, x, y) 
nach derselben Methode behandelt worden wie oben in § 1 das Differentialgleichungs- 
system der Funktion I’, (8, 8’, x, y). Das Differentialgleichungssystem von ®, hat 
die formalen Lésungen 


aS Gh te Sye 


2=e* 2-7 yw a (9) 


n=0 
wo /,,q, und f, ganze Funktionen n-ten Grades von y sind, wahrend z, wie g, eine 
besténdig konvergente Potenzreihe von y oder das Produkt aus einer solchen Reihe 


und einer Potenz y ist. In diesen Ausdriicken fiir z kann man z = at, y = psetzen, 


so daB eine dem § 3 der gegenwartigen Arbeit entsprechende Behandlung bei ®, nicht 
erforderlich ist. 
16) Diese Arbeit wird mit B. bezeichnet. 





und 
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Nach § 4, II bis IV der Dissertation von L. Borngisser findet man die 
folgenden dem Differentialgleichungssystem von H, formal geniigenden Reihen: 





R= oy ete pe (- epertey_ \ fatal 


(1, m —*) (1, n) = vy 





(2 +y,™ + %) (y,™) 1\r+" 
S= by (3, #) (1, m) (1, ») a (=) , 


? «xs > ee 1, m + 2) (y, ») zi—3+m/ 1 a 


(2 — 6, m) (I, m) (I, ») v 





Das Verhalten der Lésungen des Differentialgleichungssystems der 
Funktion H, bei der Anndherung an die singuldre Linie der Unbestimmtheit 
z = o wird durch die Reihen B., 8. 276 dargestellt. Die Reihe 2. ist bis auf 
einen konstanten Faktor die Reihe R, die man schreiben kann: 


ax O° e717 y~? a fay) 
m=0 


fay) = (— (e+ 7,m)(a+y — 9+ 1m) S' ed (Ly 
n=0 


Das Verhalten bei der Anndherung an die singulare Linie der Unbestimmt- 
heit y = © wird dargestellt durch die Reihen B., 8. 281 oben. Die beiden 
Reihen unter 1. kénnen durch die Reihen S und T ersetzt werden. 


Das Verhalten der Lésungen des Differentialgleichungssystems von H, 
bei der Anndherung an die singuldre Stelle zx = ~, y = @ wird durch die 
Reihen B., S. 260 dargestellt. Die Reihe 1. kann durch die Reihe R ersetzt 
werden, die man auch in der Form 


t= a--1y-7 ‘ae 


m=0 


schreiben und in der man z = at, y = bt setzen kann, weil /,,(y) eine ganze 
Funktion m-ten Grades von ; ist. 


Bei der Untersuchung der Anndherung an die Stelle x = @, y = 0 lings 
z=at,y= PS mu8 in B., 8. 270—271 folgende Anderung vorgenommen 
werden !7): 


1) Vgl. §3. 
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Die GréBen z,z,,... bezeichnen wir, wenn sie zu r = a gehéren, mit 
Z,Z,,---, Wenn sie zu r = a — 1 gehdren, mit z,z,,.... Es ist 





p= —%%, jy = S2he_ fe, j= — SET _ 
%=0, Po =0, % = 0, 

a=-%, ri = 0, q = 0, 4% = 0, 

= _ a+y= 

Pe = vad Yo» 


2, 80; qo sind zunachst unbestimmt. Die Differentialgleichungen fiir die 
Funktionen z, p,q, von ¢ haben die formale Lésung 











: ~ ate + p> a=ite° 
oder 
= _ go 
m= = 
SS ee 
z= 1% + ’ 
a% a+7. 
~ @ yab % 
; p= —_— ‘ 
d » 
q 
° om 2S +.:. 
eB t* 
Wenn man in der Gleichung fiir 3! die Glieder mit ot in den Gleichungen 
fiir ra und oe die Glieder mit = vergleicht, erhailt' man fiir die Funktionen 
qo, 8, % von die Differentialgleichungen 
dq 3 = 
e d3y es y % J ™ a ~ 
+ ie —*3+(a-*F)® 
dz 80 6 - l1—a-—ya a+ y\= 
T> ~ —zetez et (— tt ye ) G. 


Hiernach ist B., 8.272 oben 1.—3. zu berichtigen, 4. bleibt ungeiindert. 
Wenn es sich um die Anndherung an x = 0, y = © lings z = = 
y = bt handelt, kann man die Reihen 1. und 2. B., 8. 268 unten durch die 


Mathematische Annalen. 117. 27 
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Reihen S und T ersetzen; auf S. 267—268 mu8 folgende Anderung vorge- 
nommen werden: 
Die zu r = 1 — a — y gehdrigen GroBen 3, 3,,... bezeichnen wir mit 





3. jes -- +» die za r = —a — y gehdrigen mit 3, j,,.... Es ist 
Go = — 30, Po = (l1—¥)%, $0 = 7 do, 
ata = ety ab, 

G = 3 = 0, So = — Po, 
Dp, = 0, §, = 0, = —j, = &t7=9oh, 
Cif eeipe peg 


jo und po sind zunichst unbestimmt. Die Differentialgleichungen fiir die 
Funktionen 3, p,q, von ¢ haben die formale te 


oo 


S= gots Toasts + Sin SEIT 














oder 
3o+ — Y io 
3 = p-e-7 +... 
— * 
p ee © ’ 
—% +t $5, 
q= jae-7 T vee 
$= ——h te 


Setzt man diese Reihen in die Gleichungen fiir ae und = ein und vergleicht 





man in der ersten Gleichung die Glieder mit a . —;; in der zweiten die Glieder 


mit ores so erhalt man fiir die Funktionen pp und 4 von @ die Differential- 
gleichungen ‘ 
oe +3,-(a@+7) 2d» 
Ge = (22 + e+ 7-15) + OS 
Hiernach ist B., 8. 269 oben 3. und 4. zu berichtigen. 
(Eingegangen am 13. 1. 1940.) 











Modulartige liickenlose Ausfiillung des R, 
mit kongruenten Wiirfeln. I. 
Von 


Oskar Perron in Miinchen. 


§1. 
Die Minkowskische Vermutung. 


Dem Problem der liickenlosen Ausfiillung des R,, mit kongruenten Wiirfeln 
habe ich kiirzlich zwei Arbeiten gewidmet!). In Ubereinstimmung mit diesen 


wird hier unter einem Wiirfel des R, mit dem Mittelpunkt a!, . . ., a* (Koor- 
dinatennummern werden stets als obere Indizes geschrieben) die Gesamtheit. 
der Punkte z!, ..., z* verstanden, fiir die 

—ts2r-a@<} (vy =1,..., ») 


ist. Eine liickenlose Ausfiillung des R, mit Wiirfeln ist eine Wiirfelmenge 
derart, daB jeder Punkt des R, genau einem Wiirfel angehdrt. 

Wenn ein Wiirfel W den Mittelpunkt a!,..., a" hat, so deuten wir 
das an durch die Schreibweise 


W: @, a, .... 0 
und nennen W kurz den ,,Wiirfel a’, ..., a‘. Entsprechend werden die 
Koordinaten des Mittelpunktes von W auch kurz die Koordinaten von W 
genannt. 


Wir fiigen jetzt die Forderung hinzu, daB die liickenlose Ausfiillung 
modulartig sein soll. Damit ist gemeint, daB allemal, wenn 


V3: ay, - + & 
W,: a}, af, ..., a 
zwei (verschiedene oder gleiche) Wiirfel der Ausfiillung sind, der Wiirfel 


1 1 2 2 eS. -® 
a, — 4g, a; — ag, es a, a, 


1) Math. Zeitechr. 46 (1940), S. 1—26 und 161—180; die beiden Arbeiten werden 
im folgenden mit I und II zitiert. 


27* 
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ebenfalls der Ausfiillung angehért; wir bezeichnen ihn mit W, — W:. Daraus 
folgt dann trivialerweise, da8 stets der Nullpunktswiirfel 0, ..., 0 det Aus- 
fallung angehért (als W, — W,) und daB, wenn 


W,: a}, a2, ..., af 
W:: a}, aj, eee a3 


. 1 2 n 
Wes Gen & 


irgendwelche Wiirfel der Ausfiillung sind und wenn pj, .. ., p, irgendwelche 
ganze Zahlen sind, auch der Wiirfel p,; W, + ppWe+...+ p,W,, d.h. der 
Wiirfel mit den Koordinaten 


Pi@y + Pedy +... + Pr@, (y = 1,..., 9) 
der Ausfiillung angehdrt. 


Es ist leicht zu sehen, daB eine modulartige Ausfiillung stets ,,gitter- 
formig* ist, d. hh. daB es m der Ausfiillung stets n (keineswegs eindeutig be- 
stimmte) Wiirfel 


W,: a}, a3, ..., af 

° 1 2 n 

(1.1) We: ag, Gy, ---, a3 
73 4. af, ... & 


gibt derart, daB die sémtlichen Wiirfel der Ausfiillung, und zwar jeder genau 
einmal, durch den Ausdruck 


(1. 2) piW, + peWot+...+ paW, 


geliefert werden, wenn das System py, ..., P, alle Systeme ganzer Zahlen 
durchlauft; und wegen der Liickenlosigkeit ergibt sich aus Minkowskischen 
Satzen weiter, daB dabei 





fet --- 
i, or. sree | 
ee .. 





ist. Wir brauchen diese Folgerungen jedoch nicht. Da8 umgekehrt eine 
gitterformige Ausfiillung stets: modulartig ist, ist trivial. 


Minkowski hat nun vermutet, da8 man die Matrix ||a'|| stets so wihlen 
kann, da8 nach passender Umnuimerierung der Koordinaten in der Diagonale 
(Hauptdiagonale) lauter Einser und unterhalb der Diagonale lauter Nullen 
stehen. DaS umgekehrt, wenn die Matrix ||a/|| diese Eigenschaft hat, die 
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Wiirfel (1. 2) eine modulartige liickenlose Ausfiillung des R, liefern, ist klar. 
Denn die Koordinaten des Wiirfels (1. 2) sind dann bei passender Numerierung 
Pi, 
Pia} + Pe, 
(1. 3) Pid} + Peay + Ps, 
Piay + P2a5 +i.et Pa-14n_y + Pa» 
und damit ein beliebiger Punkt 2’, ...,.2* dem Wiirfel angehért, mu8 
eas 4 s2- ra< i, 
—$S 2 — pat — p2 <3, 
— $2 — pat — pead — .-- — Pn-1 _-1 — Pn <4 
sein; daraus findet man die ganzen Zahlen p,, ..., p, der Reihe nach ein- 
deutig. 
Dagegen ist der Beweis der Minkowskischen Vermutung bis heute nicht 
gegliickt®). Sie wird in dieser Arbeit fiir» < 8 als richtig nachgewiesen und 
in einer anschlieBenden Arbeit auch noch fiir n = 9. 


§ 2. 
Umgestaltung der Minkowskischen Vermutung. 


Bei jeder (auch nicht modulartigen) liickenlosen Ausfiillung des R, mit 
Wiirfeln gilt der 


Satz A. Zu jedem Punkt c', ..., c* des R,, gibt es in der Ausfiillung genau 
einen Wiirfel a', ..., a" derart, daB 
esa’ <c’+1 (»=1,..., 9) 
ist. — Allgemeiner gibt es, wenn man die Koordinatenindizes » irgendwie in 
zwei Klassen teilt, von denen die eine auch leer sein kann, genau einen Wiirfel 
a, ..., a" derart, daB 
ec sSa’<c’+1 _ fiir die » der ersten Klasse, 
c’—1 <a’sc’ fiir die v der zweiten Klasse 
ist). 
Wie in II bezeichnen jetzt kleine griechische Buchstaben, die mit einem 
oberen Index (als Koordinatennummer) und eventuell noch mit irgendwelchen 
unteren Indizes versehen sind, stets Zahlen des halboffenen Intervalls 


(J) OSa<l. 


*) Uber die Literatur vgl. man die Einleitung von I. 
%) Vgl. I, Satz 5. Dort steht fiir die » der zweiten Klasse c” + 1 an Stelle von c’, 
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Den Satz A werden wir dann ohne ausdriickliche Bezugnahme auf ihn stets 
in der Weise anwenden, da8 wir sagen, in einer gegebenen liickenlosen Aus- 
fiillung des R, gibt es zu einem beliebig gegebenen Punkt c’, ..., c* den 
Wiirfel 
cl+al, c?+a%, ..., c+", 

wobei die «’ bei Bedarf auch durch andere kleine griechische Buchstaben 
ersetzt und noch mit unteren Indizes versehen sein kénnen. Von den Zablen a’ 
ist dabei im allgemeinen weiter nichts bekannt, als da8 sie im Intervall (J) 
liegen und eindeutig bestimmt sind. 

Allgemeiner werden wir bei beliebig gegebenen Vorzeichen e!, . .., e” 
(= + 1) sagen, in der Ausfiillung gibt es den Wiirfel 

ecl+elal, c? + ea? ...,c® + ea". 


wobei fiir die a’ wieder dasselbe gilt- wie vorhin. 

Weiter brauchen wir noch den 

Satz B. Zwei verschiedene Wiirfel einer liickenlosen Ausfiillung des R,, 
haben wenigstens eine ganzzahlige, von 0 verschiedene Koordinatendifferenz *). 

Von jetzt an betrachten wir nur noch modulartige liickenlose Aus- 
fiillungen. Einer solchen Ausfiillung gehért zunachst nach § 1 der Nullpunkts- 
wiirfel W,: 0, ...,0an, und weil dann jeder Wiirfel W als Differenz W — W, 
geschrieben werden kann, folgt aus Satz B sogleich 

Satz C. Bei einer modulartigen liickenlosen Ausfiillung des R,, mit Wiirjeln 
hat jeder vom Nullpunktswiirfel verschiedene Wiirfel wenigstens eine ganzzahlige, 
von 0 verschiedene Koordinate. 

Betrachten wir nun irgendeine modulartige liickenlose Ausfiillung. so 
gehéren ihr nach dem oben Gesagten insbesondere die » Wiirfel 


W;,: l+al,0+a?,...,.0+a} 
We: O+asd, l+afZ,...,0+af 
W,: 0O+03,0+22, »1+eas 


an. Da jeder eine ganzzablige, von 0 verschiedene Koordinate haben muB. 
ist aj = 0,....a" = 0. Man hat also das Schema 

wy: 8 er, a... a 

We: al, 1, a, ... af 


; 3 
at We, Oe, Oe, cory 


Dieses nennen wir die Grundfigur der betrachteten Ausfiillung. W,, ..., W, 
heiBen die n Grundwiirfel der Ausfiillung. Wichtig ist, daB die aj‘ stets im 
Intervall (J) liegen. 


*) Vgl. I, Satz 9. 
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Bemerkung. Die Begriffe, ,,Grundfigur‘ und ,,Grundwiirfel“ ohne 
Bezugnahme auf eine Ausfiillung gibt es nicht. Wenn im folgenden haufig 
die Wortverbindung ,,eine Grundfigur des R,“‘ gebraucht wird, so ist das 
immer nur eine Abkiirzung fiir ,,die Grundfigur einer (gewissen) modul- 
artigen liickeniosen Ausfiillung des R, mit Wiirfeln.“ 

Wenn die Minkowskische Vermutung zutrifft, so sieht man leicht, daB 
in der Grundfigur nach passender Umnumerierung der Koordinaten und 
nach der gleichen Umnumerierung der » Grundwiirfel, so daB die Einser 
in der Diagonale bleiben, unterhalb der Diagonale lauter Nullen stehen. 
Denn wenn man die Koordinaten des 4-ten’ Grundwiirfels W, in der Min- 
kowskischen Gestalt (1.3) schreiben will, so findet man der Reihe nach die 
ganzen Zablen pj, .. ., p,, und zwar ist speziell p; = 0, po = 0,..., p,_, = 0; 
also a} = 0, a? = 0, ..., af? = 0. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: Wenn bei jeder modulartigen liicken- 
losen Ausfiillung des R, mit Wiirfeln die Grundfigur so beschaffen ist, daB 
nach geeigneter Umnumerierung der Koordinaten und der Grundwiirfel 
unterhalb der Diagonale lauter Nullen stehen, dann trifft die Minkowskische 
Vermutung zu. In der Tat hat ja dann die Matrix der Grundfigur bereits 
die nach §1 von Minkowski vermutete Gestalt, und die Gesamtheit aller 
Wiirfe] der Ausfiillung ergibt sich aus den Grundwiirfeln W,,..., W, wie 
in §1 in der Gestalt p,W, + ...+ p,W, mit ganzzahligen p,, und zwar 


jeder Wiirfel genau einmal. 


Wir wollen das Kriterium noch etwas umformen. Zu dem Zweck nennen 
wir die mit den af einer Grundfigur gebildeten Produkte 


af at (A + #) 
afarat (At u, A+, w+») 


ee 


aj? aj? tae ane a (Ay + A, fiir t + k) 


Zykien (zweigliedrige, dreigliedrige, . . ., r-gliedrige, rm). Wenn man nun 
die Koordinaten und Grundwiirfel gema8 der Substitution 


> ae 
awe te) 
umnumeriert und die neue Grundfigur mit 


W,: 1, 62, 63, ..., BP 
We: 62, 1, 62, .... BE 


ee | 


W,: 6}, 2, B3..., 1 


ne? Pn? Pm 
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bezeichnet, so ist W, = W,,, a; = f¢%. Daher ist jeder r-gliedrige Zyklus 
der af‘ gleich einem r-gliedrigen Zyklus der Bf und umgekehrt. Die Gesamt- 
heit aller Zyklen ist daher gegeniiber solchen Umnumerierungen invariant. 
Wenn nun in der Grundfigur unterhalb der Diagonale lauter Nullen stehen, 
so sind offenbar alle Zyklen gleich 0, weil jeder Zyklus wenigstens einen 
Faktor hat, der unterhalb der Diagonale steht. Daher sind, wenn durch 
eine geeignete Umnumerierung diese Anordnung erzielt werden kann, eben- 
falls alle Zyklen gleich 0. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: Wenn in einer Grundfigur alle Zyklen 
gleich 0 sind, dann kann durch geeignete Umnumerierung von Koordinaten 
und Grundwiirfeln erreicht werden, da8 in der neuen Grundfigur unterhalb 
der Diagonale lauter Nullen stehen. In der Tat sieht man zunichst, da8 bei 
mindestens einem Grundwiirfel alle Koordinaten abgesehen von dem Einser 
gleich 0 sind. Denn wenn jeder Grundwiirfel auBer dem Einser noch eine 
von © verschiedene Koordinate hatte, W, etwa die Koordinate a}, sodann 
W, die Koordinate «{, sodann W, die Koordinate «; usw., so kime man 
einmal zu einem Index t, der schon vorher da war, etwa t = A, wahrend 
der vorausgehende Index o noch nicht da war. Dann wire aber der Zyklus 
af a... we a+ von 0 verschieden, entgegen der Annahme. Wir wollen einen 
Grundwiirfel, bei dem alle Koordinaten auBer dem Einser gleich 0 sind, 
als n-ten Grundwiirfel W,, wihlen, wodurch auch eine ganz bestimmte Koor- 
dinate als die n-te numeriert wird, damit der Einser von W,, in der Diagonale 
steht. Wenn man jetzt von dem Grundwiirfel W,, und von der n-ten Koor- 
dinate absieht, so zeigt eine ganz analoge Uberlegung, da8 unter den andern 
Grundwiirfeln einer ist, bei dem auBer dem Einser und eventuell auch der 
n-ten Koordinate alle Koordinaten gleich 0 sind. Diesen wiahlen wir als 
W,,-;, wodurch auch eine ganz bestimmte Koordinate als die (n — 1)-te 
numeriert wird. So fortfahrend, bekommt man die gewiinschte Numerierung, 
bei der in der Grundfigur unterhalb der Diagonale lauter Nullen stehen. 

Hiernach la6t sich nun die Minkowskische Vermutung auch folgender- 
maBen formulieren: 

Umgestaltete Minkowskische Vermutung: Bei jeder modulartigen liicken- 
losen Ausfiillung des R,, mit Wiirfeln sind in der Grundfigur alle Zyklen gleich 0. 


§ 3. 
Einige aligemeine Satze iiber Grundfiguren. 
Beim Beweis fiir die Richtigkeit der Minkowskischen Vermutung in 
der soeben angegebenen Formulierung werden wir schrittweise vorgehen, 


indem wir zuerst das Verschwinden aller zweigliedrigen Zyklen beweisen, 
dann das Verschwinden aller dreigliedrigen Zyklen, usw. Dabei wird standig 
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von einigen allgemeinen Satzen Gebrauch zu machen sein, die wir in diesem 
Paragraphen beweisen wollen. 

Satz 1. Sind W,,..., W,, die n Grundwiirfel einer Grundfigur des R, 
und sind p;, ..., P» irgendwelche ganze Zahlen, so ist der Wiirfel p,W, +... 
+ pPpW,, entweder der Nullpunktswiirfel, oder er hat wenigstens eine ganzzahlige, 
von 0 verschiedene Koordinate. 

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz C. 

Der Beweis fiir das Verschwinden aller r-gliedrigen Zyklen wird stets 
indirekt gefiihrt; indem wir annehmen, es gabe einen von 0 verschiedenen 
r-gliedrigen Zyklus. Und zwar werden wir stets annehmen, da8 speziell 
der Zyklus a? a} ...«%_,a) von 0 verschieden sei; denn das laBt sich nétigen- 
falls durch Umnumerieren der » Koordinaten und der » Grundwiirfel so 
einrichten, bedeutet also keine Beschriankung der Allgemeinheit. 

Satz 2. In einer Grundfigur des R,, sind alle zweigliedrigen Zyklen gleich 0. 

Beweis. Nach dem soeben Gesagten geniigt es, das Verschwinden des 
Zyklus «? a? zu beweisen. Dazu betrachten wir die ersten zwei Grundwiirfel 


Wa: 3, Gi Gly oon OF 
Ws: ag, l, az, oon a 
Wenn nun «?a} + 0 wire, so wire der Wiirfel 


W,— We: 1—aj, af —1, af — aj, ..., af — af 


nicht der Nullpunktswiirfel und er hatte auch keine von 0 verschiedene 
ganzzahlige Koordinate (man erinnere sich, daB ja immer 0 Saf <1 und 
jetzt speziell noch a? + 0, af +0 ist). Das steht aber im Widerspruch 
mit Satz 1; also ist a?a; = 0. W. z. b. w. 

Mit Satz 2 ist die Kunst, was ein beliebiges » anbelangt, leider bereits 
zu Ende. Schon das Verschwinden der dreigliedrigen Zyklen vermag ich 
nicht mehr allgemein, sondern nur noch fiir kleine Werte von n zu beweisen. 
Dabei werden aber dauernd noch einige Satze gebraucht, die sich immerhin 
fiir beliebiges » formulieren und beweisen lassen, was jetzt geschehen soll. 

Satz 3. Wenn in einer Grundfigur des R, der r-gliedrige Zyklus 
avaz...a%_, a), wo r= 3 ist, von 0 verschieden ist, wihrend alle Zyklen 
mit weniger als r Gliedern, in denen keine von 1, 2, ..., r verschiedenen Indizes 
vorkommen, gleich 0 sind, dann haben die ersten r Grundwiirfel dieser Grund- 
figur das folgende Aussehen: 

W;: Pea 4% 6 €*.. ce 


*? 
aft... 
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Beweis. Es ist zu zeigen, daB alle af gleich 0 sind, bei denen 


t<éA+l<ysr 
oder 
lsu <Asr, wobei nicht beidemal Gleichheit. 


Nun gehért ein af der ersten Sorte dem Zyklus 


of apt ttt... a) af ...ages 
an. Dieser hat r — « + A4-+ 1 Glieder, also weniger als r Glieder, und es 
kommen keine von 1,2,...,7 verschiedenen Indizes vor, so daB er nach 


Voraussetzung gleich 0 ist. In dem Zyklus ist aber abgesehen vom Faktor af 
jeder Faktor nach Voraussetzung von 0 verschieden; also ist af = 0. Ein a} 
der zweiten Sorte gehért dem Zyklus 


of ett attt.. is 
an, der A — « + 1 Glieder, also wieder weniger als r Glieder hat und keine 
von 1,2,...,7 verschiedenen Indizes enthalt. Nun schlieBt man genau 


wie vorhin. 

Zusatz zu Satz 3. Die Sonderrolle der Indizes 1, 2, ..., r kann natiirlich 
auch von irgendwelchen andern Indizes iibernommen werden. Ist z. B. der 
Zyklus aj a$a2a3 von 0 verschieden, wahrend alle Zyklen mit weniger als 
vier Gliedern, in denen keine ven 3, 7, 6, 5 verschiedenen Indizes vorkommen, 
gleich 0 sind, und schreibt man die Koordinaten und Grundwiirfel in der 


durch den Zykius bestimmten Reihenfolge 3, 7, 6, 5, ..., so erhalt man 
das Bild 

Ws: 1, a, 0, 0, 

W;: 0, 1, a, 0, 

“: = SS, a’, 


W;: as, 0, 0, . 
Satz 4. Wenn eine Grundfigur des R,, wo n > 3 ist, das Aussehen 


W, L.- << @ a, @&f 
We ap, 1, ad, . ee a; 
| Re re ee er eee eee er eo 
Wa-1 a» a» oe, —1> » bh. Gas 
W,: 0, a arr | 1 
hat, so da also alle «# gleich 0 sind, so bilden die (n — 1)-dimensionalen Wiirjel 
W?: ae 
+. 1 3 n— 
(3.2) Ww: a, , <2 .. «il 
Pent es, i My ose 8 


eine Grundfigur des R,,_,. 
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Beweis. Die gegebene Grundfigur des R, gehért zu einer gewissen 
modulartigen liickenlosen Ausfiillung des R, mit Wiirfeln. Ist W irgendein 
Wiirfel dieser Ausfiillung, so gehéren auch die Wiirfel W + pW,,, wo p alle 
ganzen Zahlen durchlauft, der Ausfiillung an. Diese Wiirfel, die in den ersten 
n — 1 Koordinaten iibereinstimmen, wahrend sie sich in der n-ten Koordinate 
um ganze Zahlen unterscheiden, vereinigen wir zu einer Klasse. So zerfallt 
die Gesamtheit aller Wiirfel der Ausfiillung in unendlich viele Klassen. Wir 
wahlen aus jeder Klasse einen Reprisentanten, und zwar denjenigen ein- 
deutig bestimmten Wiirfel, dessen n-te Koordinate den Ungleichungen 
0 < 2" < 1 geniigt. Insbesondere sind dann die ersten n — 1 Grundwiirfel 
die Reprisentanten von » —1 verschiedenen Klassen. Nun denken wir 
uns alle Reprasentanten irgendwie aufgeschrieben 5): 


W: Ge «-» a 
o% Ws: a, a, ... Qo, of 
(6.3) W,: a}, of, .... a af 
Die ersten » —- 1 Grundwiirfel 
W, 1, a a 
W.: 2 3 ee a) n 
(3. 4) : Xe 1, a, ae a 
W,-1: G,—p ae O,—1 ’ 1, ony 


sind natiirlich dabei. 
Die Gesamtheit aller Wiirfel der Ausfiillung wird jetzt durch den Ausdruck 


f= 1, 2,3,..., 
i+9W (V=0, 41,42...) 
geliefert, und zwar jeder Wiirfel genau einmal. Ist daher z!, ..., 2* irgend- . 


ein Punkt des R,,, so gibt es genau einen Wiirfel W, + pW,, d.h. genau ein 
Wertepaar j, p derart, daB . 


—$sr-aj<} (v= ,....%—1) 
—$S2-—(@5 +p) <4 
ist. Daraus folgt dann, daB, wenn z', ..., z"~* irgendein Punkt des R, _; 
ist, es genau einen Wert j gibt, fiir den 
-$s27"-—aj<} (y =1,...,%— ]) 


5) Es sind abzahibar unendlich viele (vgl. I, Satz 3); aber das ist hier gar nicht 
wesentlich. 
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ist. Das besagt aber, daB die (m — 1)-dimensionalen Wiir‘el 


Ws: a}, a2, ..., a—? 

Ws: i ee ws, 

(3.5) hey gee 
$* 43, Gy, -- +) Gs 


eine liickenlose Ausfiillung des R,_, bilden, und diese ist mod iartig. Denn 
eine Differenz W,— W, ist stets gleich einem W,+ pW, voraus folgt: 
W} — Ws = W?; und das besagt, da8 die Ausfiillung (3. £) modulartig ist. 

Da nun unter den n-dimensionalen Wiirfeln (3.3) insbesondere die 
n — 1 Wiirfel (3. 4) vorkommen, so kommen unter den (n — 1)-dimensionalen 
Wiirfeln (3.5) die n — 1 folgenden vor: 


W?: a a ae 
(3. 6) Ww: ets 
Oe. Os Ce ee itn |b 


Diese bilden dann offenbar die Grundfigur der durch die (m — 1)-dimen- 
sionalen Wiirfel (3.5) gelieferten modulartigen liickenlosen Ausfiillung des 
R,_,. Da aber die Figur (3. 6) mit (3.2) identisch ist, so ist damit Satz 4 
bewiesen. 


Satz 5. Wenn fiir einen gewissen.Wert von n die Minkowskische Ver- 
mutung im R,,_, zutrifft und wenn bei einer gegebenen modulartigen liicken- 
losen Ausfiillung des R, mit Wiirfeln unter den n Grundwiirfeln sich einer 
befindet, dessen Koordinaten auBer dem Einser alle gleich 0 sind, so sind bei 
der Grundfigur dieser Ausfiillung alle Zyklen gleich 0. 

Beweis. Indem wir die » Koordinaten und die n Grundwiirfel unserer 
Ausfiillung entsprechend numerieren, diirfen wir annehmen, daB W,, der- 
jenige Grundwiirfel ist, bei dem auBer dem Einser alle Koordinaten gleich 0 
sind. Die Grundfigur der Ausfiillung hat dann das Aussehen (3.1). Nach 
Satz 4 bilden dann die (mn — 1)-dimensionalen Wiirfel (3.2) eine Grundfigur 
des R,_,. In dieser sind, da nach Voraussetzung im R,,_, die Minkowskische 
Vermutung zutrifft, alle Zyklen gleich 0. Dann sind aber auch in der Grund- 
figur (3.1) alle Zyklen gleich 0. Denn wenn in einem solchen Zyklus der 
Index n vorkommt, ist er gleich 0, weil alle a* gleich 0 sind. Wenn aber der 
Index » nicht vorkommt, so ist der Zyklus zugleich ein Zyklus von (3. 2), 
also wieder gleich 0. 


Satz 6. Wenn von einer Grundfigur des R,, wo n > 3, bekannt ist, daB 
alle Zyklen mit hichstens n — 1 Gliedern gleich 0 sind, so sind in dieser Grund- 
figur auch alle n-gliedrigen, also tiberhaupt alle Zyklen gleich 0. 
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Beweis. Nehmen wir an, da der n-gliedrige Zyklus a?a}...a®%_,a 
von 0 verschieden sei, so haben die n Grundwiirfel nach Satz 3 das Aussehen 
Wi: 1, af, 0, ...,0, 0 
W:: ; 

von 
W,: a3, 0,0, ...,0 1 
Dann hat aber der Wiirfel W, + W.+...+ W,, keine ganzzahlige Koor- 
dinate, was nach Satz 1 nicht méglich ist. 

Satz 7. Wenn von einer Grundfigur des R,,, wo n => 4, bekannt ist, dap 
alle Zyklen mit héchstens n — 2 Gliedern gleich 0 sind, so sind in dieser Grund- 
figur auch alle (n — 1)-gliedrigen, also nach Satz 6 tiberhaupt alle Zyklen gleich 0. 

Beweis. Nehmen wiran, daB der (n — 1)-gliedrige Zyklusa?a3...a%—}a}_, 
von 0 verschieden sei, so haben die ersten » — 1 Grundwiirfel nach Satz 3 
das Aussehen 


: ae oe ae 
9 oe aioe a 
Wane & © «2, Oth 
east ee ©: 4.000%. 2 Civ 


Nun muB nach Satz 1 der Wiirfel W, — W. + Wy +... + W,_, bei jeder 
Vorzeichenkombination stets eine ganzzahlige, von 0 verschiedene Koor- 
dinate haben, da es offenbar nie der Nullpunktswiirfel ist. Aber die ersten 
n — 1 Koordinaten sind gewiss nicht ganzzahlig, also muB die letzte Koor- 
dinate, d.h. das Aggregat 
e—ag ta, t...+a0_» 

eine ganze, von 0 verschiedene Zahl sein. Nun kann man aber die Vorzeichen 
offenbar der Reihe nach so wahlen, daB man bei der sukzessiven Hinzu- 
fiigung des niachsten Aggregatgliedes immer zwischen —1 und 1 bleibt, so 
daB das Resultat gewiB keine ganze, von 0 verschiedene Zahl ist. Unsere 
Annahme hat also zu einem Widerspruch gefiihrt. 

Satz 8. Wenn von einer Grundfigur des R,, wo n = 5, bekannt ist, dag 
alle Zyklen mit héchstens n — 3 Gliedern gleich 0 sind, so sind in dieser Grund- 
figur auch alle (n — 2)-gliedrigen, also nach Satz 7 tiberhaupt alle Zyklen gleich 0. 

Beweis. Nehmen wir an, daB der (n — 2)-gliedrige Zyklusa?a3 .. .«® — 3a} 


+H, -3%n_9 
von 0 verschieden sei, so haben die n Grundwiirfel nach Satz 3 das Aussehen 
Wi: 1, a2, +... @aae@ 

W,: 0, 1, az, oh. eS, 2 
We.3: Guy” & 0, o Ber QTE hae 
Waa? Gop Ge» Gp ant 1, Oy 
W, ee & & A ar Be 
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Da alle zweigliedrigen Zyklen gleich 0 sind, ist insbesondere «*_,a%—* = 0. 
Indem wir eventuell die Nummern n — 1 und n bei Koordinaten und Grund- 
wiirfeln vertauschen, diirfen wir a*~*= 0 annehmen. Wenn dann die 
Koordinaten 


(3. 7) .] ee... a 


auch alle gleich 0 waren, so wiirden nach Satz 4 die (mn — 1)-dimensionalen 
Wiirfel 


W?: Ss SS Re tke Oe 
WwW 0, 1, . , 0. ag! 
We_,: a_, 9, & ., ee 
We_,: G-» Gp» Gp --+ as—i 1 


eine Grundfigur des R,_, bilden, bei der nach Voraussetzung alle Zyklen 
mit héchstens n — 3 Gliedern gleich 0 sind. Nach Satz 7, angewandt fiir 
n—1 an Stelle von n, miiBte dann auch der (n — 2)-gliedrige Zyklus 
ataz...a®—%a)_., gleich 0 sein, entgegen der Annahme. Also sind die 
Zahlen (3.7) nicht alle gleich 0. Indem wir die Nummern der ersten n — 2 
Koordinaten und Grundwiirfel nétigenfalls zyklisch vertauschen, wobei der 
uns interessierende Zyklus a? a} ...a%—%a)_, in sich iibergeht, diirfen wir 
speziell «® + 0 annehmen. Da aber alle Zyklen mit héchstens n — 3 Gliedern 
nach Voraussetzung gleich 0 sind, ist 

ata? = 0, also af =0; 

as af as =.0, also af =0; 


(3. 8) 


34,5 n—2 9" al n aad 
Haste ...an san_2 = 0, also af_, = 0. 


Dann hat aber der Wiirfel 
W,—W.1iW;+...iW,-2 


bei geeigneter Wahl der Vorzeichen keine ganzzahlige, von 0 verschiedene 
Koordinate und ist auch nicht der Nullpunktswiirfel. Denn die ersten n — 2 
Koordinaten sind iiberhaupt nicht ganzzahlig, die n-te Koordinate ist wegen 
(3.8) gleich a} — aj, also keine ganze, von 0 verschiedene Zahl. Daher kénnte 
allenfalls die (mn — 1)-te Koordinate in Betracht kommen. Diese ist aber 
gleich dem Aggregat 
aft —ag-* tag... tasrs, 

also bei passender Wahl der Vorzeichen wieder keine ganze, von 0 verschiedene 
Zahl (vgl. Beweis von Satz 7). Somit sind wir zu einem Widerspruch gegen 
Satz 1 gekommen. 
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§ 4. 
Die Minkowskische Vermutung im R,, fiir n < 6. 


Nach Satz 2 sind in einer Grundfigur des R,, alle zweigliedrigen Zyklen 
gleich 0. Da es fiir n = 2 Zyklen mit mehr als zwei Gliedern nicht gibt, 
folgt sofort 

Satz 9. Im R, ist die Minkowskische Vermutung richtig. 

Wegen des Verschwindens der zweigliedrigen Zyklen folgt aber weiter 
aus Satz 6, angewandt auf den Fall n = 3: 

Satz 10. Im Ry ist die Minkowskische Vermutung richtig. 

Sodann folgt aus Satz 7, angewandt auf den Fall » = 4: 

Satz 11. Im R, ist die Minkowskische Vermutung richtig. 

Und schlieBlich folgt noch aus Satz 8, angewandt auf den Fall n = 5: 

Satz 12. Im Rs ist die Minkowskische Vermutung richtig. 

Nun kommen wir zum Rs. Nachdem das Verschwinden der zweigliedrigen 
Zyklen nach Satz 2 schon feststeht, wenden wir uns zu ‘en dreigliedrigen 
und nehmen an, daB in einer gewissen Grundfigur des Rg der Zyklus a?a3a} 
von 0 verschieden sei. Nach Satz 3 haben dann die ersten drei Grundwiirfel 
das folgende Aussehen: 

W,: 1, aZ, 0, af, ad, af 
Ws: 0, 1, ap, a3, a, ay 
Ws: ag a 1, af, ae, ag. 

Nun mu8 nach Satz 1 der Wiirfel — W, + W.+ Ws entweder der 
Nullpunktswiirfel sein oder eine ganzzahlige, von 0 verschiedene Koordinate 
haben. Aber die ersten drei Koordinaten sind 


—l+aj, —a?+1. af +1, 
also gewi8 nicht ganzzahlig. Daher muB fiir einen der Indizes » = 4, 5,6 
die Zahl — a + a+ a; ganz und von 0 verschieden, also gleich | sein. 
Wir wollen die Koordinaten und Grundwiirfel so numerieren, daB das fiir 
v = 4 der Fall ist; also ist 
(4. 1) —af+az+az = 1. 
Analog mu8 aber auch der Wiirfel W, — W,. + Ws eine ganzzahlige, von 0 
verschiedene Koordinate haben, und es muB fiir einen der Indizes v = 4, 5, 6 
einmal a — ag + aj = 1 sein. Wegen (4. 1) kann das nicht der Index » = 4 
sein (weil ja a} <1 ist), und wir kénnen die Koordinaten und Grundwiirfel 
so numerieren, daB 
(4. 2) xp —ape+ae = 


ist. SchlieBlich muB aber auch der Wiirfel W, + W. — W; eine ganzzahlige, 
von © verschiedene Koordinate haben, und es muB8 fiir einen der Indizes 
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vy = 4,5,6 einmal aj + ag — aj = 1 sein. Wegen (4.1) und (4. 2) kommt 
dafiir aber vy = 4 oder » = 5 nicht in Betracht; also ist 


(4. 3) af+af—af = 1. 
Wegen (4.1), (4. 2), (4.3) ist gewiB 
af +0, af +0, af +0, af +0, af +0, af +0, 


und da alle zweigliedrigen Zyklen gleich 0 sind, folgt hieraus 


al=0, af = 0, af = 0, af = 0, al = 0, af = 0. 


Die letzten drei Grundwiirfel haben daher das folgende Aussehen: 


W,: aj, 0, 0 | 1, af, af 
(4. 4) W;: 0, az, 0 ag, z. af 


Ws: 0, 0, a? ag, a’, ss 


Nun kann in dem rechts abgeteilten Quadrat kein von 0 verschiedener drei- 
gliedriger Zyklus sein. Denn wenn a? af af + 0 und folglich af = 0, «2 = 0, 
a? = 0 wire, so wire der Wiirfel W, + W; + W¢ nicht der Nullpunkts- 
wiirfel und hatte auch keine ganzzahlige, von 0 verschiedene Koordinate, 
was gegen Satz 1 verstéBt. Derselbe Widerspruch ergibe sich, wenn 
afaeat + O wire. 

Da nun in der Figur (4. 4) in dem rechts abgeteilten Quadrat alle drei- 
gliedrigen und natiirlich (nach Satz 2) auch alle zweigliedrigen Zyklen gleich 0 
sind, mu8 in dem Quadrat wenigstens eine Zeile zwei Nullen enthalten. 
Wir diirfen annehmen, daf es die letzte Zeile ist, weil sich das ndétigenfalls 
durch gleichzeitige zyklische Vertauschung der Nummern 1, 2,3 und der 
Nummern 4, 5,6 bei Koordinaten und Grundwiirfeln erreichen la8t, wobei 
der Zyklus «? a} a} in sich iibergeht und die Relationen (4.'1), (4. 2), (4. 3) 
erhalten bleiben (nur ihre Reihenfolge andern). Wegen Satz 5 ist dann a} + 0, 
weil ja die Minkowskische Vermutung im Rg bereits als richtig erkannt ist 
und der Zyklus a? a} aj} von 0 verschieden angenommen wurde. Dann ver- 
st6Bt aber der Wiirfel W, — W, + We gegen Satz 1. Denn von seinen 
Koordinaten 

l—aj, a?, —1+a3, af —af, ab —af, af—af+1 
ist mindestens die erste nicht gleich 0, und als ganzzahlige, von 0 verschiedene 
Koordinate kime allenfalls die sechste in Betracht, die es aber wegen (4. 3) 
auch nicht ist. 

Somit ergibt sich ein Widerspruch mit der Annahme a?a3a} + 0, und 
wir erhalten zunichst das Resultat, daB bei einer Grundfigur des Rg alle 
dreigliedrigen Zyklen gleich 0 sind. Dann folgt aber aus Satz 8, angewandt 
auf den Fall n = 6, daB iiberhaupt alle Zyklen gleich 0 sind, und es ergibt sich 

Satz 13. Im Rg ist die Minkowskische Vermutung richtig. 
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§ 5. 
Ein Satz tiber dreigliedrige Zyklen. 


Satz 14. Wenn in einer Grundfigur des R, ein Grundwiirfel an einem 
von 0 verschiedenen dreighedrigen Zyklus beteiligt ist, so sind auBer dem Einser 
noch wenigstens fiinf seiner Koordinaten von 0 verschieden®). 

Beweis. Wir nehmen an, bei einer gewissen Grundfigur wire es nicht 
so. Durch passende Numerierung der Koordinaten und Grundwiirfel kénnen 
wir dann erreichen, daB es sich um den Zyklus a?a3 a} handelt, daB ferner 
Ws; derjenige daran beteiligte Grundwiirfel ist, bei dem auBer dem Einser 
noch héchstens vier Koordinaten von 0 verschieden sind, und daB insbesondere 
die letzten » — 6 Koordinaten von Ws gleich 0 sind. Die ersten drei Grund- 
wiirfel haben dann folgendes Aussehen: 


Wi: 1, af, 0, af, af, ay, af, ..., af 
(5. 1) We: 0, 1, ad, af, ag, af, of, ..., of 
Ws: a}, 0, 1, af, af, af, 0, ..., 0. 


Genau wie beim Beweis von Satz 13 (vgl. die Formeln (4. 1) und (4. 2)) diirfen 


wir weiter voraussetzen, da8 


(5. 2) —af+af+aj=1, 
(5. 3) af—af+af=1 
ist’). Hiernach ist 

(5. 4) Min (a#, af, ag) = af, 
(5. 5) Min (a}, ag, a3) = ag 
und wir setzen weiter 

(5. 6) Min (a?, af, af) = @. 


*) Unter den an dem Zyklus aj a) a; ,,beteiligten* Grundwirfeln sind natarlich 
die Grundwiirfel W,, W,, , W, zu verstehen; analog spater bei mehrgliedrigen Zyklen. — 
Da ein Grundwiirfel, der an einem von 0 verschiedenen dreigliedrigen Zyklus beteiligt 
ist, nach Satz 3 nebst Zusatz auch eine Koordinate haben muB, die gleich 0 ist, so lehrt 
Satz 14, daB nichtverschwindende dreigliedrige Zyklen allenfalls fir » =7 in Frage 
kommen kénnen. Wir hitten daher den Satz 14 vorausstellen und beim Beweis von 
Satz 13 das Verachwinden aller dreigliedrigen Zyklen im R, einfach aus Satz 14 schlieBen 
und so eine Seite sparen kénnen. Der im vorigen Paragraphen gegebene Spezial- 
beweis ist aber doch erheblich einfacher als der Beweis von Satz 14, weshalb wir ihn 
nicht unterdriicken wollten. 

7) Dagegen dirfen wir nicht voraussetzen, daB af + af —a$ = 1 ist. Denn 
die bei dem Wirfel WwW, + W,— Wy, notwendig vorhandene ganzzahlige, von 0 
verschiedene Koordinate kénnte ebensogut die siebte oder. eine spitere sein 
(a] + oJ — 0 =). 


Mathematische Annalen. 117. 28 
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Nun gehért unsere Grundfigur zu einer gewissen modulartigen liicken- 
losen Ausfiillung des R,. In dieser Ausfiillung miissen auch die folgenden 
beiden Wiirfel vorhanden sein (vgl. Satz A und die daran angeschlossenen 
Bemerkungen): 

WwW’: 1—#, 1-6, 1—#, af + BY, af + B58, 0 + Be, Br, ..., B, 
Ww’: xv, 1-8, 147, af +r, aft, ote, 77,.-. 7% 
dabei sind die 8’, y” noch unbekannt, man wei8 nur: 0 < #”’ < 1,0 Sy" < 1. 

Bildet man jetzt den Wiirfel W, — W’, so ist seine dritte Koordinate 
gleich 6* — 1, also + 0. Er ist daher nicht der Nullpunktswiirfel und muB 
folglich nach Satz C eine ganzzahlige, von 0 verschiedene Koordinate haben. 
Man sieht sofort, daB dafiir auBer der dritten, die gleich 6* — 1 ist, keine 
in Betracht kommt; die fiinfte und sechste scheiden wegen (5. 5) und (5. 6) 
aus. Daher ist 6? — 1 ganzzahlig, also 6? = 0. Wir fassen diese Schlub- 
weise zusammen in die Worte: 

Aus W, — W’ folgt: 6? = 0. 
Ebenso folgt dann 
aus W,— W’': #2 =0, aus W,—W': Pi =0, 
aus W, — W": yY = 0, aus W.-W": y® = a}, 
und unter Beriicksichtigung des letzten Resultats 
aus W, — W": y' = 0. 
Die Wiirfel W’, W” sind daher die folgenden: 


W’: 3 % 1, af + ps, as + ps, o + Be, i) oils 
Ww”: 0, 1, 1 + aj, af + x, ag + ¥, e+y7, y’, eee y". 

Jetzt bilden wir noch acht weitere Wiirfel, bei denen ebenfalls eine ganz- 
zahlige, von 0 verschiedene Koordinate vorhanden sein muB, wobei aber 
nicht mehr nur eine einzige in Betracht kommt, sondern mehrere méglich 
sind. Der einzig mégliche ganzzahlige Wert wird aber jedesmal gleich 1 
sein, wie man stets aus den Formeln (5. 4), (5. 5), (5.6) erkennen wird. So 
folgt 


aus W, + W; — W’ und aus W, + W; — W” 
unter Benutzung von (5. 3): 


(A) p> =0 oder af +aj—o—ft=1, 
(B) y>=0 oder af +a$ —o—y=1; 
aus W, + W; — W’ und aus W, + W; — W” unter Benutzung von (5. 2): 
c) ft=0 oder af + af—9— f=}, 


(D) y=0 oder af+as—e—yY=1; 
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aus W, — W. + W’ und aus W, — W, + W": 
(E) af — af + af + ft = 1 oder a? + #5 = 1 oder af —af+o+ 6 = 1, 
(F) af + y* = 1 oder a? —a?+a2+ y5 = 1 oder af —af+ 0+ =1; 
endlich aus W, + W’ — W” und aus W; — W’ + W”: 
(G) af+pt—y*=1 oder af + P5—y> =1 oder af + po— 7 =1, 
(H) af —ft+y*=1 oder af —f5+ y5=1 oder af —f6+ 7% = 1. 
Nun sind drei Falle zu unterscheiden, je nachdem o = af oder af oder 
af ist. 
Erster Fall: 9 =af. Jetzt folgt aus (A) und (B): 
&=0, y= 0. 
Wenn nun #*.= y* wire, so wiirde aus (G) und (H) folgen: 
af + pe — 7 = 1, af — pe + y6 — i 
also durch Addition 2a$ = 2, wahrend doch af < 1 ist. Ebenso wiirde die 
Annahme f* = y° zum Widerspruch 2a} = 2 fithren. Somit ist 
BS + y*, B+ 
Wegen f* + y® kénnen f* und y* nach (C) und (D) nicht beide von 0 ver- 
schieden sein; wegen #* + y* kénnen sie aber auch nicht beide gleich 0 sein, 
Daher ist 
entweder Bf = 0, y* +0 oder Pf +0, yt = 0. 
Im Fall 6* = 0, y* + 0 folgt der Reihe nach, weil 9 = a}, #5 = 0, »5 = 0 
ist, aus (D), (E) mit Riicksicht auf (5.4) und (G): 
ay +a — oy — 9° = I, 
af—af+a?+ ps =], 
af + pe—y = |. 
Wenn man diese Gleichungen zueinander addiert, nachdem man die letzte 
mit — 1 multipliziert hat, erhalt man af = 1, wahrend doch x} <1 ist, 


Im Fall 6* + 0, »* = 0 folgt der Reihe nach aus (C), (F) mit Riicksicht auf 
(5.5) und (H): 


ay +as —af — pe =I, 
ag + y=, 
af — p+ 4 = 1. 


Daher ist 


pe = 0, af + af -af = 1. 
Dann folgt aber aus (E) und (G) 
af — af + af +B 


a} + BF - 


I 
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und hieraus af = af, was mit (5.2) im Widerspruch steht. Der erste Fall 
ist somit unméglich. 

Zweiter Fall. @ =a$. Dieser Fall erledigt sich genau wie der erste, 
wobei lediglich die Indizes 1, 2, ferner die Indizes 4, 5 sowie die Buchstaben 
8, y ihre Rollen tauschen. Bei Durchfiihrung des Beweises ist dann die Formel 
(A) mit (D) zu vertauschen, ferner (B) mit (C), (E) mit (F), (G) mit (H), 
(5. 2) mit (5. 3), (5.4) mit (5.5). So erweist sich der zweite Fall ebenfalls 
als unmdglich. 

Dritter Fall. e@ = af. Jetzt folgt aus (A), (B), (C), (D) der Reihe nach 

p> = 0, y>=0, ft=0, Y=0. 
Sodann aus (G) und (H) 


ay +P —y =1, af — P+ Y=] 
und hieraus durch Addition 2a) = 2, wihrend doch af <1 ist. Daher ist 
auch der dritte Fall unméglich. 


Die zu Anfang gemachte Annahme stellt sich sonach als widerspruchs- 
voll heraus, womit Satz 14 bewiesen ist. 


§ 6. 
Die Minkowskische Vermutung im R,. 


Wir zeigen zuerst das Verschwinden der dreigliedrigen Zyklen. Nehmen 
wir an, in einer Grundfigur des R; sei der Zyklus af a} aj von 0 verschieden, 
so haben die ersten drei Grundwiirfel nach Satz 3 das Aussehen 

W,: 1, aZ, Olaf, af, af, a? 
(6. 1) We: 0, 1, afl ag, af, af, af 

Ws: aj, 0, 1 | ag, af, af, af, 
wobei in dem abgeteilten Rechteck nach Satz 14 alle a{ von 0 verschieden 
sind. Da aber af'a) = 0 ist, so haben dann die andern vier Grundwiirfel 
das Aussehen 


W,: 0, 0, 0} 1, a®, af, a; 

(6. 2) W;: 0, 0, O| af, 1, af, af 
, We: 0, 0, 0) ag, ag, 1, ag 
W,: 0,0, 0} af, af, af, 1. 


Nach Satz 14 kann keiner dieser vier Grundwiirfel an einem von 0 ver- 
schiedenen dreigliedrigen Zyklus beteiligt sein; also gibt es in (6.2) in dem 
abgeteilten Quadrat keinen solchen Zyklus. Es gibt aber auch keinen von 0 
verschiedenen viergliedrigen Zyklus. Denn andernfalls kénnte durch ge- 
eignete Numerierung erreicht werden, da8 speziell a? af aja + 0 ist, so daB 
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das Bild (6.2) nach Satz 3 nebst Zusatz das folgende Aussehen gewinnen 
wiirde: 


W,: 0, 0,0! 1, «3 0, 0 
Ws: 0, 0,0/| 0, 1, af 0 
We: 0, 0,0] 0, 0, 1, af 
W,: 0, 0, Olaf, 0, 0, 1. 


Dann wiirde aber der Wiirfel W,+ W;+ W.+ W7 gegen Satz 1 verstoBen. 

Daher enthalt in der Figur (6.2) das abgeteilte Quadrat iiberhaupt 
keinen von 0 verschiedenen Zyklus. Folglich muB es in wenigstens einer 
Zeile drei Nullen haben (vgl. die SchiuBweise 8S. 420, Mitte), etwa bei W7. 
Dann sind aber bei W; auBer dem Einser alle Koordinaten gleich 0, was 
nach Satz 5 mit der Annahme «? a} a} + 0 in Widerspruch steht, nachdem 
ja die Minkowskische Vermutung im Rg zutrifft. Somit sind alle dreigliedrigen 
Zyklen gleich 0. 

Nun beweisen wir das Verschwinden der viergliedrigen Zyklen. Nehmen 
wir an, daB der Zyklus a? a3 af «} von 0 verschieden sei, so haben die ersten 
vier Grundwiirfel nach Satz 3 das Aussehen 


WwW: 1, a, 0, 0, af, af, a? 

6.3) W:: 0, ‘1, af, 0, af, af, a 
3 Ws: 0, 0, a ag, ae, ag, ag 
W,: aj, 0, 0, 1, af, af, af. 


Die letzten drei aber haben, nachdem alle zwei- und dreigliedrigen Zyklen 
gleich 0 sind, bei geeigneter Numerierung das Aussehen 


Ws: aj, a2, af, af | 1, af, of 
(6. 4) We: ad, ad, af, af | 0, 1, af 
W:: a}, a®, ad, af | 0, 0, 1; 


wegen der Nullen ia dem rechts abgeteilten Quadrat vergleiche man die 
SchluBweise 8S. 420, Mitte. Wegen Satz 5 mu8 nun W, aufer dem Einser 
noch wenigstens eine von 0 verschiedene Koordinate haben, also eine der 
Zahlen «}, «3, «3, «# von 0 verschieden sein. Indem wir die ersten vier Koor- 
dinaten und Grundwiirfel nétigenfalls zyklisch umnumerieren, wobei der 
uns interessierende Zyklus a} «} a} a} in sich tibergeht, konnen wir annehmen, 
daB etwa 


(6. 5) a} +0 
ist. Aus ada? = 0, ata?aj = 0 folgt dann 
(6. 6) af =0, of =0. 
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Wenn nun von den Zahlen aj, a; auch eine gleich 0 wire, so kame bei den 
drei Wiirfeln 


(6. 7) W, + We — Ws — W,, 
(6. 8) W, —W.+ Ws — Wg. 
(6. 9) W, — W.— Ws + W,, 


von denen offenbar keiner der Nullpunktswiirfel ist, als ganzzahlige, von 0 
verschiedene Koordinate nur die fiinfte oder sechste in Betracht. Wegen 
des Wiirfels (6.7) wiire also etwa 


a> +a3 —aS —a> = +1 und folglich af — af + af —af + + 
od. 


5 
a? — a? —ae +a? + = 
Sodann ware wegen des Wiirfels (6.8) notwendig 

aS —af+af—aS = +1 und folglich af — af —af+af+ +1. 


Jetzt bliebe aber bei dem Wiirfel (6. 9) keine Méglichkeit mehr fiir eine ganz- 
zahlige, von 0 verschiedene Koordinate iibrig. Daher ist 


(6. 10) ag +0, af + 0. 
Aus aja? = 0, aja} = 0, afaja? = 0 folgt dann aber 
(6. 11) at = 0, af = 0, a? = 0. 


Nach diesen Resultaten ist nun auch der Zyklus a? a} aj a} von 0 ver- 
schieden und die Wiirfel W,, W,, Ws, Wz haben das folgende Aussehen. 
wobei die Koordinaten in der Reihenfolge 1, 2, 3, 7, 4,5, 6 geschrieben sind: 


W,: 1, aZ, 0, 6 0, af, af 
W.: 0, & as, 0, 0, ae, af 
Ws: 0, 0, 1, as, as, as, af 


W,;: al, 0, 0, 1, 0, 0, 0. 
Daraus folgt nun ahnlich wie vorhin, daB fiir wenigstens einen der drei Wiirfel 


W,+ W.—W;+ W; 
W, —W.+W;+ W, 
W, — W,—Ws+ Wo, 


von denen offenbar keiner der Nullpunktswiirfel ist, keine Méglichkeit fiir 
eine ganzzahlige, von 0 verschiedene Koordinate besteht. Wegen dieses 
Widerspruchs gegen Satz 1 sind alle viergliedrigen Zyklen gleich 0. Nach 
Satz 8, angewandt auf den Fall » = 7, sind aber jetzt iiberhaupt alle Zyklen 
gleich 0, und somit ergibt sich 


Satz 15. Im R, ist die Minkowskische Vermutung richtig. 
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§ 7. 
Das Verschwinden der dreigliedrigen Zyklen im R,. 

Nehmen wir an, in einer Grundfigur des Rg sei der Zyklus a? a3 a} von 0 
verschieden, so haben die ersten drei Grundwiirfel nach Satz 3 das Aussehen 
Wi: 1, a, O | af, af, af, a7, af 

(7. 1) Ws: 0, 1, ag ag, ag, ag, ag, ag 
Ws: ag, 0, 1 aj, ae, af, as, ag, 
wobei in dem abgeteilten Rechteck nach Satz 14 in jeder Zeile mindestens 


vier af von 0 verschieden sind. Wegen a{ «i = 0 enthalt dann das Schema 
der andern fiinf Grundwiirfel 





We a, @ @1l, & & m @& 
We: Ge Gt, Glas, 1, a a, & 
(7. 2) We: af, ad, af | ag, af, 1, af, af 
Wr: a7, a7, ap | ap, ap, ap, 1, af 
We: ag, ag, ag | ag, ay, Og, wy, f 





in jeder der ersten drei Koordinatenspalten héchstens eine von 0 verschiedene 
Zahl. Daraus folgt, daB in (7.2) in dem abgeteilten Quadrat kein von 0 
verschiedener dreigliedriger Zyklus enthalten sein kann. Denn wenn etwa 
a> afag + 0 wire, so hitte man mit Riicksicht auf Satz 3 nebst Zusatz 
das Bild 

W,: ad, a2, af | 1, aS, 0 | af, a? 

Ws: ag, ag, of | 0, 1, af | af, af 

We: ad, ad, af | af, 0, 1 | af, af, 
und weil in jeder der ersten drei Koordinatenspalten héchstens eine von 0 
verschiedene Zahl steht, wiirde gewiB einer dieser drei Wiirfel dem Satz 14 
widersprechen. 

In dem abg.teilten Quadrat von (7.2) kann aber auch kein von 0 ver- 

schiedener viergliedriger Zyklus enthalten sein. Denn wenn etwaajafaja? + 0 


ware, so hatte man mit Riicksicht auf Satz 3 nebst Zusatz das Bild 


W,: af, a2, ad | 1, af, 0, 0 | af 

Ws: ag, ae, a? 0, 1, af, 0 ag 

We: af, ag, af} 0, 0, 1, af | af 
> As 


W,: al, a?, ad | af, 0, 0, 1 | af, 


und jetzt hatte, weil in jeder der ersten drei Koordinatenspalten héchstens 
eine von 0 verschiedene Zahl steht, der Wiirfel W, — W, + (W, — W7) 
bei wenigstens einem der beiden Vorzeichen keine ganzzahlige, von 0 ver- 
schiedene Koordinate und wire auch nicht der Nullpunktswiirfel, was dem 
Satz 1 widerspricht. 
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SchlieBlich kann in dem abgeteilten Quadrat von (7. 2) auch kein von 0 
verschiedener /tinfgliedriger Zyklus enthalten sein. Denn wenn etwa 
abasazasas + 0 wire, so hatte man das Bild 
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W,: aj, a2, a2 | 1, of, 0, 0, 0 
W;: af, af, af | 0, 1, af, 0, O 
W,: a}, aZ, a: 0, 0, 4 Xe, 0 
W,: a}, a?, a? | 0, 0, 0, 1, af 
W,: ad, af, a2 | af, 0, 0, 0, 1, 


und jetzt wiirde der Wiirfl W,+ W,+ W.+ W,+ Wes gegen Satz 1 
verstoBen. 

Da hiernach das abgeteilte Quadrat in (7. 2) gar keinen von 0 verschiedenen 
Zyklus enthalt, gewinnt das Bild (7. 2) bei geeigneter Numerierung der letzten 
fiinf Koordinaten und Grundwiirfel das Aussehen 


W,: ad, a2, a2 | 1, af, af, af, af 
Ws: a}, a2, a2 | 0, 1, af, af, af 
We: ab, af, af | 0, 0, 1, af af 
W:: al, a?, oF | 0, 0, 0, 1, af 
We: ad, a2, a | 0, 0, 0, 0, 1; 


wegen der Nullen vergleiche man die SchluBweise auf 8. 420, Mitte. Wegen 
Satz 5 muB nun eine der Zahlen a}, «3, a3 von 0 verschieden sein, nachdem 
ja die Minkowskische Vermutung im R, zutrifft und der Zyklus «?a} a} 
von 0 verschieden angenommen ist. Indem wir die ersten drei Koordinaten 
und Grundwiirfel nétigenfalls zyklisch umnumerieren, wobei der uns 
interessierende Zyklus a? aja} in sich iibergeht, kénnen wir annehmen, da8 
a} +0 
ist. Nun ist aber a} a? = 0, und da Wg nach Satz 14 an keinem von 0 ver- 
schiedenen dreigliedrigen Zyklus beteiligt sein kann, ist auch a} a? af = 0, also 
af = 0, af = 0. 
‘Nach Satz 14 ist dann 
ay +0, af +0 fiir » = 4,5, 6, 7. 


Aus aja} = 0 und aja? = 0 folgt jetzt 
a} = 0, a? = 0. 


Nach Satz 14 kann auch W; an keinem von 0 verschiedenen dreigliedrigen 
Zyklus beteiligt sein. Daher ist a} aja? = 0, aj aja? = 0 und folglich 


a? =-0, af = 0. 
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Hiernach sind aber bei W, auBer dem Einser alle Koordinaten gleich 0, was 
nach Satz 5 mit der Annahme «?a3a} + 0 im Widerspruch steht. Damit 
ist bewiesen: 

In einer Grundfigur des Rg sind alle dreigliedrigen Zyklen gleich 0. 


§ 8. 
Zwei Hilfssitze tiber viergliedrige Zyklen im R,. 

Hilfssatz 1. Wenn in einer Grundfigur des R, ein Grundwiirfel auger 
dem Einser nur noch eine von 0 verschiedene Koordinate hat, so kann er an 
keinem von 0 verschiedenen viergliedrigen Zyklus beteiligt sein. 

Beweis. Wir nehmen an, daB es in einer gewissen Grundfigur doch 
so sei und daB es sich dabei um den von 0 verschiedenen Zyklus a?a3a$a} 
und um den Grundwiirfel W, handle. Dann haben die ersten vier Grund- 
wiirfel, weil alle zwei- und dreigliedrigen Zyklen gleich 0 sind, nach Satz 3 
das Aussehen 


W,: 1, a2, 0, O | ad, af, a7, af 
(8. 1) We: 0, 1, a3, O | ag, ag, ag, ag 
Ws: 0, 0, 1, af | af, af, af, af 
W,: aj, 0, 0, 1 | 0, 0, 0, 0. 


Da von den drei Wiirfeln 
W, —W.+Ws3+W, 
W,+W.—Ws+ W, 
W,—W.—Ws+ W, 
offenbar keiner der Nullpunktswiirfel ist, mu8 nach Satz 1 jeder eine ganz- 


zahlige, von 0 verschiedene Koordinate haben; es ist aber ausgeschlossen, 
daB es bei zwei dieser Wiirfel dieselbe Koordinate ist 8); also ist etwa 


1 — ay + ag = 1, 
af + af — af = 1, 
af af = —1. 


Daraus folgt 

a? + 0, a? + 0, af + 0, af + 0, af + 0, a; + 0, 
und folglich ist 

aj = 0, a? = 0, a} = 0, a2? = 0, a? = 0, a3 = 0. 


Da aber alle dreigliedrigen Zyklen verschwinden, ist auch afafa? = 0, 


ajaras = 0, alafat = 0, a2aJa} = 0, also 


af = 0, af = 0, af = 0, a} = 0. 


8) Vgl: die ausfihrlichere Begrindung in dem analogen Fall der Wiirfel (6. 7), 
(6. 8), (6.9) auf S. 434. 
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W,: 1, a2, 0, 0 [aS af% , 
W,: O, 1, ad, 0 : ag, Bs, 
Ws: 0, 0, 1, ag as, » Oy, 
Wy: a2, 0, 0, 1 0, 0, 0, 0 
(8. 2) 

W,: 0, 0,0,0/1, , 

W,: 0, 0, , 0 na 
W,: 0, 0, 0, |e 
Ws: 9 ® 9 “ 4» 9 > 





wobei die eingesetzten a; alle von 0 verschieden sind, wahrend die Platze 
fiir diejenigen «;", von denen noch nicht feststeht, ob sie = 0 oder + 0 sind, 
leer gelassen wurden ®). 


In der Figur (8. 2) sind nun in dem rechts unten abgeteilten Quadrat 
nicht nur alle zwei- und dreigliedrigen, sondern auch alle viergliedrigen 
Zyklen gleich 0. Denn wenn ein solcher Zyklus von 0 verschieden wire, so 
waren alle an diesem Zyklus nicht beteiligten «{* des Quadrats gleich 0 (nach 
Satz 3 nebst Zusatz) und folglich ware der Wiirfel W; — W, — W, + Ws 
nicht der Nullpunktswiirfel und hatte auch keine ganzzahlige, von 0 ver- 
schiedene Koordinate, was dem Satz 1 widerspricht. Da somit in dem rechts 
unten abgeteilten Quadrat von (8. 2) alle Zyklen gleich 0 sind, mu8 wenigstens 
eine Zeile des Quadrats drei Nullen enthalten (vgl. die SchluBweise 8. 420, 
Mitte). Ist es die erste Zeile, so entsteht ein Widerspruch gegen Satz 5. 
da ja die Minkowskische Vermutung im R; zutrifft. Ist es die zweite Zeile, 
so mu8, damit nicht derselbe Widerspruch entsteht, ag + 0, also af = 0 
sein; dann verstéBt aber der Wiirfel W, — W; — W, + We gegen Satz 1. 
Ist es die dritte Zeile, so mu8, damit kein Widerspruch gegen Satz 5 ent- 
steht, af + 0 sein; wegen a} aj a’ = 0 ist dann aber a] = 0, und der Wiirfel 
W, — W. — W, + W, verstéBt gegen Satz 1. 

Somit kommen die drei Nullen in der letzten Zeile: Nun mu8 aber auBer- 
dem, da alle zwei- und dreigliedrigen Zyklen gleich 0 sind, das Quadrat 


s 
1, @5, @ 
7 


ae, 1, a& 


5 6 
a>, a, | 


®) Beim Lesen der folgenden Beweisfiihrung empfiehlt es sich, die Figur (8. 2) 
fiir die verschiedenen Fille immer neu aufzuschreiben und laufend zu erganzen, sobald 
yon einem a} erkannt oder angenommen wird, daB es = 0 oder + 0 ist. Alsdann wird 
man, wenn im Text von einem Wiirfel der Form W, + W, + W,+ W, gesagt wird, 
daB aus ihm etwas folgt (stets nach Satz 1), oder daB er gegen Satz 1 verstéBt, die 
Richtigkeit dieser Behauptung stets ohne weiteres erkennen. 
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in wenigstens einer Zeile zwei Nullen haben. Somit sind drei Fille zu unter- 
scheiden: 


Falll Fall Il 
W,: 0, 0, 0,0 | 1, 0, 0, af W,: 0,0,0,0/1, , , 
Rar & & OF 54, |; W,: 0,0, , 0] 0, 1, 0, a8 
W;: 0, 0, 0, go oe W:: 0, 0, 0, aie 
ae 0, 0, 0, 1 ae 0, 0, 0, 1 
Fall III 

Ws: 0,0,0,0/1, , , 

Ws: > eh io oe 

W;: 0, 0, 0, 0, 0, 1, af 

0 


W;: ® ® > 0, > 0, lL. 
Dabei sind die eingesetzten «? wirklich von 0 verschieden, weil sonst ein 
schor erledigter Fall vorlage. 
Im Fall I folgt aus aPafa? = 0 und a2a$a3 = 0 zunichst 
ag =0, af = 0. 
Wenn nun aj + 0, so folgt aus af af = 0, ag af af = 0, af af a? = 0 weiter?) 
a® = 0,af = 0,a$ = 0; dann verst6Bt aber der Wiirfel W, — W,+ W; — Ws 
gegen Satz 1. Also ist 
ag = 0. 
Damit Ws, nicht gegen Satz 5 verstéBt, ist dann 
a? + 0 

und aus aga? = 0, azaga$ = 0, afaza) = 0 folgt 

ag = 0, af = 0, af = 0. 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, — W,; + W; — Wg gegen Satz 1. Der 
Fall I ist ‘also unméglich. 

Im Fall II folgt aus afaga) = 0 und afaga? = 0 zunichst 
as == 0, a? = @, 

Wenn nun af + 0, so folgt aus aja? = 0, afajaf = 0, agagaf = 0 weiter 
af = 0,af = 0,a$ = 0; dann verstéBt aber der Wirfel W, —- W,+ We — We 
gegen Satz 1. Also ist 


a, = 0. 


%) Die SchluBfolgerung af = 0, a? = 0 ware unndtig, weil das ja schon voraus- 
gesetzt ist. Sie ist aber hier und analog noch mehrmals doch gezogen, damit der Beweis 


sich wortlich auf den analogen Fall beim Beweis von Hilfssatz 2 tibertragt, wo diese 
Voraussetzung nicht gemacht ist. 
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Damit Ws, nicht gegen Satz 5 verstéBt, ist dann 
as + 0. 
Aus aSa$ = 0, agafa? = 0, agafaf = 0 folgt daher 
af = 0, af = 0, af = 0. 
und sodann aus W, — W; + W, — Ws: 
af = 0. 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, — W; + W, + We + We gegen Satz 1. 
Der Fall II ist also ebenfalls unméglich. 
Im Fall III folgt aus aJaSa? = 0 und aja%a? = 0 zuniichst 
a? = 0, a? = 0. 
Wenn nun a} + 0, so folgt aus aja? = 0, ajaza$ = 0, afasa? = 0 weiter 
a? = 0,af = 0,a7 = 0; dann verstéBt aber der Wiirfel W, — W. + W, — We 
gegen Satz 1. Also ist 
ag = 0. 
Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, ist dann 
ag + 0. 
Aus afa? = 0, afaja? = 0, afafa] = 0 folgt daher 
a’ = 0, af = 0, a, = 0. 
Sodann folgt aus W, + W, — W, — Wg und aus W, — W. + W, — Ws: 
a’ = 0, af = 0. 
Jetzt verstoBt aber der Wiirfel W, — W, + W, — Wz — We gegen Satz 1. 
Somit ist auch Fall III unméglich, womit der Hilfssatz 1 bewiesen ist. 
Hilfssatz 2. In einer Grundfigur des Rg sind die vier Grundwiirfel 
W;: 1, a? 0, 0 a’, af, ’ 
W;: 0, Bi az, 0 ’ ag, ag, 
Ws: 0, 0, 1, as ae, , as, 
W,: al, 0, 0, 1 , ’ ’ ’ 
wo die eingesetzten af und folglich auch der Zyklus azZagaja; von 0 ver- 
schieden sind, unméglich. 
Beweis. Die Grundfigur erfordert genau dieselbe Erganzung wie beim 
Beweis von Hilfssatz 1, namlich: 
W;: 0,0,0,0/1, , , 
W,: 0, 0, , 0 
0, 0, 0, > , 1, 
W;: : 1 
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und genau wie dort ergibt sich, da8 das rechts abgeteilte Quadrat in wenigstens 
einer Zeile drei Nullen enthalten mu8. Ist es die erste Zeile, so entsteht ein 
Widerspruch gegen Satz 5. Ist es die zweite Zeile, so mu8, damit nicht der- 
selbe Widerspruch entsteht, «3 + 0 sein; dann ist aber der Wiirfel W, an 
dem von 0 verschiedenen Zyklus a? a/ajaf beteiligt und verstéSt damit 
gegen Hilfssatz 1. Ist es die dritte Zeile, so mu8, damit kein Widerspruch 
gegen Satz 5 entsteht, af + 0 sein; dann ist aber der Wiirfel W; an dem 
von 0 verschiedenen Zyklus af a}a?aj beteiligt und verstéBt damit gegen 
Hilfssatz 1. 


Somit kommen die drei Nullen in der letzten Zeile und es sind die gleichen 
drei Fille zu unterscheiden wie beim Beweis von Hilfssatz 1. 


Im Fall I kann man wértlich so schlieBen wie vorhin oder auch kiirzer 
so: Wegen Hilfssatz 1 kann W; an keinem von 0 verschiedenen viergliedrigen 
Zyklus beteiligt sein. Also ist 


apasag = 0, agasasag = 0, asasay = 0, afapasas = 0 


und folglich af = 0, a3 = 0, a2 = 0, af = 0, so daB der Wiirfel W, gegen 
Satz 5 verst6Bt. Der Fall I ist daher unméglich. 
Im Fall II 1a8t sich zunichst wértlich wie vorhin schlieBen, daB 


af = 0, af = 0, af = 0, ad +0, af = 0, af = 0, af =0 


ist. Ferner-kann jetzt W, nach Hilfssatz 1 an keinem von 0 verschiedenen 

viergliedrigen Zyklus beteiligt sein; daher ist aafa}af = 0, ogazaja’ = 0, also 
a? = 0, af = 0. 

Jetzt verstéBt aber der Wiirfel + W, + Ws + Wy — We — W, bei passender 

Vorzeichenkombination gegen Satz 1. Wegen seiner ersten Koordinate ist 


er namlich nicht der Nullpunktswiirfel, und als ganzzahlige, von 0 verschiedene 
Koordinate kann nur die fiinfte oder siebte in Betracht kommen: 


taf + ay + af, 
taj +aj taj. 


Wenn nun bei + — die eine ganzzahlig und von 0 verschieden ist, so mu8 
es. bei — + die andere sein und bei — — kann es dann keine mehr sein. 
Der Fall II ist also ebenfalls unméglich. 


Im Fall Ill la8t sich zunachst wértlich wie vorhin schlieBen, daB 


a? = 0, a? = 0, ag = 0, ag + 0, af = 0, a? = 0, a; =0 
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ist. Ferner kann jetzt W, nach Hilfssatz 1 an wees voa 0 epg pe 

viergliedrigen Zyklus beteiligt sein; daher ist aSaja}a7 =0, afa}a?a = 0, also 
a? = 0, ag = 0. 

Jetzt verstéBt aber der Wiirfel + W, + W. + W, — W, — Wg bei passender 

Vorzeichenkombination gegen Satz 1. Daher ist auch Fell (II unméglich, 

womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist. 


§ 9. 
Ein weiterer Hilfssatz und das Verschwinden der viergiiedrigen Zyklen 
im R;,. 
Hilfssatz 3. In einer Grundfigur des Rg sind die vier Grundwiirfel 


. 2 5 6 
W;: 1, G, 0, 0 Gi, a, ay, 


W:: 0, 1, ag, 0 > ag, > 
Ws &@AQLaeia. » « 
W,: a}, 0, 0, 1 am Fr 


wo die eingesetzten aft und folglich auch der Zyklus a2 a3 af a} von 0 ver- 
schieden sind, unméglich. 
Beweis. Zuniachst ist 

2 =0, ef = 0, ad = 0, ad = 0, ai = 0, af = 0 

und aus asafaz? = 0, afazad = 0, afafas = 0, afala? = 0 folgt weiter 
af =0, af = 0, af = 0, a? =0. 
Daher erfordert die Grundfigur diesmal die folgende Erganzung: 
W;: 0, 0, 0, 0 | 1, , ’ 


| 
We: 0,0, ,0/ ,1, , 
W;: 0, » 0,0 | ’ eS 
W;: ere? 9 ~ § 


Ebenso leicht wie beim Beweis von Hilfssatz 1 erkennt man, daB auch hier 
das rechts abgeteilte Quadrat keinen von 0 verschiedenen Zyklus enthalten 
kann; denn zwei- und dreigliedrige gibt es sowieso nicht, und bei einem vier- 
gliedrigen wiirde der Wiirfel W; — W, — W, + Wg gegen Satz 1 verstoBen. 
Somit mu8 das Quadrat wieder in wenigstens einer Zeile drei Nullen enthalten. 
Ist es die erste Zeile, sc entsteht ein Widerspruch gegen Satz 5. Ist es die 
zweite Zeile, so muB, damit nicht derselbe Widerspruch entsteht, ie + 0 
sein ; dann ist aber der Wiirfel W, an dem von 0 verschiedenen Zyklus ajaja}af 
beteiligt und verstéBt damit gegen Hilfssatz 1. Ist es die dritte Zeile, so muB, 
damit kein Widerspruch gegen Satz 5 entsteht, a? + 0 sein; fom ist aber 
der Wiirfel W; an dem von 6 verschiedenen Zyklus a? aj aj aj beteiligt und 
verst6Bt damit gegen Hilfssatz 1. 
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Somit kommen die drei Nullen in der letzten Zeile und es sind die folgenden 
drei Falle zu unterscheiden: 


Falll Fall Il 
Ws: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, af Ws: 0,0,0,0/1, , , 
Ws: 0, 0, , 0 ’ a ’ We 0, 0, , 0 0, 1, 0, ag 
W, 0, 0, 0 : : 1, W, 0, ’ 0, 0 ’ ’ l 
ae oS os 0, 0, 0, 1 i as re aa & i. 
Fall Ill 

W;: 0, 0, 0, 0 il. , + J 

Ws: 0, 0, 0 9 1, ® 

W;: 0, , 0, 0/0, 0, 1, af 

Wes 3) en, So] Qrepegpen. 


Dabei sind die eingesetzten «? von 0 verschieden, weil sonst ein schon er- 
ledigter Fall vorlige. 


In den Fallen J und II kann man trotz der etwas geinderten Figuren 
wortlich so schlieBen wie beim Beweis von Hilfssatz 2 (mit EinschluB der 
dortigen Verweisung auf den Beweis von Hilfssatz 1). Diese Fille sind 
also unméglich. 


Im Fall III folgt aus af a?a) = 9 und af afaj = 0 zunichst 
at = 0, af = 0. 


Wenn nun a} + 0, so folgt aus aga =0, ag asa? =0, af af aj = 0 weiter 
a; = 0, af =0, af = 0; dann verstéBt aber der Wiirfel W; — W, + W, — Wy 
gegen Satz 1. Also ist 

a, = 0. 


Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, ist dann 

a? + 0 
und nach Hilfssatz 1 ist W, an keinem von 0 verschiedenen viergliedrigen 
Zyklus beteiligt. Daher ist 


i = Dota an ae we B, Pe 
Hy te = 0, agagas = 0, agagazay = 0, apaga, = 0, apazagas = 0 


und folglich 
af = 0, af = 0, af = 0, al = 0, a; = 0. 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W,. + Ws + W, — W, — We bei passender 


Vorzeichenkumbination gegen Satz 1. Daher ist auch Fall III unméglich, 
womit der Hilfssatz 3 bewiesen ist. 
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Um nun zu zeigen, daB im Ry alle viergliedrigen Zyklen gleich 0 sind, 
nehmen wir an, in einer gewissen Grundfigur sei der Zyklus a? a3 af a} von 0 
verschieden. Dann haben die ersten vier Grundwiirfel das Aussehen 


W,: 1, af, 0, 0 | af, af, af, af 
We: 0, 1, ag, O | ag, a, ag, ag 
Ws: 0, 0, 1, af} ag, ag, ag, ag 
W,: af, 0, 0, 1 | af, af, af, af, 


wobei diesmal alle «;* eingesetzt sind, nicht nur die sicher von 0 verschiedenen. 
Nun mu8, damit der Wiirfel W, — W. + W; — W, nicht gegen Satz 1 
verst6Bt, fiir einen gewissen Index v > 5 

af—af+as—af=+1 
sein. Wir kénnen so numerieren, da8 das fiir » = 5 gilt. Indem wir dann 
die ersten vier Koordinaten und Grundwiirfel nétigenfalls zyklisch um- 
numerieren, wodurch der Zyklus «a? a3a/a} in sich iibergeht, kénnen wir 
auBerdem erreichen, daB das obere Vorzeichen gilt. Daher ist 
(9. 1) af—af+aP—ai=1, also a? +0, af +0. 
Damit auch der Wiirfel W, + W, — W; — W, nicht gegen Satz 1 verstéBt, 
muB fiir einen gewissen Index v > 5 

af +ay—as—af = +1 
sein. Wegen (9. 1) ist » + 5, also etwa » = 6. Indem wir nétigenfalls bei 
Koordinaten und Grundwiirfeln die Nummer 1 mit 3 und die Nummer 2 
mit 4 vertauschen, wodurch der Zyklus a?a3a$a} und die Relation (9. 1) 
in sich iibergehen, kénnen wir auBerdem erreichen, daB das obere Vorzeichen 
gilt. Daher ist 
(9. 2) af+af—af—ai=—1, also af +0, af +0. 
SchlieBlich muB, damit auch der Wiirfel W, — W, — Ws + W, nicht gegen 
Satz 1 verstéBt, fiir einen gewissen Index » 2 5 

af —ay—agtay= +1 
sein. Wegen (9.1) und (9. 2) ist aber » von 5 und 6 verschieden. Daher ist 
etywa vy = 7, und es ist 


entweder a] — aj —a, +a] = 1, also a] +0, a] +0, 
oder aj—ag—a,t+a,=—1, also af +0, af +0. 
Im ersten Fall liegt hiernach bei den ersten vier Grundwiirfeln die nach 
Hilfssatz 3 und im zweiten Fall die nach Hilfssatz 2 unmdgliche Figur vor. 
Damit ist bewiesen: 
In einer Grundfigur des R, sind alle viergliedrigen Zyklen gleich 0. 
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‘$10. 
Die Minkowskische Vermutung im R,. 


Jetzt kommen wir zu den fiinfgliedrigen Zyklen. Nehmen wir an, da8 
bei einer Grundfigur des Rg der Zyklus «? a} a} «?a/ von 0 verschieden sei, 
so haben die ersten fiinf Grundwiirfel, da alle Zyklen mit weniger als fiinf 


Gliedern gleich 0 sind, nach Satz 3 das Aussehen 


“ 
W,: 1, a2, 0, 0, O | af, af, a? 
We: 0, 1, a}, 0, O | af, as, af 
Ws: 0, 0, 1, af, O | af, af, af 
W,: 0, 0,.0, 1, a? | af, af} a? 
W;: ag, ©, 0, 0, 1 | ag. ag, af. 


Wenn nun fiir jeden Index 4 > 6 immer hévhstens zwei a} von 0 ver- 
schieden waren und wenn diese af stets zu einem der fiinf Wiirfelpaare 


(W,W.), (W2Ws), (WsW,), (WW), (WW) 


gehéren wiirden, so kénnten héchstens drei dieser Paare wirklich vertreten 
sein und durch zyklische Umnumerierung der ersten fiinf Koordinaten und 
Grundwiirfel, wodurch der uns interessierende Zyklus a? a3 a$a3a, in sich 
iibergeht, lieBe sich erreichen, daB ein bestimmtes dieser Paare, etwa das 
Paar (W; W,) fehlt; dann wiirde aber der Wiirfel W, + W. - W, + W, — W,; 
gegen Satz 1 verstoBen. Es mu also bei einer Koordinate, etwa bei der 
sechsten, vorkommen, daB sie fiir zwei Wiirfel, die keines der fiinf Paare 
bilden, von 0 verschieden ist. Nétigenfalls durch zyklische Umnumerierung 
der ersten fiinf Koordinaten und Grundwiirfel kénnen wir erreichen, daB 
das bei W, und Wy, der Fall ist; dann ist also 


af + 0, ay + 0. 


Da alle Zyklen mit weniger als fiinf’ Gliedern gleich 0 sind, ist 


28. = & P= = a = -* pes 
1% =O, apagag = 0, agag = 0, apazsajpag = 0, asapag = 0 


und folglich 


ad =0, af = 0, af = 0, af = 0. af = 0. 


Daher mu8, damit kein VerstoB gegen Satz 5 vorliegt, etwa 


af + 0 
sein. Dann ist aber weiter 


a = ee i! we ae rae 
Hp Aga, = 0, agagagar=— 0. asagar = 0, asa;agar—= 0, aga, = 0 


und folglich 
ae = 0, a? = 0, a? = 0, a? = 0, af = 0. 
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Wenn nun a} + 0 wiire, so wire der Zyklus af «J a#a>a} von 0 verschieden 


und die Wiirfel W,, W., W:, W,4; Ws wiirden, wenn man die Koordinaten 
in der Reihenfolge 1, 6,7, 4,5, 2,3,8 aufschreibt, folgendes Bild geben: 


W,: 1, af, 0, 0, 0 | a?, 0, af 
We: 0, 1, af, 0, 0| 0, 0, a8 
Wr: 0, 0, 1, af, 0 | 0, 0, af 
W,: O, 0, 0, 1, as 0, 0; a? 
Ws: a, 0, 0, 0,71] 0, O a’ 


Die Nullen rechts vom Strich sind nimlich bereits als solche bekannt, die 
Nullen links vom Strich ergeben sich aus Satz 3 nebst Zusatz. Nun wiirde 
aber der Wiirfel W, — W, + W, + Wy + Ws gegen Satz 1 verstoBen, 
wenn man die Vorzeichen der Reihe nach so wiihlt, dab 


af —af+a? +af + af 
zwischen — 1 und 1 liegt. Daher ist 
at = 0. 
Damit kein VerstoB gegen Satz 5 vorliegt, muB jetzt 
a? + 0 
sein. Weiter ist dann 
afajata? —0, af alate? —0, alatag = 0, abaf = 0 
und folglich 
Be 0 D 0 yee 0 rs 0 
X » Oe 9 om, =v. 


Wenn nun a} + 0 oder.af + 0 wiire, so wire der Zyklus a} af aj a? a? bzw. 
a; af aj aa? von 0 verschieden und man hitte die Figur 


W:: 1, a2, 0, 0, 0 | 0,0, 0 Ws: 1, aj, 0, 0, 0 | 0, 0, 0 
Ws: 0, 1, af, 0, 0 | 0, af, 0 W,: 0, 1, af, 0, 0 | a2, 0, 0 
We: 0, Q 1, af, 0 | 0, 0, O bzw. We: 0, 0, 1, af, 0| 0, 0,0 
W,: 0, 0,0, 1, a2 | 0, 0, 0 W;: 0, 0, 0, 1, a8 | 0, 0, 0 
We: aj, 0, 0, 0, 1 | 0, af, af Ws: ag, 0, 0, 0, 1 | a2, 0, af, 


so daB der Wiirfel W.+W,+W.+W,-—W, bzw. W;+ W,+ Ws 
+ W,— Ws gegen Satz 1 verstoBen wiirde. Daher ist auch 


af = 0, af = 0, 
und damit W, nicht gegen Satz 5 verst6Bt, muB 
af +0 








sein. Sonach hat sich fiir die Grundfigur bis jetzt das Bild ergeben 


Ws: 
W:: 
W;: 


wobei die eingesetzten af alle von 0 verschieden sind, wahrend die Platze 
fiir diejenigen «/*, von denen noch nicht feststeht, ob sie = 0 oder + 0 sind, 


leer gelassen wurden. 


Nun ist aber weiter 


me me ee 
Hear aga, = 0, a 


und folglich 


, 7 7 8 - 8 
a, =0, a =0, af = 0, a = 0, af = 0, a = 0. 


Wenn jetzt a,’ + 0 wire, so wiirde der Wiirfel W, + W, —-W, + W,+ Ws 
gegen Satz 1 verstoBen. Daher ist 


Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, + W,+ W; — We — Wz + We gegen 


Satz 1. 


Damit ist bewiesen, daB im. Rg alle fiinfgliedrigen Zyklen gleich 0 sind. 
Aus Satz 8, angewandt auf den Fall n = 8, folgt dann aber, daB iiberhaupt 
alle Zyklen gleich 0 sind. Daraus ergibt sich 


Satz 16. Im Rg ist die Minkowskische Vermutung richtig. 


Ausfiillung des R, mit Wirfeln. I. 


1, a?, 0, 0, 0 ~ aaa 

0, 1, a, 0, 0 “ae 

& €)4..08 9 fee. 5 

0, 0, 0, 1, a? oa 
: a2, 0, 0, 0, 1 7 


oo Babe S 07 — PP ee 
7% a = 0, aragarva, = 0, agafasa;, = 0, 





























0, 0, 0, 0, 0] 1, a, 
0, 0, 0, 0, 0) 6, 1, af 
0, 0, 0, a, 0 0, 0, 1, 





84 


ee Be 4458 — 
aga, = 0, agaga, = 0 


7 
a, = 0. 


(Eingegangen am 13. 3. 1940.) 











Uber die Galoissche Gruppe einer Klasse 
von trinomischen Gleichungen. 
Von 


Ph. Vassiliou in Athen. 


1. Fiir die von B.L.van der Waerden angeregte Untersuchung von 
Gleichungen der Form 
(1) F(z) = 2" + az + 6, 
betreffend ihte Affektlosigkeit, hat U. Wegner als erster Kriterien angegeben, 
wobei er unter anderem » als ungerade Zahl voraussetzte'). 

Im folgenden wollen wir in einer anderen Richtung uns mit der Aufstellung 
solcher Kriterien beschaftigen, indem wir die Resultate einer Annalen-Arbeit 
desselben Autors*) auf Gleichungen vom Typus (1) iibertragen. Als unmittel- 
bare Folge ergibt sich dann ebenfalls eine notwendige Bedingung fiir die 
algebraische Auflésbarkeit von rational-irreduziblen Gleichungen der oben 
genannten Form. 

2. Die ganzzahlige Gleichung (1) von Primzahigrad n = p > 3, deren 
Diskriminante wir mit A bezeichnen, wobei 


+A =2(p —2)-*a"b + pro! 
ist, sei rational-irreduzibel. 
Man betrachte das. Polynom 
9 (t) = 2” F() = b2? +az-2+4] 


und nehme eine ungerade Primzahl q + p, so da8 (q, b) = 1, (¢, 4 (p — 2))= 1 
ist. Fiir g(z) ist die Gleichungsdiskriminante wieder 4. 
Ferner sei 
9 (2) = 9} @--. 9" @) (modg) 
die Zerlegung (mod q) in Primfunktionen von g(z). Durch einmalige Diffe- 
rentiation bekommt man 


2-3 (pba® + (p— 2) a} = gf! * (2)... p? *@Q@ (mod 4). 


1) U. Wegner, Zur Theorie der affektlosen Gleichungen, Math. Annalen 11] (1935), 
8. 738 —742. 

*) U. Wegner, Uber trinomische Gleichungen von Primzahigrad, 111 (1935), 
8. 734—737. Siehe auch B. L. van der Waerden, Die Zerlegungs- und die Tragheits- 
gruppe als Permutationsgruppen, 1. c., 8. 731 —733. 
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3. Nun nehmen wir an, da8 q// ist, also 
(2) 2 (p — 29-2? + prbr-t = 0 (mod q). 


Wegen (2) geht mindestens ein Faktor ¢,(z) in einer héheren als der ersten 
Potenz in (z) (mod q) auf. Ubrigens ist, mit der GauBschen Bezeichnung 


der symbolischen Briiche, — ign aie quadratischer Rest (mod q), d. h. 


ea. 
- (p-%)e *? 
folglich zerfallt der Faktor (pb 2* + (p — 2)a), (modgq) in ein Produkt 
von zwei linearen Faktoren. 

Aus der Tatsache der eindeutigen .Zerlegbarkeit in Primfunktionen 
(mod g), und da wegen (6,q) = 1 kein Faktor g, (z) gleich z ist, folgt, da8 
héchstens zwei e, gréBer als Eins sein kénnen. 

4. Aus dem oben Gesagten entnimmt man, daB F(z) (mod gq), auBer 
héchstens der zweiten Potenz der linearen Faktoren (x — &) und (z + 6), 
nur Primfunktionteiler zur ersten Potenz enthilt. F(x) kann aber njcht 
beide (mod q) inkongruente Faktoren (x — &), (x + &) enthalten, sonst hatte 


man 





2 =0 (mod q), 
was unmdglich sein kann. 0 
Man nehme fiir das Weitere 
e—8 s—! 
tw(-HT te8S 
p22? 
Die Zerlegung von F(z) mu8 also folyendermaBen aussehen 


(3) 2? +az®*+b=(x — £)® fa (xz)... f, (2) (mod q). 
5. Nun ist es leicht zu zeigen, daB F (x) im Oreschen Sinne regular ist*). 
Zu dem Zweck bemerken wir zuerst, da8 fiir die Primfunktionen (mod q), 
f;(z) = f(z), die Entwicklung 
F(z) = o9(z) *(z) + ... + o,_3(2) f(z) + 4, (2), 
wo der Grad von 





+0 (mod q). 


o,(z) (¢ = 0, 1,..., 4) 
kleiner als der Grad von /(x) ist, wegen (3) liefert 
o,_3(t) #0, aber o,(z)=0 (mod). 
3) ©. Ore, Uber die Theorie der sigebraischen Kérper. Den sjette skandinaviske 


Matematikerkongress, Kopenhavn 1925, S. 432 —433, oder von demselben Autor, Weitere 
Untersuchungen zur Theorie der algebraischen Kérper, Acta Math. 45 (1925),'S: 150. 
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Das zur Entwicklung (9, /(z)) gehérende Newtonsche Hauptpolygon 
besteht also aus einer Seite S (mit einer von Null verschiedenen Steigung), 
welche die beiden Punkte (# — 1,0) und (u,4,) miteinander verbindet. 
Dabei bedeutet 6, die héchste Potenz der Primzahl g, welche in allen Koeffi- 
zienten von o,(x) aufgeht. 

Da auf S kein Gitterpunkt auBer Anfangs- und Endpunkt. liegen kann, 
so kénnen keine mehrfache Primfunktionteiler der Seite S (mod S) auftreten. 


6. Wir kommen jetzt zur Bestimmung des Newtonschen Polygons, welches 
zur Entwicklung (q, 2 — &) gehért. 

Wir setzen 
F(z) = (2 — &)? + (@ — EP +... + pg (@ — FP + yy-1 (z — €) +95, 
mit konstanten Koeffizienten y,, wobei 


Yp-2 = P(p—l) gr—2 +a, ¥p-1= ph-'+20k, y, = +0 +b 
ist. 
Sei ¢’ die genaue Potenz vonq, welche in 4/b aufgeht, und 6 sei wngerade 
Dann ist 


= pb 
f= — gat 4r 
wobei 4; = + ‘ eine genau durch die 6-te Potenz von q¢ 





~ a(p—2)b?—* pr! 
teilbare Zahl ist. 


Nun ist aber 


od 
a) Y, = § (é) * +e8+6 
“A 
ad, ey i 
=(—1) * —#) _y_eet 
((p — 2)a) * 


—3 


dt 7 
+b64(—-1) % Pot _@)  _ 4, 404, + (a) 


((p —2a) 2 
= 5 4: + (49.4) 
p=1 es 2 a 
b) Yo-1 = Pl) * +20a€ =(—1}) * Pee 4 + (40. 
(ap —2) ? 


©) ¥»-2 #9 (mod 4q), 








*) Mit (5?) bezeichnen wir die Summe von Gliedern, deren jedes mindestens den 
Faktor 4} besitzt. 
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denn sonst wire auch 2 &y, »—y,_, = p(p — 2)?’ durch q teilbar, 
was unmdglich sein kann. 

Peigieh ist y, genau durch die J-te Potenz von q teilbar, y,;,_, mindestens 
durch g’ und Y,-2 #9 (modq). Also das gesuchte Newtonsche — 
polygon besteht wieder aus einer Seite 7’, welche durch die Punkte (p — 2, 0) 
und (p, 6) bestimmt wird. Da 6 ungerade angenommen wurde, so kann wieder 
auf dieser Seite kein anderer Gitterpunkt auBer Anfangs- und Endpunkt liegen, 
bei (mod 7’) treten also keine mehrfachen Primfunktionteiler der Seite T auf. 


7. Zur Bestimmung des q-Beitrages im Index C einer Zahl z,, welche 
die in bezug auf q regulire Gleichung F(z) = 0 erfiillt, benutzen wir 
nun einen Satz von O. Ore5), der besagt, daB dieser Beitrag gleich £ mL ist, 
wo m den Grad der Primfunktionteiler von F(z) und Z die Anzahl der 
zwischen dem Hauptpolygon (g, g(z)) und der X-Achse liegenden Gitter- 
punkte bedeutet (ausgenommen derjenigen Gitterpunkte, welche auf der 
X-Achse oder auf der Ordinate des Endpunktes des Polygons liegen). 


In unserem Falle ist L = 0, sobald g(z) + x — &, und fiirg(z) = r —€& 


m=1, Lb = 25+. 


Man sieht also, daB g nach den angenommenen Voraussetzungen genau 
in der ersten Potenz in der Kérperdiskriminante von P(z,) aufgehen mu8 
(P der Kérper der rationalen Zahlen). 


8. Fiir eine Primzahl g, welche ein Teiler von 4/6 ist, folgen die Be- 
dingungen gq + 2, g + p, (q,6) = 1 und (g,a(p — 2)) = 1 schon einfach 
aus (a,b) = 1, (a, p) = 1, (6,2(p — 2)) = 1. 

Aus den obigen Uberlegungen und der Benutzung eines Satzes von — 
B. L. van der Waerden*) haben wir, zusammenfassend, folgendes Resultat 
erhalten: 


Satz. F(z) = 2 +a2z*+b sei eine ganzzahlige, rational-irreduzible 
Gleichung von Primzahlgred p>3. Weiter sei (a,6)=1, (a,p) = 1, 
(6,2 (p — 2)) = 1 und q eine Primzahl, welche in A/b in tingerader Potenz 
enthalten ist, wo A die Gleichungsdiskriminante bedeutet. Dann besitzt F(x) = 0 
in bezug auf P die symmetrische Gruppe als Galoissche Gruppe. — 


9. Nachdem die Zerlegung (3) gewonnen ist, hitte man den weiteren 
Beweisgang darin andern kénnen, da8 man die Berechnung der Diskriminante 
ganz vermeidet. Folgende einfache und elegante SchluBweise verdanke ich 
einer freundlichen Mitteilung von B. L. van der Waerden. 


5) O. Ore, Bestimmung der Disheininanton- algetuntecher Kérper, Acta math. 
45 (1925), 8. 336. 
%) Siehe seine in der FuBnote *) e:wahnte Arbeit, Satz II. 
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Wie auch die Newtonsche Polygonseite ausfallt, jedenfalls kann die Zer- 
legung der Primzahl g im Kérper P(z;) nur so aussehen: 


(q) = Ope Ps... Py. 
wobei a entweder ein Primideal zweiten Grades oder ein Produkt von zwei 
(gleichen oder verschiedenen) Primidealen ersten Grades ist. Ist nun 6 un- 
gerade, so teilt g die Kérperdiskriminante, also kommt nur noch der Fall 
a=p} 
in Betracht, wobei p, vom ersten Grade ist. Nach Satz I der in der FuB- 
note °) zitierten Arbeit von van der Waerden enthilt nun die Zerlegungs- 
gruppe eine Transposition, also kann die Galoissche Gruppe nur die 
symmetrische sein (vgl. den Beweis des Satzes II derselben Arbeit). Nach- 
triglich folgt auch, daB die Kérperdiskriminante genau durch die erste Potenz 


von g teilbar ist, in Ubereinstimmung mit dem unter 7. gewonnenen Resultat 
unserer Rechnung. 


(Eingegangen am 27. 12. 1939.) 





































Uber eine Metrisierung der automorphen Formen 
und die Theorie der Poincaréschen Reihen. 
Von 


Hans Petersson in Prag. 
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Einleitung und Inhaltsiibersicht. 


Im folgenden soll eine Theorie der Poincaréschen Reihen auf der Grund- 
Jage einer Metrisierung der automorphen Formen entwickelt werden. Dabei 
handelt es sich um die allgemeinen automorphen Formen von reeller Dimension 
—r mit Multiplikatoren des Betrages Eins, welche zu einer Grenzkreis- 
gruppe [ von erster Art gehéren, d.h. einer Grenzkreisgruppe mit einem 
endlichen Erzeugendensystem. Insoweit die Darstellung der automorphen 
Formen’ durch Poincarésche Reihen in Betracht kommt, wird r > 2, also 
die absolute Konvergenz dieser Reihen vorausgesetzt. Nur bei den stark 
spezialisierten Gruppen [, bei denen man durch einen Grenziibergang aus 
dem Gebiete absoluter Konvergenz an die Reithen von der Dimension — 2 
herangelangt, wird auch der Fall r = 2, v = 1 diskutiert. Den erheblichen 
Schwierigkeiten, die die Diskussion dieses Falles bietet, entspricht seine 
zentrale Bedeutung in der Theorie der automorphen Formen: Die Formen 
der Gruppe [ mit r = 2 und v = 1 sind die durch Einfiihrung der uniformi- 
sierenden Variablen normierten Abelschen Differentiale des [ zugeordneten 
algebraischen Gebildes. Von der Gruppe [ wird, sobald Poincarésche Reihen 
auftreten, angenommen, da sie parabolische Substitutionen enthalte. 

Die vorliegende Arbeit betrifft zu einem wesentlichen Teil das Problem 
der expliziten Darstellung der automorphen Formen durch Poincarésche 
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Reihen. Man zerlegt dieses Problem zweckmaBig in zwei Teilprobleme: 
Zuanichst lat sich ohne Schwierigkeiten eine Poincarésche Reihe konstruieren, 
die in endlich vielen vorgegebenen Punkten eines Fundamentalbereichs 
von [ Pole mit vorgegebenen Hauptteilen aufweist, soweit die Daten mit 
den Existenzbedingungen fiir automorphe Formen vertriglich sind; in den 
parabolischen Fixpunkten (Spitzen) kann unter dieser Einschriankung auch 
noch das konstante Glied der Entwicklung nach der Ortsvariablen vor- 
geschrieben werden. Durch diese Konstruktion wird das erste Teilproblem 
befriedigend gelést und das Gesamtproblem auf das zweite Teilproblem 
reduziert, die Darstellung der ganzen, in den Spitzen verschwindenden Formen 
(oder, wie wir kiirzer sagen wollen, der ganzen Spitzenformen) durch Poin- 
carésche Reihen. 

Dieses zweite Teilproblem wurde sowohl von Poincaré als auch von 
Ritter-Fricke gelést; allerdings besteht die Lésung in einer reinen Existenz- 
aussage und wurde auf erheblichen Umwegen gewonnen. Der bewiesene 
Satz hat an den genannten beiden Stellen verschiedenen Wortlaut, weil 
zwei verschiedene Typen von Poincaréschen Reihen zur Darstellung der 
automorphen Formen benutzt wurden. Er besagt aber in jedem Falle, da8 
eine von mehreren komplexen Parametern abhingige Poincarésche Reihe 
ein volles System linear-unabhangiger ganzer Spitzenformen darstellt, wenn 
man fiir diese Parameter geeignete Zahlwerte einsetzt; eine Vorschrift zur 
Bestimmung dieser Werte wurde nicht gegeben. Auch der Satz, den ich vor 
einigen Jahren iiber diese Darstellungsfrage bei Gruppen mit parabolischen 
Substitutionen beweisen konnte!), enthielt ein solches Element der Un- 
bestimmtheit; immerhin tritt in den damals untersuchten Poincaréschen 
Reihen nur noch eine natiirliche Zahl in der Rolle eines Parameters auf, 
fiir die dann geeignete Werte zu wihlen sind, damit die entstehenden Reihen 
eine Basis der Schar der ganzen Spitzenformen bilden. 

Zum Beweis dieses Satzes bedurfte es — neben einer exakten Neu- 
begriindung der von Ritter und Fricke dargestellten Theorie — einer Anzahl 
von Teiluntersuchungen, in denen von dem eigentlichen Gegenstand des 
Problems, den ganzen Spitzenformen, iiberhaupt nicht die Rede war. Da- 
gegen traten automorphe Formen von der Dimension —r auf, welche in 
einem Punkte der oberen Halbebene einen frei beweglichen Pol erster Ordnung 
aufweisen und sich sonst wie ganze Spitzenformen verhalten, ferner die 
automorphen Formen von der positiven Dimension r — 2 mit den Multipli- 


katoren . Es erwies sich als nétig, abzihlende Betraclitungen einerseits 


tiber die Minimalzahl der wirklichen, frei beweglichen Pole dieser Formen 
von der Dimension r — 2, andererseits iiber die Perioden, die gewisse Funk- 





1) Siehe *) (E). 
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tionen von zwei Variablen bei den Substitutionen von [ aufnehmen, streng 
durchzufiihren. Und zum Schlu8 muBte die Entwicklung einer komplizierten 
Poincaréschen Reihe nach den einfachen Reihen, die nur noch von einer 
natiirlichen Zahl als Parameter abhangen, aufgestellt werden. Die Uber- 
tragung dieser Untersuchungen auf den Fall r = 2, » = 1, der vorliufig - 
nur bei den Gruppen [ eines gewissen Spezialtyps durch ein Summations- 
verfahren zuginglich ist, brachte zudem auBerordentliche Schwierigkeiten 
mit sich, zu deren Uberwindung analytische Ausdriicke in fiinf komplexen 
Variablen herangezogen werden muBten. 

Die Metrisierung macht nun, wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt 
wird, alle diese Hilfsmittel entbehrlich. Sie bewirkt, daB die Siatze iiber. 
die Darstellung der ganzen Spitzenformen durch die Poincaréschen Reihen 
der verschiedensten Typen mit den elementaren Methoden der linearen 
Algebra bewiesen werden kénnen. Sie fiihrt iiberdies zu einer Charakteri- 
sierung der Poincaréschen Reihen durch innere Eigenschaften und erméglicht 
dadurch eine erhebliche Vertiefung der Theorie dieser Ausdriicke, die man 
bisher nur mit rein rechnerischen Methoden untersucht hat. In diesem Sinne 
gewinnt man durch die Metrisierung eine im Prinzip vollstandige Ubersicht 
einerseits tiber die linearen Relationen zwischen den Poincaréschen Reihen 
der verschiedensten Typen, andererseits iiber die Lésungsméglichkeiten des 
Problems, die Erzeugenden einer Teilschar innerhalb der Schar aller ganzen 
Spitzenformen explizit durch Poincarésche Reihen darzustellen. Neben 
diesen Erkenntnissen ergeben sich auch Aussagen iiber gewisse lineare Integral- 
gleichungen und Funktionaloperatoren, deren Bauart sich aus den zur Metri- 
sierung verwendeten Doppelintegralen herleitet, sowie enge Beziehungen 
zu den Perioden der Abelschen Integrale erster Gattung des der Gruppe [ 
zugeordneten algebraischen Gebildes. 

Im einzelnen ist der Aufbau der hier niedergelegten Theorie der folgende: 

In §1 wird die Verallgemeinerung des klassischen Begriffs der Weier- 
straBpunkte auf die allgemeinen automorphen Formen {I — r, v} entwickelt, 
die also zu einer beliebigen Grenzkreisgruppe [ von erster Art in der kom- 
plexen Variablen rt, einer beliebigen komplexen Dimension —r und zu einem 
beliebigen Multiplikatorsystem v gehéren. Diese Verallgemeinerung kon- 
statiert fiir irgendeinen bestimmten Punkt t = t, eines Fundamentalbereichs 
von T eine Beziehung zwischen den niedrigsten Ordnungszahlen der ganzen 
Spitzenformen {[, —r,v} im Punkte t, und den Liickenzahlen fiir die Pol- 
ordnungen der auBerhalb von t, regularen Formen {r, r— 2, <I. Die Summe 
der Abweichungen der Liickenzahlen von den normalen Werten, erstreckt 
iiber alle Punkte t, eines Fundamentalbereichs, erweist sich wie in der klassi- 
schen Theorie als ein elementarer Ausdruck in den Konstanten der Formen- 
30° 
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schar {[, —r, v}. Der klassische Fall entsteht aus dem allgei: einen fiir r = 2, 
v = 1, weil die ganzen Spitzenformen {f, — 2, 1} genau die Abelschen Diffe- 
rentiale von erster Gattung des [ zugeordneten algebraischen Gebildes 
darstellen. 

Bei den Grenzkreisgruppen [ mit parabolischen Substitutionen hat sich 
hinsichtlich der Bauart der Poincaréschen Reihen eine -Abiinderung des 
urspriinglichen Ansatzes von Poincaré als zweckmaBig hereusgestellt. Von 
den ,,Poincaréschen Reihen neuer Art werden in der vorliegenden Arbeit 
nur solche diskutiert, welche sich durch ihre Reihendarstellung als ganze 
automorphe Formen zu erkennen geben. Diese Bedinguny bedeutet eine 
Einschrinkung fiir den Ansatz dieser Reihen, der wie bei Poincaré durch 
eine in weitem Mae willkiirliche analytische Parameterfunktion 


F(z) = Dae 


r=0 


bestimmt ist. Die im folgenden getroffene Einschrinkung geht méglicher- 
weise etwas weiter, als unbedingt erforderlich ware: Es wird verlangt, da8 


Py |B | konvergiert, wahrend es vielleicht ausreicht, daB die Folge | | nicht 
stirker als eine Potenz »* mit einem gewissen festen, von r abhingigen Expo- 
nenten « > 0 anwichst. Im iibrigen spielt diese Konvergenzfrage in den 
folgenden Untersuchungen deswegen keine Rolle, weil es nur darauf ankommt, 
daB die unendliche Summe der mit F(z) = z’ gebildeten und mit B, multipli- 
zierten Poincaréschen Reihen konvergiert. 

Aus der Menge der so bestimmten Poincaréschen Reihen G_, (t, A|F), 
die in §2 erneut eingefiihrt werden, heben sich daher durch die Speziali- 
sierung F(z) = z' (» > 0 und ganz) die Poincaréschen Reihen @_, (r, A, ») 
des einfachsten obengenannten Typus heraus. In ihnen tritt nur noch ein 
ganzes vy > 0 als Parameter auf, und sie erweisen sich in den folgenden Para- 
graphen als die Grundelemente des Systems aller Poincaréschen Reihen, 
welche hier untersucht werden. Eine einfache Konvergenzbetrachtung er- 
miglicht die Bestimmung der Fourierkoeffizienten der G__(t, A, »), wenn 
r > 2 ist und im iibrigen die allgemeinen zu Anfang beschriebenen Verhilt- 
nisse vorlieger.. 

In §3 werden diese Ergebnisse auf die Formen von der Dimension — 2 
iibertragen. Bei den spezialisierten Gruppen [, bei denen der Fall r = 2, 
.v = 1 behandelt werden kann, sind die Funktionen G_,(t, A|F) als Werte 
gewisser analytischer Funktionen G_,(s;t,A|F) von s fiir s = 0 erklart. 
Nun wird durch die systematische Anwendung der Metrisierung zwar der 
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oben erwiahnte, iiberaus komplizierte analytische Apparat der Funktionen 
von fiinf komplexen Variablen gespart; es erweist sich aber statt dessen 
als notwendig, einen genaueren Uberblick iiber das Verhalten der Funk- 
tionen G_, (s; t, A|F) in ihrer Abhangigkeit von s und t zu gewinnen. Ins- 
besondere muB gezeigt werden, daB die G_,(s;1,A|F) gleichmaBig fiir 
alle t eines gewissen Bereichs ihrem Nullwerte @_, (0;1, A|F) zustreben, 
wenn s gegen Null strebt. Aus diesem Grunde mu8 der Existenzbeweis fiir 
diese Nullwerte reproduziert werden. Er ergibt sich aus einer Reihendarstellung 
der Funktionen G_ 2 (8; t, A|F), der man dann auch die Giiltigkeit jener 
Limesbeziehung entnehmen kann. 


In § 4 werden zunachst gewisse Doppelintegrale eingefiihrt, welche zwei 
gegebene ganze automorphe Formen, von denen eine eine Spitzenform sein 
mu8, miteinander verkniipfen, und welche sich bei den reellen linearen 
Transformationen auf die Variable der beiden Formen in iibersichtlicher 
Weise umsetzen. Das Skalarprodukt der gegebenen Formen wird durch ein 
Integral dieser Gestalt, erstreckt iiber einen Fundamentalbereich der ‘zu- 
gehérigen Gruppe, definiert. Die Eigenschaften dieser Integrale erméglichen 
dann den Beweis der Grundformeln, d. h. die Berechnung des Skalarprodukts 
einer beliebigen ganzen Spitzenform mit einer beliebigen der Poincaréschen 
Reihen G_, (t, A|F), r 2 2. Die Berechnung geschieht durch die sinngemaBe 
Ubertragung des Poissonschen Summationsyerfahrens auf die vorliegenden 
Verhaltnisse. 


In dem folgenden §5 findet sich dann die Theorie der Poincaréschen 
Reihen auf der Grundlage der Metrisierung: Der allgemeine Charakter der 
Ergebnisse ist hier weiter oben angedeutet: worden. Eine Darstellung der 
Theorie fiir die zur vollen Modulgruppe gehérigen Formen von gerader Dimen- 
sion mit Multiplikatoren Eins habe ich an anderer Stelle verdffentlicht*). 
Beim vorliegenden Aufbau der Theorie bediene ich mich einer anderen An- 
ordnung und gréBtenteils auch anderer Beweise als in der genannten Dar- 
stellung, obwohl sich diese in allen Einzelheiten — natiirlich abgesehen von 
dem Abschnitt iiber die Operatoren 7,, — wortlich auf die allgemeinen Formen- 
scharen, die hier untersucht werden, iibertragen laBt. Durch die Abinde- 
rungen wird eine erhebliche Vereinfachung erzielt. 


Im letzten Paragraphen (§6) werden die Beziehungen zwischen der 
Metrisierung der eigentlich-automorphen Former, von der Dimension — 2 
und der Riemannschen Theorie der Integralperioden des [ zugeordneten 
algebraischen Gebildes © untersucht. Die Greensche Formel der Ebene 
fiihrt hier zu einer Gleichung, nach der das Skalarprodukt zweier ganzen 


*) Siehe *) (J IT). 
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Spitzenformen von der Dimension —2 durch einen bilinearen Ausdruck 
in den Perioden der zugehérigen Abelschen Integrale erster Gattung von © 
dargestellt werden kann. Danach ist jede Aussage iiber das Skalarprodukt 
zweier ganzen Spitzenformen zugleich eine Aussage iiber die Perioden der 
diesen Formen entsprechenden Integrale erster Gattung. 

Bei der Durchfiihrung der Beweise mu8 ich, um den Umfang der Arbeit 
in ertriglichen Grenzen zu halten, an zahlreichen Stellen die Ergebnisse 
friiherer eigener Untersuchungen heranziehen. Es handelt sich in diesen 
Ergebnissen um die unentbehrlichen Grundlagen der Theorie, die nicht 
nochmals dargestellt werden kénnen. Ich hoffe, den Schwierigkeiten, die 
das Studium der vorliegenden Arbeit aus diesem Grunde bietet, dadurch 
einigermaBen abhelfen zu kénnen, daB ich die benutzten Literaturstiicke 
im Text durch genaue Stellenangaben zitiere. Die Abhandlungen, aus denen 
zitiert wird, finden sich in der FuBnote*) auf dieser Seite. Die Bezeichnungen 
und Abkiirzungen sind gleichfalls aus diesen Arbeiten, in denen sie bis auf 
geringfiigige Abweichungen miteinander iibereinstimmen, entnommen, werden 
aber groBenteils von neuem erklirt. AuBerdem sind die Grundbegriffe der 
Theorie in (GI), 8. 30, 31 unter der Uberschrift Bezeichnungen zusammen- 
gestellt. 


%) Die nachstehend aufgefihrten Abhandlungen des Verf. werden simtlich durch 
Abkirzungen zitiert. Das Verzeichnis.enthalt zuerst die Abkiirzung, darauf die An- 
gabe der zugehérigen Abhandlung. 

(B) Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension und ihre Dar- 
stellung durch eine neue Art Poincaréscher Reihen, Math. Annalen 103 (1930), 
8. 369—436. 

(A) Darstellung der eigentlich-automorphen Formen (— 2)-ter Dimension durch 
eine Art Poincaréscher Reihen bei gewissen Grenzkreisgruppen, Math: Annalen 
105 (1931), S. 206—239. 

(E) Ein Fundamentalsatz aus der Theorie der ganzen automorphen Formen, Math. 
Annalen 106 (1932), S..343—368. 

(FI) Uber die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen, Acta Math. 
58 (1931), S. 169—215. 

(G1) Zur analytischen Theorie der Grenzkreiagruppen, Teil I bis Teil V, Math. Annalen 

bis 115 (1938), S. 23—67, S. 175—204, S. 518—572, 8. 670—709; Math. Zeitechr. 

(GV) 44 (1938), S. 127—155. 

(J 1) Die linearen Relationen zwischen den ganzen Poincaréschen Reihen von reeller 
Dimension zur Modulgruppe, Abhandl. sus d. Math. Seminar d. Hansischen 
Univ. 12 (1938), 8. 415—472. 

(KI) Konstruktion der s&mtlichen Lésungen einer Riemannschen Funktional- 
gleichung durch Dirichlet-Reihen mit Eulerscher Produktentwicklung I, Math. 
Annalen 116 (1939), S. 401—412. 

(J Il) Uber eine Metrisierung der ganzen Modulformen, Jahresbericht der Deutechen 
Mathematiker-Vereinigung 49 (1939), 8. 49—75. 
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In der vorliegenden Arbeit soll unter [ stets eine Grenzkreisgruppe 
von erster Art verstanden werden. Die Zahl r ist nicht immer reell. Es treten 
aber nur im § 1 automorphe Formen der Klasse {[, —r, v} mit komplexem r 
und einem beliebigen Multiplikatorsystem v zu [ und —r auf. Vom §2 
an wird dagegen, wenn von ganzen automorphen Formen {f, —r, 0} die 
Rede ist, vorausgesetzt, daB r > 0 und daB |v| =.1 sei. Sobald Poincarésche 
Reihen untersucht werden, wird angenommen, daB [ parabolische Sub- 
stitutionen enthalte, daB r > 2 und daB |v| = 1 sei. Nur bei den speziellen 


Gruppen [ = [ (N), den Hauptkongruenzuntergruppen der Modulgruppe 
von der Stufe NV, kann r auch gleich 2 sein; dann ist im iibrigen immerv = 1. 


§ 1. 
Weierstra8punkte der automorphen Formen komplexer Dimension. 

Es sei [ eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art [(GI), § 1,1; 
§ 2, 3], r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu [ und —r [(G@ 1), § 2, 2], und 
es bedeute ©, = €, (F, —r,v) die lineare Schar der ganzen Spitzenformen 
{f, —r, v}, d. h. der automorphen Formen aus der Klasse {[, —r, v}, welche 
Multipla des Ergainzungsdivisors a dieser Klasse sind [(GII), §4,1]. Wir 
setzen voraus, daf ©, eine nicht identisch verschwindende Funktion enthalte, 
daB also der Rang «« = », (—1, 0; a) von €,, positiv sei. Wir bezeichnen in 
dieser Arbeit mit o, (an Stelle von a) die Anzahl der paarweise iniquivalenten 
parabolischen Fixpunkte von [, mit o den Realteil einer spiiter auftretenden 
komplexen Variablen s. Wir schreiben ferner 


"=e +O (l Sj S49,), 


"9 
a= n(l,r,v) = r(p— 1+ $)- d4,- ) e—pt+i. 
=1 


k=1 


Dann gilt der verallgemeinerte Riemann-Rochsche ‘Satz [(GII), (63)] fir 
einen beliebigen Divisor ) mit ganzen Exponenten in der Fassung: 


(1) ¥(—1, 0; ab) = — ordd + # + » (r — 2, 0 *; dD”). 


Es sei t = t, ein beliebiger Punkt in einem kanonischen Fundamental- 
bereich R von [ [(G I), § 2, 3], A der ,,Zwangsbeitrag‘‘ (zu den Entwicklungs- 
exponenten der Formen) von ©, (nach der Ortavariablen) im Punkte 1,, 
also, wenn s, (1 Sj Sa,) die parabolischen Spitzen, w, (1 Sk Se,) die 
elliptischen Ecken von & durchlauft, A = n, (* = s, lsjs a) A= @ 


("=o 1Sk se), 4=0 sonst. Die Gesamtanzahl der Nullstellen 


x’ 
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einer Form von ©, (d. h. die Ordnung ihres Divisors), vermindert um die 
Summe aller Zwengeheltelen, hat den Wert 


a =a(l,r,v) =r(p -—-l+= 4)- 3i- Segnste-. 


Die Formel (1) nimmt fiir } = {r,)" (m ganz) die Gestalt an: 


(2) »(—", v;a (z,)") =—m+ fni+ ¥, (r — 2, 07°; (r,) "). 
Wir setzen 
=e .(— 7957) =¥,(—1, 05 a (4,)") ~~ vy, (—1, 0; a(t,)"**) (m20), 


(3) |" 


“=u! (—1,0 34) = (r—2,07*3 (4) —», (r—2,0775 (4) ) (mS 1) 


und erhalten aus (2): 


u+u 


m m+i1 


= 1 (m ganz und 2 0), 


ferner nach der Definition von a aus (3): 


wu =0 fir m>a,, n= t= r,v;a) = > ,: 
m=0 

Dau und a1) fiir m = 0 offenbar nur die Werte Null und Eins annehmen 
kénnen, ergibt sich 

Satz 1. Es sei [ von erster Art, r komplez, v ein Multiplikatorsystem 
zu T und — r,t = 1, ein beliebiger Punkt in einem kanonischen Fundamental- 
bereich R von [. Eine natiirliche Zahl n heiBe eine Nicht-Liicke, wenn es eine 
automorphe Form {T,r — 2, v™*} gibt, die im Punkte t = t, einen Pol der 
Ordnung n aufweist und sonst in K regulér ist; wenn es dagegen eine solche 
automorphe Form nicht gibt, so heiBe n eine Liicke. (Zur Ausdrucksweise sei 
erklart: Ist E der mit kleinstem nicht negativem Realteil versehene Rest mod 1 
der Exponenten in der Entwicklung der Formen {,r — 2, v~"} nach der Orts- 
variablen von t = t,, so hat eine Form {T,r — 2,0-*} in t, einen Pol der 
Ordnung n, wenn ihre Ordnung in diesem Punkte gleich — n + & ist). 

Es sei nun ¢ = v,(— 1,0; a). Dann gibt es in der Folge aller natiirlichen n 
genau yw Liicken 


n =m + In=m+1,...8=m +10Sm <m, <...<m Sa). 
Es sei weiter 4 der Zwangsbeitrag der Schar ©, = €,(F, —1,v) der ganzen 
Spitzenformen {[, —r,v} im Punkte t = t,. Wir sagen: Eine Form aus ©, 
der Ordnung m + 1 im Punkte t, hat (in bezug auf €,) die reduzierte Ordnung m 
(im Punkte t = t,). Dann ist m, die niedrigste reduzierte Ordnung der Formen 
von ©, m, die niedrigste reduzierte Ordnung derjenigen Formen von ©, deren 
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reduzierte Ordnung m , tbertrifft, m, die niedrigste reduzterte Ordnung derjenigen 
Formen von C,, deren reduzierte Ordnung m, tibertrifft, usw., m, die redu- 
zterte Ordnung der bis auf einen konstanten Faktor einzigen Form von ©,, deren - 
reduzierte Ordnung my tibertrifft. 

Als Liickenordnung des Punktes t = 1, bezeichnen wir die Zahl 


(4) B(t,) = BT, —1,0; 1) = S'(m, + 4— (5-1), 
j=l 
als reduzierte Liickenordnung des Punktes t = t, die Zahl 


(5) Be) =B(P, —9,0; 4.) = B(r) — Awe = dom + 1 —j). 
Aus Satz 1 folgt - be 
Satz 2. Hs gibt eine Basis von €,, bestehend aus den Formen f (t) 
(1 Sj Se) mit den Entwicklungen 
yn) =O 4 Ow asise. 


Dabei ist t eine Ortsvariable zu t = t, [(G 1), 8. 35], Q, (t) eine bei t = 0 reguldre 
Potenzrethe in t und ferner [(G 1), (32), (38)): 


y (t,t) =(at+a,), wenn ,--2 parabolische Spitze von [ 
(insbesondere tT, = fiir a, = 0), 

y (t,t) = (t — oy)’, wenn Tt, = w elliptische Ecke von r, 

y(t, t,) = 1, wenn t, nicht Fixpunkt von T ist. 

Es sei g, (t), 19, (7), = - 09, (t) eine Basis einer j-gliedrigen Schar S 


von snhy\iechens Funktionen einer komplexen: Variablen t. Wir fassen die 
genannten Funktionen zu dem Vektor 


(6) a(t) = (9, (8), 9, (th +9, co) 
zusammen, nennen diesen wegen der linearen Unabhingigkeit seiner Kom- 
ponenten einen ,,Basisvektor“ (iiber S) und bezeichnen mit WwW. (g(z)) die 
Determinante 
(7) W. (a(t) = || 9 (2), 9'(t), 9" (r), --. 9” PDI 

= |I9°>” II 

b= 1, 2,.. +»). 

In ihrer ersten Spalte steht der Vektor g(t) und i in ihrer k-ten Spalte ( (2sks H) 
der Vektor 
(8) a? (x) = fo" » (2), " Dis), ..., - » (r)}, 
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dessen oberer Index die Anzahl der Differentiationen seiner Komponenten 
nach der Variablen t angibt. Die Variable, nach der in der Darstellung (7) 
differenziert wird, erscheint als Index an dem Funktionszeichen der Wronski- 
Determinante Ww. (g(z)). Ist g,(t) = Ag(t) ein weiterer Basisvektor iiber S, 
also A eine konstante umkehrbare Matrix des Grades «1, so gilt 
W (g:(t)) = ||A|| W, (@(e)). 

Wir bendtigen im folgenden zwei Eigenschaften dieser Wronski-Determinante: 

1. Es sei t = 1, ein innerer Punkt oder ein Randpunkt des Regularitats- 
gebietes © der Funktionen von S, und es sei f(t) in ©, soweit dort 
0<|t—t,| <@ fiir ein gewisses festes 9 > 0 zutrifft, regulir. Dann ist 
(9) W.(f(z) g(t) = (f(r))" W (g(t) fir 1G, 0<|r— t|<e@. 
Denn es gilt fiir alle ganzen k => 1 und fiir die in (9) angegebenen rt: 


&—1 
Hie) a(ey*=? = fya*—P) + ("> ') f(x) g*—*~” (x). 
Daher ergibt sich zundchst rg 
f(t) W_ (g(r) = |I9(e), a(t), 9”(t), ---. 8” (e), Fe) (2) I. 
Ersetzt man die vorletzte Spalte dieser Determinante durch (f(t) g(t)", 
so erhélt man analog (f(x) W (a(t) und in dieser Weise fortfahrend die 
rechte Seite der Gleichung (9). 
2. Es sei z = z (t) fiir t in G und 0 <|t — t,| <o regular und ein- 
deutig, ferner jedes q, (t) gemaB 
g(t) = h(e) = h, (e(z)) (<j Su) 
auf der genannten Punktmenge als regulare und unverzweigte, aber nicht not- 
wendig eindeutige Funktion von z darstellbar. Bezeichnet ein Stern die ein- 
fache Ableitung nach z, ein oberer Index n in eckigen Klammern die n-fache 
Ableitung nach z, so gilt fiir den durch 9, (7) = h, (z(z)) erklairten Zweig der 
Funktion h (2) (lsj Sp): 


g,(t) = AY (2) 2 (x), 9) (x) = REF (e) (@ (eI) + AEC) 2" (n), 
n—l 
g(t) = AM) + YAM OP, ) 


k=1 


(2 = z(t), CG, 0<|t—+,| <o, m ganz und 2 0). 


Hier ist Fo ,(™) eine Linearkombination mit konstanten Koeffizienten von 

Produkten der Gestalt 2"? (2) 2”? (2) _ 2° (z) (m 21 fir 1 Si So), 

deren ,,Exponentensumme“ m +mi+...+m., den Wert n hat. Wird 
b(z) = {h, (2), A,(2), «+ +» h (2)} = b(z(t)) = g(t) 
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geschrieben und h*(z), 6** (2), ebenso h”~ (2) (25% <x) analog mu (8) 
definiert, so findet sich 


W (a(t) =z (#)|| (2), 8° (2)sb** @) (x) +B @)2" (2,9 (t),-- 9” "(r)I 
= (¢(x)'**||b@), b*@), B**@), a”), -... 8” "H)|I, 
(10) W (g(t) =(2'(r))'*79* 9 W(G(2)) (2 = 2(t), e G,0<|t— 1,| <9). 
Es sei nunmehr GS die. Schar C, =€, (F, —r,v) und 
G(t) = (9, (7), (t), «+ +> P(t} 
ein. beliebiger, aber bestimmter Basisvektor iiber ©. Wir setzen 
(11) O(t) = W (q(t) 
und beweisen jetzt, daB ®(r) eine (nicht identisch verschwindende) ganze 
Spitzenform einer gewissen, durch [,r,» eindeutig bestimmten Formen- 
klasse {[, —r*, v*} darstellt. 
Zu diesem Zweck wenden wir zunachst (10) mit z = Lr, ( = ¢ 4) SG r) 
und g(t) = q(t) = (2) an. Dann ist bei entsprechender Erklérung von f(z): 
q(2) = v(L) (yt + 4)’ g(t) = f(2) b@), 
und es kommt nach (9), (10) und (11): 
@ (2) = W, (a (2)) = (v(L))* (yt + 4)” W, (6 (2) 


= (v(L))* (yt + 8)" **"~” W (a (z)), 
also 


(12) @ (Lt) = (v(L))* (yt + 8)" **"—- H(z). 


Wir schreiben demgema8 r* = u (r + « — 1), 0° (ZL) = (v(L))* fir Lc. 

Es sei ferner ¢ eine der iiblichen Ortsvariablen zu dem willkiirlichen 
Punkte t = 1, von 8, A der Zwangsbeitrag von ©, im Punkte t,, g(t) irgend- 
ein Basisvektor tiber ©,. Dann ist 


(13) (t,t) a(t) = CRY, RO = {R,(0, RO, ..., RO}, 


R(t) (1 Sj S 4) eine bei t = O regulire Potenzreihe in ¢, und daher nach 
(9) und (10): 


24) (v(e.rp)" W,(a(e)) = 0" W, (8 (0) = On (Ht 
Di: parabolische Spitze s von [ werde wie friiher durch s = A~* 


y me WR). 


, a . 
gegeben, wo A = (" ° Dey eine reelle Matrix der Determinante 1 bezeichnet. 
1 a 
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At 
Die durch Wahl von A bestimmte Ortsvariable t =e * (N >0) sum 
Punkte t = tT, = 8 spezialisiert (14) zu 


date 


(a,t+ a,)"W_(g(r)) = (2s "(at ~ tae a +$ee—D W (Ro), 


2nive"—Y rut ducu—v 
(15) (a,t + a)” W, (g(x) = (=) prs W, (R(0)). 
Also verhiilt sich WwW. (g(t)) in der Spitze t = tT, = 8 von T wie eine ganze 
Spitzenform {f, —1*,v*}, deren reduzierte Ordnung dort mindestens gleich 
}u (« — 1) ist. Der Faktor ¢’” auf der rechten Seite von (15) steht im Ein- 


klang mit der Beziehung v* = v". Der Realteil des Zwangsbeitrages der 
ganzen Spitzenformen {F, —r*,v*} im Punkte t = T, = 8 ist héchstens 





‘gleich Re Au; er ist dann und nur dann gleich Re A”, wenn 0 < Re AS .. 

Fiir die elliptische Ecke w von der inhomogenen Ordnung //setze man 
wie iiblich t = (=s), A=o= > (0 <a </-—1, a4 ganz). Dann ent- 
steht aus *(14): 





1\« (u—1) 

(r— 3)" h(a (2) =(o—ay ean 0-7) = W(R(0), 

la@—l), «(u—1) 

(16) («— a)" W, (g(t) = (w — &)) — = W,(R(d). 
Ist E die normierte Erzeugende der Gruppe der £ aus [ mit dem ellip- 

tischen Fixpunkt w von der inhomogenen Ordnung / und 9* der Zwangs- 

beitrag der ganzen Formen {f, —r*,v*} im Punkte t = t, = w, so findet 

man nach (GI), (37): 








$u—d eu— 
t 


nt d2nig ni’ +2mien 


vw(E)=e | = v(E)* =e 


1 —-1 
o° =ou — 7 4) (mod 1). 


Wendet mean schlieBlich (14) auf einen Nicht-Fixpunkt t = 1, in & 
an, so ergibt sich 


(17) W_ (a(t) = W(R) 
und insgesamt aus (12), (15), (16), (17) der behauptete Sachverhalt, daf 
jede Wronski-Determinante W_ (g(t) eine (nicht identisch verschwindende) 
ganze Spitzenform {f, —r*, v*} darstellt. 

Zur Bestimmung der Ordnung von M(t) im gegebenen Punkte t = 1, 
untersuchen wir das Verhalten der Funktion W (R (t)), nachdem wir fir 


g(t) den Vektor mit den Komponenten I t) (1 Sj S) aus Satz 2 gewahlt 
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haben. Es sei m eine natiirliche Zahl. Wir schreiben *(t) = t” R(t) und 
finden bei hinreichend groBem natiirlichem n: 


Bi(t =? RW) =" + {Glieder mit potha ‘, 
Ree» vp Raine 


1 — 
; () = (m+n), it? PW  (Gk=1,2,.-4), 


wo (z), = 1, (2) = 2 (z — 1) (x — 2)... (np —m+1)) fiir ganzes m > 1 
und P. , eine belt = 0 regulare Potenzreihe i in¢ mit P ,) = 1 bezeichnet. 
vamee ergibt sich mit der durch (5) erklarten Bedeutung von f,(t,): 
—se —na mr+n—k+1 
We (R(t) —t “WwW (Re ()) =¢ | (m, +), _,¢ . P. Ol, 


—1 
‘W, (RM) = fo I|(m, +m), P Ol. 


Die letzte Determinante D(t) = || (m+ nm) = | | ist eine bei ¢ = 0 
regulare analytische Funktion von ¢; ihr Ww an D(0) fiir ¢ = 0 ist ° 


D(0) = || (m, + n),_ ll = || (mm, + ny" || (m, —m)>0. 


Isk<jSu 
Also hat W, (R(t)) im Punkte ¢ = 0 die Ordnung B,(t,), und wir haben 
folgenden Satz bewiesen: 


Satz 3. Es sei unter den Voraussetzungen ‘von Satz 1 
q(t) = {9, (7), 9, (7), -- + em} 
ein Basisvektor tiber der Schar ©, der ganzen Spitzenformen {T, —r, v}. Dann 
ist erstens die Wronski-Determinante 
P(r) = W (a(t) = || ¢, (7)|| (j,k =1,2,...,4) 
eine nicht identisch verschwindende ganze Spitzenform {T, —r*, v*}, wo 
r= re t+ (me —1), v*(L) = (v(L))" fiir alle LCT. 

Die Entwicklungen der Form ®(t) in den Spitzen und Ecken, sowie in den Nicht- 
fizpunkten eines Fundamentalbereichs von [ sind durch (15), (16), (17) gegeben. 
Dabei bezeichnet t eine der tiblichen Ortsvariablen zu dem betreffenden Punkt t = t,, 
man hat g(t) durch q(t) zu ersetzen und danach R(t) durch.(13) zu erkldren. 

Zweitens gilt: W (R(t) ist eine bei t = 0 reguldre Funktion vont, die 
im Punkte t = 0 die Ordnung B,(t,) aufweist. 

Wir sind nun in der Lage, die Summe B der reduzierten Liickenordnungen 


B,(t,), erstreckt iiber simtliche Punkte t, eines Fundamentalbereichs & 
von [, zu bestimmen. Denn einerseits ist die Ordnung des Divisors von ®(t) 
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gleich r* (p - 1+ £); andererseits erhilt man aus (14), (15), (16), (17) 
und Satz 3 mit Riicksicht auf (G II), (55): 


% 
M(p-1td)= DS Alte d 4 t*4 Oe, 
~™C j=l 


% ba) 
+e dette D (1-7): 
k=l k=l « 
(18) B= D'B,(t,) = na + w(H — 1) (P— 0). 
—=CR 


Wir formulieren dieses Ergebnis als 

Satz 4. Es sei u der Rang der Schar €, und a die Anzahl der Nullstellen 
einer Form von ©, , vermindert um die Summe threr Zwangsbeitrige beztighch €, 
in allen Ecken wnd Spitzen. Dann gibt (18) die Summe B der reduzierten 
Liickenordnungen B,(t,), erstreckt tiber alle Punkte +, eines ‘Fundamental- 
bereichs von [. 

Die klassische Theorie der WeierstraSpunkte findet sich in dieser allge- 
meinen Theorie als Spezialfall r = 2, v = 1 wieder. Hier ist « = p, 
a = 2 p — 2, und die rechte Seite von (18) erhalt den Wert (p — 1) p (p + 1). 

Im folgenden sollen die oben eingefiihrten Liickenzahlen m, +1(1Sj Su) 
durch eine weitere, von der Wahl der Basis f, (t), f, (*), a“ f (t) der Schar ©, 
unabhangige Eigenschaft gekennzeichnet werden. Zu diesem Zweck fassen 
wir zundchst irgendein geordnetes System von « Formen z(t), x,(T), ---, x, (7) 

r(t) = {z, (*), %, (7), er) %,(*)} 
zu dem ,,Formenvektor r(t) iiber ©,“ zusammen. Die Entwicklung dieses 
Formenyvektors nach der Ortsvariablen ¢ eines Punktes tr = t, von & hat die 
Gestalt 


(19) -x(z, z(t) = D'd?, dn = Gd. a, Je 
a=0 
bd, hei8t der »-te Koeffizientenvektor der Entwicklung von r(t) im Punkte 
t= Tt} 
Ist A irgendeine konstante Matrix von « Zeilen und Spalten, so gilt 
im Sinne der Matrizenmultiplikation 


v(s,%) (Ari) = SYadye?? 


Wie man leicht einsieht, ist r(t) dann und nur dann Basisvektor iiber €,, 
wenn es ein System von s« ganzen Zahlen »,, n,,...,% 20 gibt, so dab 
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die Determinante ||D. , >. , , in deren k-ter Spalte der Vektor a 
D, 
2 On 


steht, ungleich Null ausfallt. Ein oie System ganzer Zahlen n ads nm 
nennen wir ein Hauptsystem. Jedes System von /« nicht ron Hy ganzen 
Zahlen Me Mey we oy heiBt geordnet, wenn mon, fir lsjsSu—. 
Die Tatsache der linearen Unabhingigkeit endlich vieler Koeffizienten- 
vektoren d, , DB, , -- +» bo sowie allgemeiner die Maximalzahl linear unab- 


hangiger unter poe Koeffizientenvektoren eines Basisvektors r(t) ist von 
der Auswahl dieses Basisvektors unabhangig. Das gleiche gilt von den linearen 
Relationen, die zwischen den samtlichen Koeffizientenvektoren dD (n = 0) 


eines Basisvektors r(t) tiber ©, bestehen. Jeder Basisvektor r(r) ist als 
solcher durch die Matrix [D. ,d ,...,0. |, in deren k-ter Spalte der 
ae ™u 


Vektor > steht, eindeutig bestimmt, wenn die Indizes n n 


1’ "> eee a 
ein Saestentin bilden. Zu jedem Hauptsystem gibt es einen gs 
eindeutig bestimmten) Basisvektor derart, daB die zu [bd , ~ 

. oe " 


analoge Matrix mit der Einheitsmatrix zusammenfillt. Diesen Basisvektor 
nennen wir den dem gegebenen Hauptsystem zugeordneten Hauptvektor. 


Nach Satz 2 bilden die dort und iy Satz 1 genannten Zahlen Ms My sree oy M 


ein geordnetes Hauptsystem, und man bestimmt den zugehérigen Haupt- 
vektor durch eine ,,Dreieckstransformation’ aus dem Vektor mit den Kom- 
ponenten f(), f,(*), ateheg f=) (Satz 2). 

Um nun die gewiinschte Kennzeichnung aussprechen zu kénnen, erklaren 
wir eine lexikographische ane innerhalb der Menge aller geordneten 


Systeme ganzer Zahlen n_, n,, . ,n 20, Von zwei verschiedenen solchen 
geordneten Systemen nh und n. Y n,, , mn heiBt das erste 
kleiner als das zweite, vole die von Null EE Differenz » —n. 
mit kleinstem Index j = 1, 2, 3, ..., w negativ ist. In diesem Sinne gilt: 

Satz 5. Das System m,,M,,-..™ aus Satz 1 ist bei der genannten 


lexikographischen Anordnung unter allen geordneten Hauptsystemen das kleinste. 

Wir bezeichnen dieses eindeutig bestimmte kleinste geordnete Haupt- 
system als das Grundsystem zum Punkte t = 1,. Fiir alle Punkte tr = t 
von & mit héchstens endlich vielen, namlich mit héchstens 

B= wa + (" — 1)(p — 1) 

Ausnahmen ist das Grundsystem durch die Zahlen 0, 1, 2, . -., se — 1 gegeben. 
Die Ausnahmepunkte, d. h. die Punkte mit 8,(t,) > 0 nennen wir die Weier- 
straBpunkte der Formenklasse {[, —r, v}. 

Im Falle p = 0 gilt nach den Formeln zu Anfang dieses Paragraphen 


0 


a=Aa—1, w=A+%(r—2, 07; (1), B=u(a—y). 
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B verschwindet fiir « > 0 also immer; auch folgt, daB v, (r — 2, vo; {1)) =0 


ist, d.h. daB keine ganzen Formen {f, r — 2, v”*} existieren. (Das Produkt 
einer solchen Form mit einer Form aus €,({,—r1,v) stellt ein Abelsches 
Differential erster Gattung dar.) 


Ist S = - i) reell und ad — be = 1, ordnet man ferner jeder Form /(t) 


der Klasse {f,—r,v} die Funktion /*(r) zu, die durch die Relation 
f(t) = (er +d) 'f* (St) mit /(t) verkniipft ist, so erfiillen diese f*(r) die 
Klasse {Sf S"*, —r, 0 1} (vgl. (B), 8.379]. Die in diesem Paragraphen 
genannten Higenechaften der Form /(t) aus €, im Punkte t = 1, kommen 
der Form’ j*(t) im Punkte * = Sr, zu. In diesem Sinne iibertragen. 
sich insbesdndere die Aussagen iiber Ordnungen, Liicken und Liicken- 
zahlen, ebenso die Eigenschaften einer Basis in bezug auf diese Begriffe. . 
Der Ubergang von der Formenklasse {f,—r,v} zu der , Formenklasse 
{T, —r*, o*}, ebenso der Ubergang zu der Formenklasse {f, r — 2, v™*}, 
ist mit der genannten Transformation, d. h. mit dem Ubergang zu der Formen- 
klasse {Sf S"', — r, v. s~)) Vertauschbar [vgl. (B), § 1). 

DaB sich auch die Erklarung der Wronski-Determinante ®(r) bei dieses 
Transformation nicht andert, erkennt man so: Wir setzen 


z= St, q(t) = (er +d) "q* (St) = (et +d) “Q*(2) 
und erhalten nach (9) und (10) 


W. (a(t) = (er +d) W(q*(@)) =r + dy“ ** Wi (2)). 


Erklart man also @*(r) durch ®(r) = (ct + d)” B* (St), 80 ist @* (rz) 
die Wronski-Determinante der Basis q*(t) von €,(Sf S~*, — r, v,). 

Ist t= 1, nicht Fixpunkt von [, so stimmt die Ordnung der 
Form /(t) aus der Klasse {f,—r,v} im Punkte t = t, mit der Ordnung 
der Form /*(t) aus der Klasse {S[S~*, —r, v,} im Punkte t = St, 
iiberein. Ein entsprechender Sachverhalt besteht fiir die Liicken und Liicken- 
zahlen in einem Nichtfixpunkt t = t,. In Ubereinstimmung hiermit zeigt 
die soeben gewonnene Aussage iiber die Wronski-Determinante (rt), 
daB die (gegeniiber der Basiswahl invariante) Liickenordnung ‘des 
Punktes t= 1, in bezug auf die Formenschar€,([,—,1,v) mit der 
Liickenordnung des Punktes t= Sr, in bezug auf die Formenschar 
©, (St S*, —r,0 ) zusammenfillt. Ie insbesondere T, nicht WeierstraB- 
esate der Klasse {r, —r, 0}, so ist St, nicht WeierstraBpunkt der Klasse 
{sf s-*, —r, v1}. 
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§ 2. 
Die Poincaréschen Reihen G__ (s,v, A, [| F) fiir r> 2,|v| = 1. 
Es sei [ eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit parabolischen Sub- 
stitutionen (¢, > 0) und dem parabolischen Fixpunkt t= o, r > 2 und v 
ein Multiplikatorsystem zu [ und —r mit |v(Z)| —1 fir alle Z aus [. 
[ ist in (GJ) als Gruppe von reellen Matrizen der Determinante Eins erklart 


und enthalt die Matrix — J = ws i. i} Das Innere des Grenzkreises 


ist also die obere Halbebene § der komplexen Variablen t. Es sei s = A~* a 
ein parabolischer Fixpunkt von [ (dabei A eine reelle zweireihige Matrix 


der Determinante Eins) und’ F(z) = B z, p | B | konvergent. 
r=0 r=0 

P = A-'U™ A(N’ > 0) erzeuge zusammen mit der Matrix — I die Gruppe 

der parabolischen Matrizen von [ mit dem Fixpunkt s [(G I), § 2, 2], es sei 

v(P) = e***(0<% <1) [vgl. (GI), (20,)], und es bezeichne S (A, I) 

ein volles Vertretersystem der Linksklassen in der Nebengruppe AT nach 


der Gruppe der Potenzen von U Y* (Dies bedeutet, da8 [ von links nach der 
Gruppe 3 der Potenzen von P reduziert wird. & (A, I) ist ein volles System 


von Matrizen der Nebengruppe Af mit verschiedenen zweiten Zeilen.) 
Dann setzen wir ((G V), §1,5], wenn o(M) fir M = ALC AT durch 
v(M) = v(AL) = 0(A) a (A, L) o(L) 


mit willkiirlichem v(A) des Betrages Eins erklart wird, 


2 aint 2 niet 
(20)G_ | (t,v, A, P| F) = Py e P(e *)(o(M))~ *(m, t 4+-m,)~". 


¥c St4,n 
Dabei bezeichnet {m,, m,} die zweite Zeile der Matrix M aus S(A, I); diese 
Beziehung wird allgemein durch M = {m, . m,} ausgedriickt. Zur Bestimmung 
des Zweiges der vieldeutigen Funktion (mt + m,) vgl. (GI), § 2,1. 
Nach (GV), § 2° konvergiert die Reihe (20) gleichmaBig absolut fiir 
(21) t=a2+iy(z reell, y>0), |z| <&, y2a(E>O, a>0). 
Dies gilt sogar dann, wenn man im einzelnen Glied der Reihe (20) t durch 
eine von M abhingige komplexe Zahl t,, ersetzt, falls diese nur den Un- 
gleichungen (21) geniigt ((G V), §2, Hilfssatz 3]. Die Poincarésche Reihe 
oe (t,v,A,[|F) stellt eine (vielleicht identisch verschwindende) ganze 
automorphe Form {[, —r, v} dar.. Sie verschwindet in allen Spitzen von [, 


welche zu s = A~*@ nicht dquivalent sind; in der Spitze s = A~*o 
Mathematische Annaien. 117. 31 
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hingegen verschwindet sie dann und nur dann, wenn x > 0 ist, oder wenn 
»* = 0 und zugleich F(0) = 0 ist [(B), § 2). 





Bezeichnet S = (° - eine zweireihige reelle Matrix der Determinante 
Eins, v,(L) fir LE = S"'LS cS~*S das Multiplikatorsystem 
0, (L) = SE o(L) = 0, (L) (B), $1, 


so besteht mit willkiirlichem » (AS) des Betrages Eins die Transformations- 
formel [(G V), §1, (17)]: 
v, (4 8) 


(22) G__(St,v, 4, |F) =sabean et +4)'G_,(t,v,,48,S~*TS|F). 


(Hinsichtlich der Wahl von v(A) und (AS) ist zu betonen, daB diesen 


Symbolen, falls A c [ bzw. falls AS c S"* S, die durch v bzw. durch v 
und S bereits bestimmten Werte erteilt werden miissen.) 


Wird R (2) = 2’ (vy ganz und = 0) und zur Abkiirzung 


(23) G (rt, A, v) =G@_(t,v,4,f,») =@_ (t,,4,F|R) 
gesetzt, so ergibt sich 
(24) G__(t,0, 4; PF) = 3’ G(x, A, »). 

v=0 


Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert absolut gleichmaBig fiir y = «, 


a > 0; da die Reihe 2) |m t+ m,|\ eine periodische Funktion von t 
uch 
ist, konvergiert sie, und es konvergieren daher die Reihen G, (t, v, A, T}F) 


absolut gleichmaBig fiir y >a, «> 0. Dies gilt indessen nicht mehr nach 
der Ersetzung von t durch die verschiedenen T > wenn deren Realteile nicht 
beschrinkt sind. (Z.B. t, = —gitie fiir m, + 0.) 

Wir untersuchen zunachst die Abhangigkeit der einzelnen Reihe G(r, A, v) 
von der Wahl der Matrix A bei fest gegebener Spitze s = A~'o. Ist B 
eine reelle zweireihige Matrix der Determinante Eins mit Be =A'o, 


so hat BA~* die Form “ 2 =U D_, (&,@ reell) ((G 1), Bezeichnungen]. 


Man findet P = B- UB, ferner bei willkiirlichem »(B) mit |»(B)| = 1, 
wenn der triviale Fall d > 0 beiseite gelassen wird, nach (GI), (9), (11) und 
(B), (11), (12): 


arg (dm t + dm.) = arg (m.t+m,)+x—2aw (D,, M), 


1 


o(U'D,M)=0(B) o(D, A,L)o(L)=~19 Da?) o(D,, M)(M=AL <A). 
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Daher gilt fir B = U' D A: 


ant 2a 


(25) G(r,B,y)=e °* oe o(D,,A)d~"G (tr, A, »). 


Es soll nun die Reihenentwicklung eines beliebigen » (t, v, A, F, v) 
mit » + «> 0 nach der Ortsvariablen ¢ einer beliebigen Spitze ¢ = B'@ 
von [ aufgestellt werden. Sei also B eine reelle zweireihige Matrix der Deter- 
minante Kins, {b,,6,} ihre zweite Zeile und ¢ = B™' @ ein parabolischer 
Fixpunkt von [. Die der Matrix B in bezug auf [ zugeordneten, N’ und x 


entsprechenden Zahlen nennen wir N* bzw. e. Wir schreiben in ausfiihrlicher 
Bezeichnung 








2ni 2 inte) 
(26) G_,(t,v,4,T,») = (6,47+6,)-" >) &(v,0,4,B, ve sa iil 


n+e>0 

Ersetzt man hier t durch St, wo S eine zweireihige reelle Matrix mit der 
Determinante Eins angibt, so erhalt man aus (22), (26) die Reihenentwicklung 
der Form G_i(t, v., AS, S *T S,») nach der Ortsvariablen der Spitze 
S~*¢ der Gruppe S"*'[ S. Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich 
(27) c*(v,, S76 S, AS, BS,») = A249) oy FB»). 

. . v,(A8) o(B, 5)" 
Diese Formel zeigt fiir S = B™', daB sich die c (v, F, A, B, vy) von den 
Fourierkoeffizienten der Reihe G (t, v., AB", BT B", »v) nur um einen 
von » und » unabhangigen Faktor unterscheiden. Daher geniigt es, die 
Koeffizienten in (26) fir B = I zu bestimmen. 

Ein System S (A, I’) ist ein vollstandiges, einfach besetztes System von 
Matrizen M der Nebengruppe AT mit verschiedenen zweiten Zeilen; denn 
zwei reelle unimodulare Matrizen M, _M,. haben dann und nur dann die 
gleiche zweite Zeile, wenn sie sich um pi vorderen Faktor U* mit reellem é 
unterscheiden. Es enthalte A eine Matrix M mit M = {0,m .}- Dann ist 


s~wo (lf). Zwei Matrisen der Form UD (€,a@ reell), die beide in AT 
liegen, unterscheiden sich nach (G I), Satz 1 om einen vorderen Faktor + U" 
(6 reell). Daher enthalt S (A, [) dann und nur dann eine Matrix MW, in deven 
zweiter Zeile das erste Element verschwindet, wenn s ~ o ([); ist s ~ o (Tf). 
so enthilt S (A, [) genau zwei solche Matrizen. Sie haben die Form + u! D, 
mit festem a > 0 und festem reellem &. 

Es seien U" (N > 0) und — I Erzeugende der Gruppe der parabolischen 
Matrizen von [ mit dem Fixpunkt t = o. Ist {m,, m,} die zweite Zeile 


31* 
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eines festen M aus AT und m +0, so sind die zweiten Zeilen 
{m,, m, + lm, N} der mu™ c AT paarweise verschieden, wenn / die ganzen 
Zahlen durchlauft. Diese Vektoren {m.,, m, + Im, N} (m,, m, fest, 1 ganz und 
variabel) fassen wir zu einer Klasse zusammen ; alle Vektoren einer Klasse haben 
die gleiche erste Komponente m,. Wir bezeichnen mit 8(A) das System der 
verschiedenen ™; die als linke untere Elemente der Matrizen M aus AT 
auftreten. Dann erhilt man die Vertreter der Klassen von Vektoren 
{m,,m,}=M (M c AT) mit einem festen m, + 0 aus & (A) in der Gestalt eines 
vollen Systems solcher Vektoren {m ” j}, deren zweite Komponenten j einander 
mod mN nicht kongruent sind. Ein hierdurch zu gegebenem m , + 0 aus 
(A) erklartes System solcher j bezeichnen wir mit R(m,). Nun ermitteln 
wir zu jedem Vektor {m, ,j} mit m, + 0, mC R(A), jC R(m_) zwei reelle 
Zahlen h, k derart, daB V = o ‘) CAT; bei gegebenen m. , j ist h mod m_N’ 


1 
vermége V CAT eindeutig bestimmt. Wahlt man zu {m,,j} ein festes 
Paar {h, k} aus, so bilden die Matrizen 
= VU = ¢ e U™ mit m, +0, m,cR(A),jCR(m), | ganz 
ein volles System S(A,[) falls nicht s ~~ ([). .Fiir s~o (f) besteht 
ein System S (A, 1) aus den Matrizén (28) und aus zwei weiteren Matrizen 
der Gestalt + U°D (a > 0). Den folgenden Entwicklungen liegt das soeben 
bestimmte System S (A, I) zugrunde. 

Wir bedienen uns der nachstehenden Bezeichnungen: Es sei 


® = B(A,1T) das System der V = - i)e S(A,T). 
1 


(28) M 


i) 


mit m, + 0, m, cC R(A),7 C R(m,), 
A= 1, wenn eine Matrix + U' D. c AF (&, a reell, a + 0), 
44) = to sonst, 
0(M) = 0(M) = (v(M))* (Mc S(4,P)), 
(299) o(U*)=e**" OSn<)), 
0(m,,j) = 6(V) fir Vc B(A,P), 
“9 1— eqn m, : 


ei aia 
Om, = € (m, + 9), 


ww = w(3 m5) = H+ alae tm, + 0, m, CK(A), jc R(m,)), 


_, .9+% 
Ma WN’ m? 








(m, + 0, m, c R(A), x + x > 0). 
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Dann ergibt sich nach dem Vorgehen in (F), §1 


- ' ee a a 
G (t,A,») = G(r, A,») — 26 (Ale v(U'D,)a 
ang tet 
r —?F oo a N 
=n" BD aime” 3) tim je ™" fw), 
m, C R(A) . JCRm)) 
- my 0 
LT —28tqt—2atugietn 
mei ery 
i=—o 
= DF) dtorov Rn (nt, ity), 
ntn>0 
ew ~2nin,2—20i 2 a 
K ,(u,, 4) = e *2 "dz (a > 0). 
fa—co 


Um in der Darstellung der Funktion. G* (t, A, v) die Summationen iiber 
m, und iiber » miteinander vertauschen zu kénnen, beweisen wir den folgenden 
Satz: 


Satz 6. Es sei [ eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit dem parabo- 
lischen Fizpunkt t =a, s = A~' @ ein beliebiger parabolischer Fixpunkt 
von T (dabei A eine reelle Matrix der Determinante Eins), 8 (A) das System 
der verschiedenen m, in den Matrizen M =("° ns) aus AT; bei festem 

1" 2 
m, <R(A), m, + O bezeichne R*(m ) die Menge, E(m.) die Anzahl der in 
diesen Matrizen M auftretenden verschiedenen m, -mit 0<m, <|m,|N. 
Dann konvergiert fiir jedes r > 2 die Summe 


D>, B(m,)|m,\-". 
a,c R(A) 
m, +0 


Beweis. Nach (GV), §2, 1 konvergiert die Summe Ps |m, = + m,|~" 


MC S&(4A,f) 


fiir jedes t mit positivem Imaginarteil und fiir jedes r> 2. Es sei m, + 0, 
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. = ; 1 i 
m cK (A). Wir wahlen R(m,) so, daB ty | s > fiir 7 cK (m,) und setzen 
-N : 1 
T=t5. Dann ist 
+o S se = 3 ‘ - +c 
t } rs ‘ ? —r 
+ ytayt! “2 ttaa +1 =D +i >1, 
N’ oy mi > +m, 
MC €14.f) 
m, +0 -F = 
. > > |m, | > l= > E(m,}|m,|~". 
m, C RA) jC Rim) m, C R(A) 
m, 0 m0 


Auf Grund dieses Satzes laBt sich die genannte Vertauschung ausfiihren. 
Es ergibt sich zunachst 


tT 
+ = 
2xi(n+) ¥ 


G*(t,4,») =N-" J’ e 





n+">0 
(n+nj (vr +h 
y a ae ae ee 
x , oO |m,| o(m,, j)e K (n+, ) 
7. ’ NN'm? 
m, C R(A) |) im, | 1 
m, = 0 


und damit der folgende Satz: 
Satz 7. Die Poincarésche Reihe 


gniw+n et 


G_,(t,v,4,T,») = P e *6(M) (m, r+ m)~", 
MC S(4,P) 


die eine ganze Spitzenform {T, — r, v} darstellt, hat in den Bezeichnungen (29) 
die Fourierentwicklung 
a (+a 


G_.(t,v,4,0,9)=2e (Ale *  o(U'D)d-° + G (,0,4,0,9), 


22i (n+) — 





G* (tr, v, A, a. v) => P a, (v, [,A, ve 
n+n>0 
2 rh + Bs on | mn _—s 
% 2/(% 2 (n+n\ 2 
a,(.0.d»)—= ae *(RR) © (A) 
-1 A: J 42 vr+x n+n : 
dit |m,| W,,,(, r, ; n, ¥) o—CfaT yr V ) 
m +0 


2B sony MTB 
- ~ m N m_ N’ 
W, (0, F, Ain, ») = PA v(m,, je , ’ 
JIC Rim) 
Unter J ,@) ist hierbei die Besselsche Funktion von erster Art und der Ordnung 
r— 1 2 verstehen. 
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Die damit aufgestellten Entwicklungskoeffizienten der ganzen Spitzen- 
formen G_(t, v,A,T,¥) befolgen eine merkwiirdige Symmetrieregel, die 
ungefahr besagt, daB e (v, [, A, B, v) bei gleichzeitiger Vertauschung von 
n und v, A und B — abgesehen von einem elementaren Faktor — in sich 
iibergeht. Diese Symmetrieregel soll spiter aus der Metrisierung abgeleitet 
werden. In dem einfachsten Spezialfall, in dem [ mit der vollen Modul- 
gruppe zusammenfiallt, ist diese Regel in (J I) direkt an der Reihendarstellung 


von e (v, [, A, B, v) ohne Benutzung der Metrisierung nachgewiesen worden 


(J I), (36)). 


Wir benétigen fiir eine Untersuchung des § 5 noch eine Abschatzung der 
GréBen (vy + -— a (v, [,A,v), wenn (vy + x) (m+ 7) iiber alle Grenzen 
wichst. Die Abschitzung ergibt sich nach dem Vorgehen in (F), §3 aus der 
letzten Formel vor Satz 7 der vorliegenden Arbeit, wenn darin 


(y +- x)" K (nm + UE Hy) —_ K,((+ x) (n + n), a) 
1 


= O(((v + x)(n + n))"~’) 
(\m,| > Vivr+x)(n+)), 





1 


— 


y+ 41K, (m+ 1, My) = O(((H + %) (n+ 9) * |ml~") 
(\m,| S V(v¥ + x) (n +7n)) 


eingetragen wird. Fiihrt man die in (F), § 3 angegebene Zerlegung der Summe 
iiber m, mit dem Teilpunkt ¢ = ¥(» + x) (m + 7) aus, so findet man fiir den 
zweiten Bestandteil (|m,| 2 ¢) die Abschitzung 


| Or + m+n" 2 B, \m,-") =0((7 +) (n+ 0)" ') 
|m leet ‘ 








m, C RAD 
r—2 
| (0 <é<-3 ), 
wenn EO = E(m,) gesetzt wird; denn es ist 
1 r e 
——+14+— 
|m,|~" iad ON’ pipdedcten aap < ((» + %)(m + n)) 2 2 |m,|-?-', 
und s’ E Im konvergiert (0< e <r—2). Der erste 


m, +0-m, CRA) 3 
Bestandteil (|m. | St) 1aBt sich durch 


r—l 


0 (( +x)(n+m)? » B,, \m,|") = 0((+%)(n +m)? a 
0<|m,| St 
m, C R(A) 
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abschatzen, da 
yp 2 E, \m,\-* = - E,,,|m,\-*~*|m,P** = O@'*'). 
m, C R(A) m, C R(A) 
O< im) St O<\|mist 


Die samtlichen, hier mit dem O-Zeichen geschriebenen GréBenvergleiche 
gelten gleichmaBig fir »+x>0, n+>0, (v+x)(n+m)2>1 und 
die betreffenden m+ 0 aus R(A). — Wir erhalten also den folgenden 
Satz 7a. Fir v+x%>0, n+ >0 und (vy +x) (n+) >+ x gilt 
die Abschatzung 
(vy + x)'~* a. (v, [,A,») = O(( + x) (nm + n))2 " 


gleichmapig in n und v. In den Fallen {T (N), — 1, 1} mit ganzem r = 2 kann 
der Exponent 5 +e durch £ — = + e ersetst werden. 


§ 3. 
Die Poincaréschen Reihen G_, (8;+,t,, A, N| F). 
Es seien s, t,t, komplexe Zahlen ‘), ; 
s =o + it(o,treell), t = + ty, tT = Z + ty, (x, 2, reell, y > 0,y, > 0). 
Die Hauptkongruenzuntergruppe der Modulgruppe von der Stufe N wird 
mit [ (N) bezeichnet. Sie besteht aus den ganzzahligen Matrizen L = ( “ 


der Determinante Eins, die elementweise der Kongruenz L =I (mod N) 
geniigen. Die Matrix — J ist demnach dann und nur dann in Ff (N) enthalten, 
wenn N = 1 oder N = 2; fiir N > 2 wird [ (N) durch ,,Adjunktion“ der 
Matrix — I zu einer Grenzkreisgruppe im bisher gebrauchten Sinne. Diese 
_ Adjunktion verindert die Struktur der Gruppe nur unwesentlich, weil [ (N) fiir 
N > 2 keine elliptischen Matrizen enthalt, und weil die Anzahl der para- 
bolischen Fixpunkte eines kanonischen Fundamentalbereichs von [ (N) 
gerade ist [vgl. (GIII), § 8). 


Ist Ac (1), F(z) = S62, 18, konvergent, so setzen wir 
v=0 


v= 1 


fiir c > 0 und mit der tiblichen Bedeutung der Potenz |m, 1, + m,|~*: 


ani Mt 
G_, (8; T, Ty, A,N|F) = 4 r(¢ "7 (m, t-+-m,)~*|m, t,-+-m,[-', 
MC S(4,F(N)) 


wo wie bisher M = {m,,m,}. Die Matrix 4 sei in der Gestalt 4 =('° “*) 
: a 4, 


*) Zur Einfthrung des Parameters +, vgl. (E), § 3. 
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vorgelegt. Die Reihe konvergiert absolut gleichmaBig in simtlichen Variablen, 


wenn 
Y¥S>%, ¥y=%, TSA, (a > 0), |2z| SE, |Z] SE (EF > 0). 


Sie stellt bei festem 1, und festem s mit o > 0.eine in § regulire analytische 
Funktion von t, bei festen t und T, eine im Gebiete o > 0 regulire analytische 


Funktion von s dar. Es gilt fiir jedes S = (° ae r (1): 

(31) G_, (8; St, 8t,,4,N|F) =(et+d) |cr, +4l'@_, (8; 1,1,,48,N|F), 
ferner fiir 4, =A, (mod N), 4, c r (1), 4,c F (1): 

(32) o . (s; t,.%,, A,,N\F) = ¢ (s; t, T,» A,, N\F), 

iiberdies fiir ganzes 6, wenn F* (z) = P(e") gesetzt wird: 

(33) G_,(s;1,t,,+U°A,N|F) = G_,(s;t,1,-4,N|F*), 

und schlieBlich mit R (z) = z’ (v ganz und = 0): 


(34) G, (8; T, T,» A,N|F) = Py B G, (8; T, T> A, N|\R). 


Die Reihe G_(s; T, t,,4,N|F) soll nun als Funktion von s iiber die 
Gerade o = 0 hiniiber analytisch fortgesetzt werden. Zu diesem Zweck 
bedienen wir uns des Verfahrens in (A), §1. Es sei é (N) = 2 oder 1, 
je nachdem N <3 oder N>3. Wir schreiben Mm =("° ms) fr 

. "/ 


M c G(A,F (N)) und setzen 
(34a) G_,(s; ¢, t,,4,N|F) = H, (8, T, t,|F)}+ H, (s, T, t,|F) + 4H, (s,t,t,|F), 
wo bei festen A und F = F(z): 


t+ 


A, (8, t, T) = H, (s, t, t, | F) on od), (M)(e ¥ ) 





H, (8, t,%)) = H, (8, t, t,| F) 


are 
(35) “s P F\e pom, t+m,)"*|m, t+ m,\"*, 
¥c6(4,run) 
™, 


H, (8,t, t,) = H, (8, t, t, | F) 
= Dy. Qyle|Fy(mr + m)~*|m, x, +m, [-* 


mC6(4,F(N)) 














H. Petersson. 


mit ss i 


~ A — as 
(36) Q,(t| F) * > Be i Le 1). 
vy=l 
—2n1i 


Vu, in c+ m,) 
Hier ist w=e 7 * » dem Betrage nach kleiner als Eins. Daraus 


folgt, wenn y = Im t ]} a, (a, > 0): 














v-1 os 

_ K . Qn 1 tna, ; 

|’ —1| = |w—1]| a” S|w-llysy lm, (m,t + m,)i° ie 
jenn \e" ae 1| <= \z{ e!*! und 

Qn 22 1 
[Wom (m, t+ m,)| = Nmiy & m4, 

Also gilt 
(37) IQ (1FP)| s ane. (> “1B, \) array 


“a 


= C8) ream 
Dabei_ bezeichnet C, = C,(«,) eine Konstante, die nur von a, abhangt. 
(F (z) ist eine feste Funktion.) In ahnlicher Weise soll den bei den spiteren 
Abschitzungen auftretenden Konstanten Cc, (t => 2) gelegentlich die Angabe 
beigefiigt werden, von welchen Parametern sie abhangen. 

Nach (37) und (GV), Hilfssatz 3 konvergiert die Reihe H ;. (s, T, t,|F) 
absolut gleichmaBig auf dem Gebiete y > a,, y, = %,,9 2 — 1+ a, (a, > 0), 
|z| S&, |z,| S € (€ > 0), und ihre Werte sind dort beschrinkt. Die Funk- 
tion H, (s, t, t,|F) besitzt dort ferner die absolut gleichmaBig konvergente 
Reihenentwicklung “ 

A, (s, T, t,|F) = D4 B H, (s, t, t,| R) (R (2) = 2). 


=1 
Der Nullwert H, (t|F) = H, (0, t, t,|F) hangt von t, nicht ab und ist eine 
in § regulare analytische Funktion von t. Diese ist periodisch mit der 
Periode N, o konstante Glied der Fourierreihe von H, (t|F’) verschwindet. 
Uberdies ist — ~ H, (s, t, t,|R) auf dem genannten Gebiete gleichmaBig fiir 
v=>1 betaine. 

Zur Untersuchung von 4, (3,1, )|%) wenden wir das Poissonsche 
Summationsverfahren an. Zunichst ergibt sich fiir o > 0: 


aL 
(38) H,(s,2,7,|F)= fm? p> (e **) Hew). 
jmodm,N 


m, =a, (mod N) 
m, 0 G,™)=1 
j = aq (mod N) 
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Hier ist h zu dem gegebenen j, das den Bedingungen der inneren Summation 
geniigt, durch die Kongruenzen 


(39) hj =1 + m,a, (mod m, N), h =a, (mod N) 
mod m,N eindeutig bestimmt. w und w, stehen zur Abkiirzung fiir 


f (s, w, w,) bezeichnet eine Reihe von Partialbriichen, fiir die wir gleich ihre 
Umformung auf Grund des Poissonschen Summationsverfahrens angeben: 


+o 
(40) f(s, w, w,) = n-?-* D4 (w + 1)-*|w, + 4)-* 
i=--o 
+2 2a rie 
= » A, (8, t, t) € ‘me 
. —2xin= 
0s) A(ated= [ (etwtinturte 


Bei geeigneter (symmetrischer) Erklarung der Zweige der vieldeutigen Funk- 


tionen (t, + u) * und (z, + uy? von u erhalt man fiir dieses Integral 
die Darstellung 
+o e - ‘ 
_— —- —-z~ —2z2in— 
0b) Aine) = [ e+uqtu tw te 8S. 


In dieser Darstellung la8t sich das Integral, wenn » + 0, durch Um- 
biegen des Integrationsweges umformen und abschitzen. Wir fiihren diese 
Operation zunichst fiir beschrinkte t,t, aus. Sei also 


(41) |z| sé, |x| SF (E22); « Sy Sa,, 

4“, Sy, Sa, 0 <a, <a); c2—1l+a,, |s| SH (F >0) 
und » +0. Wir wiablen als abgeainderten Integrationsweg £2-den Rand 
eines in der oberen (n < 0) oder in der unteren (n > 0) Halbebene gelegenen 
Vertikalhalbstreifens, dessen Horizontalstrecke in der Distanz «, = 3 


von der reellen Achse liegt und aus den Punkten mit |Reu| S 2 & besteht. 
Dann ergibt sich unter deg Voraussetzung (41): 
—2a\ni\— 


0 
142) |A, (8, t, t)| SC, (6, &, a, @) € . (n + 0). 
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Zweitens beweisen wir eine in y, % und o gleichmaBige Abschitzung des 

Integrals A. (s, T, ts wenn y und ¥, beide hinreichend groB und miteinander 

»Vergleichbar“ sind. Sei also 

(43) |z| Sé, |z,| SEESIAN); ySh, y SA(h]>24); 
o2—1+4, («, >0), |s|] S & (&’ > 0) 

und iiberdies fiir ein festes # mit 0 <0 <1: 

(44) y,=oy, ySOy,, a =a Oy. 


Als abgeinderten Integrationsweg wahlen wir wieder den oben genannten 
Linienzug 2 mit «,=40y. Dann ist 


pu) —(r+u) (+4) * +) 


auf 2 beschrinkt, wenn o > 0. Ferner ist y(u) auch fiir 0 <0 auf der Ver- 
tikalgeraden von 2 beschrinkt, wenn dort we oberhalb einer geeigneten 


Schranke liegt. Das Reststiick von 2 hat eine Lange S C, (€, h, #) y, und 
es ist auf dem Reststiick ' 





le(@)|<C.y° (o <0). 
Daher findet man unter den Voraussetzungen (43) und (44) 
— dy 
|A,(s,2,t,)|SC,e * (n + 0, o 2 0), 
(42a) Ist, 
|A (ett )iSOy%e * " (n#0,0<0) 
und insgesamt 
—Zlsl, 
(45) |4,-, t, t,)| s Cre iar 


C,,C,,C, und die sogleich auftretenden Konstanten C_, c,,¢,, C,, hiangen 
von den simtlichen Schranken in (43), (44) ab. 

Fir » = 0 muB eine genauere Untersuchung vorgenommen werden. 
Zunachst sieht man direkt: Unter den Voraussetzungen (41) ist A) (s, t, Tt.) 
beschriinkt; unter den Voraussetzungen (43). und (44) gilt sogar 
(46) |A, (6,7, 1)| SC,y*. 

Wir setzen fiir komplexes z: 
ef =l+e(e)=1+2+¢,(2), so daB 


(7) is! 2 is! 
le,@| Slzje", le,@)| S4le| e”. 
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Diese Zerlegung gibt fiir 2 = —slog|t,+u| bei reellem log|r, + uJ, 
weil A, (0, t, t,) = 0 ist, 

+o 


A, (s, t,t) = { (t+ uy *e. (- $ log |t,-+ ul) 


—o 


+o +o 
=— * fe+w log |t, + u| du - { (r +4) *e, (—s log}t, + ul). 


Wir benutzen die zweite Darstellung und schreiben 


+o 
(48) A (x, i=- j (x + u)~* log It, + ul du, 
(49) A) (8, T, t,) = x A(t, t.) + A* (s, 1, T,). 
Uber das Verhalten der Summanden auf der rechten Seite in (49) er- 
fahrt man folgendes: . 
1. A(t, t,) hat, wie eine Rechnung zeigt, den Wert 


(50) A(t, t) = — ——s 


voy 
2. Zur Untersuchung von A* (s, T, t,) nehmen wir an, daB |{s| S«, 
fiir ein festes positives a, <1 gelte. Dann folgt aus (47) 
+o 
|A* (s,2,1,)| < spiel { |r+-ul-*(log|,+ ul)? {|z,+ul!!+ |x, +ul— "du, 


und daher gilt unter den Voraussetzungen (41) 
2 
(51) |A* (s, t, t,)| SC, |s| (\s| Sa,, a, <1), 
hingegen unter den Voraussetzungen (43), (44): 
(52) |A*(s,t,4)| SC,,|s) yo" ogy) (\sSa,, a, <1). 


Die Konstanten C, und Co hangen auBer von den Schranken in (41) 
baw. (43), (44) noch von a, ab. Im iibrigen laBt sich die Funktion A (s, t, t) 
(t, = t) explizit bestimmen. Man findet durch eine elementare Rechnung 

jl+e 

I 
(52a) A, (8, t,t) = -&. ( : ) > 
(2+) 7 (14+ 5) 





oy 
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Daraus folgt nach (49), (51) in Ubereinstimmung mit (50): 


A’ (t,t) = — > yg. 


Auf Grund der Abschitzung (42) ergibt sich nun aus (38) und (40) fiir 
o>0: 


H,(s,1,%,|F)= D> jm, DW, (0 A184), 


™, =a, (mod N) 


m, +0 
wo 
serd®, p ace—4 
(58) W,, (n,A| F) = Py Seis r(« . 
1 

jmodm,N 

(j,m,) =1 

j = aq (mod N) 
Da offenbar 
(54) [Wm A\P)| $C, (F)|m,, 


so kann man die Summationen iiber m, und n in der letzten Darstellung 
von H 4 (8, T, t,|F) vertauschen, so daB 


+o 
H,(3,t,t,|F) = 3) D(s,n,A|F) 4, (3,1, %) (o > 0), 
(55) eg | 
Din, A\F)= Ds [m8 WL AIF) (oe > 0). 
= 
™ : 


Die analytische Fortsetzung der Funktionen 4H, (s, t, t,|F) beruht 
wesentlich auf den Kigenschaften der Koeffizienten W_ (n,A|F) dieser 
1 
Dirichlet-Reihen D (s,n, A| F). Wir schreiben R (2) = 2” (v ganz und 2 0) 
und 
(55a) Wo (n, A, ») = W. (n, A|R), D(s,n, A, v) = D(s,n, A|R ). 
1 1 


Dann gilt. 


(56) W,, (n,A|F) = > 6, W,,, (4, »), 
va 
aay 
57 W. (n,4,») = ae. 
(57) 2, (* 4, ») alts é 
(j,m,)=1 


j = ag (mod N) 
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wo h mit j durch (39) verkniipft ist. Die elementare Arithmetik der Kon- 
gruenzgruppen Iehrt, da8 die Summationsbedingungen in (57) fiir h soviel 
bedeuten, wie 

(58) h mod m, N, (A, m)=1, h=a, (mod N). 


Da demnach die Kloostermansche Summe (57) auch mit der Summations- 
bedingung (58) geschrieben werden kann, wo A und j durch die gleichen 
Kongruenzen (39) verkniipft sind, wie vorher, besteht die Symmetrieformel 


° ~ a, a as oy) 
(59) W,,, (n, 4.) = =. (v,A,n), wenn A a a cf), 4= a)" 


Zur Anwendung der Ergebnisse von Salié und Davenport iiber die 
Kloostermanschen Summen miissen wir die Ausdriicke (57) einer Umformung 
unterziehen. Wir setzen 


, k 0 %5 otha, a,+k, a, + ko, +k, ka, 
A=U'AU* =(° *)= . 
“ (; a) ( a, a, + ka, ) 
wo die ganzen Zahlen k, und k, so bestimmt werden sollen, da8 
(a,, N) = (a, , N) = 1. 

Erklart man j und h’ durch j/ =j +k,m,, 
die Summationsbedingung (57): 

j mod m,N, (j',m) =1, j =a, (mod N); 
entsprechend bedeutet (58): 

h’ mod m, N, (h’, m.) = 1, h = a, (mod N), 


h=h+ k, m,, 80 bedeutet 


und jh =] + m,a, (mod m, N) ist mit jh =1+ ma, (mod m, N) gleich- 
wertig. Daher gilt 
2nai wt 


¥.. (n, A, ») - e r W,. (n, A, ¥), 





und es kann also bei der Abschitzung der Summen (57) angenommen werden, 
da8 (a,, N) = (a,, N) =}. 


Das erwihnte Resultat von H. Sali¢*) besagt: Es seien u, v, 4, A,q 
ganze Zahlen mit A|g,4 >0, gq >0. Man setze 


onezte2 
S(u,v;4,A;q) = - e ‘ (z Z = 1 (mod q)). 
o<2S¢ 
(z,q) =1 
2 =A(mod A) 


5) H. Salié, Zur Abschatzung der Fourierkoeffizienten ganzer Modulformen,, 
Math. Zeitschr. 36 (1932), S. 263—278. 
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Dann gilt gleichmaBig in simtlichen Variablen 


poneg * 8 
(60) S (u,v; A, A; q) =O(9 (u, q) ) fiir jedes ¢ > 0. 
Um diesen Satz auf die Summe Ww (n, A, v) anzuwenden, schreiben wir 
1 
a=l+ma («=l +a, a, = a, a, (mod N)), € = sgn m, 


und erklaren j durch h =j a (mod m, N). Dann sind wegen (a,a,, N) = 1 
die Voraussetzungen der Abschiitzung (60) erfiillt. Man erhilt in den Be- 
zeichnungen von (60) 

1. 


+e - 
We (n, A, v) = S (ne, vea;a,,N; |m, N|) =O (1m (n, mN)°), 
1 \ 
also — nun fiir beliebige A c [ (1): 


1 
(61) |W. (m,4,»)| SC, (e)|m|> |? (e>0, n +0), 
1 
und nach (59) 
ae 

(62) |W (n,A,»)| SC, (e)|m|* (2 > 0, » > 0). 
Aus (56), (61), (62) ergibt sich mithin 

2 1 

—+e _— 
(63) \W.. (n, A|F)| SC, (e)|m|* |n|* — (e> 0, n + 0), 

2 

(64) |W, 0, A|F) —B, W_ (0,4,0)| SC, (e) |m,|* . (e > 0). 


Nach (63) ist die Dirichlet-Reihe D(s, n, A|F), wenn n + 0, fiir o > — + 
absolut konvergent und erfiillt die Ungleichung 
(65) |D(s,n, A|F)| C., (a,) in} (n+ 0, o> —4+ a, @, > 0). 
Ferner setzen wir F(z) = B, + F (2). Dann finden wir 
W_ (0, A\F) =6,W_ (0,4,0) + W_ (0, A|F), 
m, m, m, 0 
D (s,0, A|F) = B, D(s,0, A, 0) + D(s, 0, A|F,). 
D (s, 0, A\F) ist nach (64) fiir o > — } absolut konvergent 
und fiiro => —}3 + a, (a, > 0) beschrankt. 
Wir zerlegen nun die rechte Seite der ersten Gleichung (55) gema8 
H, (s, t, t, | F) = 8, D(s, 0, A, 0) A, (s, t, t,) + HS (s, t, t, | F), 


(65a) 


(66) 


: + 
H} (s, t,t)|F) = D(s,0,A|F,)4,(s,7,1,) + >” D(s,n,A|F)A, (s,t,1, 


n+0 
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in zwei Bestandteile und erkennen, daB H* (8, T, t,|F) bei festen r, * in § 
eine fiir o> — 4 regulare analytische Funktion von s darstellt. Fiir festes s 
mit o> — 4 und festes tc ist H* (s, T, t, |F) eine in § regulare analyti- 
sche Funktion von t. Unter den Voraussetzungen (41) und fiiro > — 4 + a, 
(a, > 0) ist die Summe auf der rechten Seite von (66) nach (65), (42), (45) 
gleichmaBig absolut konvergent, also H* i, < t,|F) beschrinkt; das gleiche 
gilt unter den Voraussetzungen (43), (44), wenn o > —} + a. Der Nullwert 


H* (0, t, t,|F) = H? (t|F) 


hingt von 7, nicht ab und ist daher eine fiir t in § regulire analytische Funk- 
tion von t. Er hat die Fourierentwicklung 


oo 


. 4 22in— 
(67) AS(t) = HE(,A|F) ==S> D'nDO,n,A[Poe *. 


n=l 


Wenn B, = F(0) = 0, so fallt H, (s, T, t,|F) mit H* (8, T, t,|F) zusammen. 





Um H* (s, T, t,|F) in die entsprechenden, mit F(z) = R (z) = z’ (v > 0) 
gebildeten Funktionen aufzuspalten, schreiben wir nun ausfihrlicher 


H, (8; t,t A,N|F) = H, (s, t, t,|F), 


> 0’ 


H, (s; T, t,, 4,N,») = H,(s,t,7,|R), 
(67a) c 
ae (s;"t, Ts A,N,v) = o.. (8; T, T> A, N\|R), 


, H* (8, t,t, A|F) = H* (s, tT, t,|F), 
so daB fiir vy > 0: 


A, (8; t, t,,4,N, v) = H® (s, t, t,,A|R). 


Man erhalt zunichst aus (55), (56) und (61) fiir » + 0, o > — }: 


D (s,n, A\|F) = , B D(s,n, A, v). 
Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert absolut gleichmaBig, wenn n 
fest undo > — $+ a, («, > 0). Analog folgt aus (62) die fiiro => —}+. 


0 
(x, > 0) absolut konvergente Entwicklung 


Dis, 0, A\F.) - py B D(s,0, A, »). 
val 
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(67b) |D(s,n,A,»)| <C,, (a,) |n|* (n +0), |D(,0,4,»)| $C,,(2,)¥* vy > 0), 
Also wird 


H} (8, t,t, 4|F) = > 6, D(s,0, A,») A, (8, t, t,) 


v=l 


+ ye, bY D(s,n, A, v) A, (8, t, t,) 


| 
| 
| 


n=O 
(68) +o 
=p, > D(s,»,4,0) A, (s,t,1,) 
+O 


+ D) B,H, (8; t,t 4,N,»). 
v=1 


Alle Reihen in (68) konvergieren unter den Voraussetzungen (41) und ebenso 
unter den Voraussetzungen (43), (44) absolut gleichmaBig, wenn iiberdies 
g2—t+a, («> 9). 

Die letzten Ergebnisse unserer Untersuchungen reichen fiir B, =0 
bereits hin, um die analytische Fortsetzung der Funktion H (8; T, T» A,N |F) 
iiber die Gerade o = 0 hiniiber vollziehen zu kénnen. Es eriibrigt daher 
nur noch eine Diskussion der Dirichlet-Reihen D (s, 0, A, 0). 

Wir bezeichnen den Vektor {a,,@,} mit a und setzen 


D(s,a) = D(s,0,A,0) = Sg y (m,, a,)|m,|-?—*, 
m, = a, (mod N) 
m, 0 


P = W_ (0,A,0) = 1, 
y (m,,a,) = W,, (0, 4, 0) et 


Ui, a= 1 
j = aq (mod ¥) 


ferner fiir einen beliebigen ganzzahligen Vektor b = {b,, b}: 


(m,,6,) = - _l= , 
B(m,, b,) he | m, | 


1 = by (mod N) 


(69) f(s, b) ‘fe Zz |, [72 ~* oe Py B (m,,,)|m,|~*~* 
m, = by (mod N) 


m, — 5, (mod N) 
m, +0 m, +0 
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Mit diesen Funktionen ¢ (s,b) bilden wir nach dem Vorgang von Hecke *) 
den Ausdruck 


- —2—«e wk ‘ 
K(s,0) ed > p(n) Jee a) 


(t,W)=1 ‘nk = 1 (mod ¥) 
wo s(n) die Mébiussche Funktion angibt. Hier tragen wir fiir ¢ (s, k a) die 
Reihendarstellung (69) ein, multiplizieren die Summen tiber » und m, aus 
und ersetzen die innerste Summe B (m,, ka,) durch 
D1 =|m,| = Bim, ka). 

imod am, N 

1 = 43 (mod ¥) 

1=0 (mod a) 
Dann ergibt sich nach elementaren Umformungen 

K (s,a) = D(s, a), 

also 


panm > nine) ete 


a=l 
(k,N)=1 ‘nk=1(mod N) 


Nun ist s¢(s,ka) offenbar eine ganze Funktion von s, die fiir s = 0 
den Wert 7 annimmt. Daher ist auch 
(69a) D* (s,a) = s D(s, a) 
eine ganze Funktion von s, und es gilt, wenn a, (N) = e; (N) rl 1 -3) 


qiN 
die Anzahl der parabolischen Spitzen eines kanonischen Fundamentalbereichs 
von J°(N) bezeichnet, 


D* (0, a) ain 6N e+(N) 
n* o,(N) 4 
Aus diesem Sachverhalt und den Darstellungen (66) und (49) resultiert 
jetzt die endgiiltige Zerlegung der Funktion H, (s; t, t,, 4, N|F) in der 
Gestait 
(70) H,(s8;t,t,4,N|F) = =aty. D* (s, a) —= =e B, D(s, a) A* (s, t, t,) 
+ D(s, 0,4|F,) 4, i. T,) 





+o 
+ +X D(s,n, A|F) A, (8, t, t,). 


n=0 
*) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe und ihre An- 
wendung auf Funktionentheorie und Arithmetik, Abhandl. aus d. Math. Seminar d. 
Hansischen Univ. 5 (1927), S. 199—224. 
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Die letzte Summe konvergiert, wie bei (66) festgestellt, auf den durch (41) 
bzw. (43), (44) beschriebenen Bereichen absolut gleichmaBig, wenn iiberdies 
o2—$+2, (a, > 0). 

Von dem ersten Gliede auf der rechten Seite stellen wir fest. daB sein 
Nullwert 


— 6ie, (N 
(70a) a 2 


ma (N) t—% “By 

von A nicht abhangt. Zur Diskussion des zweiten Gliedes bemerken wir, 
daB A* (s, r, t,) bei feeten t,t, eine fiir o > — 1 regulare Funktion von s 
darstellt, die fiir s = 0 in mindestens zweiter Ordnung verschwindet. Daraus 
und aus (51), (52) folgt, daB die durch 


*s p (8, T, t,) = D(s, a) A* (s, t, t,) (¢>-— 1) 





erklirte analytische Funktion ¢ (s,t, t,) von s unter den Voraussetzungen 
(41) wie unter den Voraussetzungen (43), (44) beschrankt ist (¢ => — 1+ a,). 
Ferner stellt D (s, a) A* (s, t, t,) bei festen rt, T, eine fiir o > — 1 regulare 
analytische Funktion von s, bei festen s, t, eine fiir t in § regalare analytisthe 
Funktion von t dar. 

Nun folgt aus (66), (68) und (70) zunidchst 


(72) H,(8;t,t,, A, N, 0) a D* (s, a) - + D(s, a) A*(s, t, t,) 


™— % 








a ‘ D (s, n, A, 0) A, (s, Tt, T,) ( + 4), 
pe 
+o 


(73) H, (851, A,N,») = Dy D(s,n, A, ») A, (8, t, t,) 


t= -— oo 
und hieraus die fiir o > — 4+, (, > 0) und unter den Voraussetzungen 


(41) wie unter den Voraussetzungen (43), (44) absolut gleichmaBig konvergente 
Entwicklung 


(74) H, (8; 1, ty A, N|F) = > BH, (8; t, ty A,N, »). 
v=0 


Die Funktion H, (8; T, T> A, N, 0) ist unter den genannten Voraussetzungen 
und fire > — $+ a, (a, > 0) beschrankt. Die Funktion H, (8; T, T> A, N.») 
(y > 0) geniigt, wenn (41) oder (43) und (44) gelten und iiberdies o > — } + a, 
(a, > 0) ist, der Abschatzung 


(75) |H, (8; T, T,» A,N,»)\ < C., it 
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wo Cc. nur von den Schranken in (41), bzw. (43), (44) sowie von a, ab- 
hangt. 

Aus den in diesem Paragraphen gewonnenen Erkenntnissen erhalten 
wir zusammenfassend : 


Satz 8. Es sei N eine nattirliche Zahl, [ (N) die Hauptkongruenzunter- 
gruppe der Stufe N innerhalb der Modulgruppe [ (1), F(z) = >, bs 


vy=0 
. ! “A 


> *16,| konvergent. Man bilde mit den komplezen Variablen s = o + it, 


‘< c+ty, t =z, +ty, (@ >0, y>0, y, > 0) und mit irgendeinem A 
aus [ (1) (A = {a, , @,}) die durch (30) erkldrte Reihe G_, (s; t, t,, 4, N|F), 
in der m,,™, alle Paare teilerfremder ganzer Zahlen mit Mm = a, (mod N) 
(i = 1, 2) durchlauft und M irgendeine Matriz aus AT (N) mit M = {m,,m,} 
bedeutet. Diese Reihe stellt bei festen t, Tt, in § eine fir o > 0 analytische Funk- 
tion von s dar, die bis an die Gerade o = — 4 heran analytisch fortsetzbar ist. 
Die analytische Fortsetoung ist eine fir o > — 4, y >0, y, > 0 eindeutige 
Funktion, die sich bei festen t, t, in § als Funktion von s, bei festen 4c §, 8 
als Funktion von t regulir-analytisch verhdlt. Insbesondere ist also der Null- 
wertG_, (0; t, tT» A, N|F) bei festem T, in § eine fiir t in § reguldre analytische 
Funktion von -t. Wenn F(0) = 0 (also B, = 0), so hangt 


G_,(t, 4, N|F) =G_, (0; 1, t,, 4, N|F) 


von t, nicht ab wnd stellt cine ganze Spitzenform {T (N), —2, 1} dar. Wird 

F(z) = B, + F(z) gesetzt, so gilt fir o > —}, y>0, Y, >?0: 

G_, (8; t, T,» A,N|F) = B,@_, (8; 3, ts A, N,0) + G_, (8; 7, T,» A, N|\F\). 
Der Nullwert 


G_,(t, t,, 4, N, 0) = G_, (0; t, t,,4,N, 0) (F(z) = R, (2) = 1) 


héingt in jedem Falle von +, ab und stellt fir kein T, im H eine Modulform in 
der Variablen x dar. Dagegen ist die Differenz zweier solcher, mit F(z) = 1 
und mit zwei nach [ (N) indquivalenten Matrizen A, A, aus [ (1) gebildeten 
Nullwerte von t, unabhingig, kann also als Differenz der Nullwerte der ge- 
nannten Funktionen unter der Bedingung t = t, erklart werden und fallt des- 
halb mit einer nicht identisch verschwindenden Linearkombination von Teil- 
werten N-ter Stufe der WeierstraPischen g-Funktion zusammen”). Versteht 


7) E. Hecke, a. a. O. °). 
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man unter A (s, t,t.) irgendeine endliche Linearkombination von Funktionen 
G_, (8; t,t,,4,,N|P,) mit beliebigen A = A und mit beliebigen F(z) = F (2), 
so ist der Nullwert A (0, t,t.) dann und nur dann von t, unabhangig, wenn 
die entsprechend gebildete Linearkombination der F-(0) verschwindet. Dies be- 
deutet mithin sowohl, daB A (0, t,t) eine andlytische Funktion von + ist, als 
auch, daB der Nullwert A (0, t, T,) eine Modulform in der Variablen + darstellt. 

Unter den Voraussetzunggn (41), ebenso wie unter den Voraussetzungen 
(43), (44) (insbesondere also auch fiir + = t,) gilt mit F(z) = R (2) = 2’ (vy 2 0) 
in der Bezeichnung von (67a): 


\@_, (8; t,t, 4, N, 0)| =C,, (e=-1 +a,,a, > 0), 
\@_ (857, t,, 4, N, »)| =C,» (c= —$+4,,a, >0), 
G_, (854, t,,4,N|F) = )'8.G_, (8:1, 1,,4,N, »). 

v=0 


Diese Summe konvergiert absolut gleichmipig fir o => — 4 +a, (a, > 0). 

Die Fourierkoeffizienten der ganzen Spitzenformen @_, (t, A, N|R) 
(vy > 0) sind in (F), §2 bestimmt worden. Es ergeben sich dabei diejenigen 
Ausdriicke, die aus den Reihendarstellungen des Satzes 7 durch die formale 
Spezialisierung [ = [ (N), r = 2, »v = 1 hervorgehen. 

Im folgenden Paragraphen soll die Metrisierung erklart und u. a. auf die 
Nullwerte G_ Pe (0; t,t, A, N|F) angewendet werden. Dabei wird benutzt, 
daB die Funktion G_i(s; t,t, A, N|F) (t = t,) gleichmaBig fiir alle t in 
einem abgeschlossenen, in § enthaltenen Vertikalhalbstreifen ihrem Null- 
wert zustrebt, wenn s-> 0. Um dies zu beweisen, geniigt es offenbar reich- 
lich, zu zeigen: Die Ableitung G, (8; t, t,, 4, N|F) der genannten Funk- 
tion nach s ist unter den Voraussetzungen (41), wie unter den Voraussetzungen 
(43), (44) beschrankt, falls iiberdies die Ungleichungen 
(76) |s] Sa, 0 <a, <1), o¢2—t+a, («, >0) 
bestehen. 

Zum Beweis dieser Aussage bezeichnen wir die Ableitung einer von s 
und anderen Variablen abhangigen Funktion @ (s, . . .) nach s mit @ ey 
Man hat dann nach (34a) und (67a) 


G, (8; t, t,, 4, N|F) = H, (8; t, t,, A, N\|F)+ H, (8; t, tPF), 


H(s3t, t,|F) =—- 2 Q,(r|F)(m, +m.) *|m, x, +m, |“ log|m, x, + m,|- 
ECO, F Un) 
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Nach (37) ist also H (s; t,t t,|¥) bei festem F (z) und wenn y > « 9? Yo S%s 
¢2z—1+a, (a, > 0) beschrinkt. Ferner erhélt man fir F(z) = R (2) 
(v > 0) die Abschatzung 


(77) |H, (s; t, t,|R)| SC, ert ,o2=—l1l+a, a, > 0). 


Bei der Untersuchung von H, (s;t, t,,4,N|F) bedienen wir uns der 


unter den Voraussetzungen (41), (76) wie wie den Voraussetzungen (43), 
(44), (76) gleichmaBig konvergenten Reihendarstellung (70). Es wird danach 


H, (8; t, %, 4, N|F) = =" 6, D™ (s, a)— Fae TAD le, a) A* (8, t, ,) 
(78) +, D(s,a)A™ (s,1,t,)+D' (s,0,A|F,) A (8,t,1,)+D(s,0,A|F,)A_ (s,,1,) 


+2 
+ Bs \D’ (s,n, A|F) A, (s, t, t) + D (s,n, A|F) A (8, T, t,)}. 


ans&0O 


Die nun abzuleitenden Ungleichungen, Abschitzungen und Aussagen 
iiber die Beschranktheit einzelner Bestandteile oder des ganzen Ausdrucks 
auf der rechten Seite von (78) beziehen sich stets auf die genannten Voraus- 
setzungen. 

Zunichst ist das erste Glied auf der rechten Seite ersichtlich beschrankt, 
ebenso nach (51) und (52) das zweite, da s* D’ (s,a) eine ganze Funktion 
von s darstellt. Zur Untersuchung des dritten und fiinften Gliedes zerlegen 
wit A, (8, t, t,) gemaB8 (47), (49) in zwei Summanden nach dem Schema 


+o 
A, (8, t, %) =— \ (r+ u)* |x, + ul ‘log |r, +u|> 
1 “ A*’ 
= (t, T) ++ (8, T, T,) - 
+ P 
= v4 (4%) | (r+u)~*e,(— 8 log |t,+ «|) log| t+ uly 
wo ae 
+0 
| A*’(s, t,t)| Ss = i { |r + u[—* (log|x, +ul)* {|t tote! + [t+ ul '""\ du. 
Also gelten fiir A* (s, T, t,) diejenigen Ungleichungen, die man aus (51) 


und (52) erhiilt, indem man auf der rechten Seite den Faktor |s|* durch |s| 
ersetzt. Daher ist das dritte und auch das fiinfte Glied beschrankt. 
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Die Integraldarstellung von A. (8, t, t,) fiir » + 0 geht aus der rechten 

Seite von (40b) dadurch hervor, da8 dem Integranden der Faktor 
— {log (x, + u) + log (7, + u)} 

angefiigt wird. Das zur Untersuchung von A_ (s, t, T,) angewendete Ver- 
fahren zeigt hier, da8 A (s, t, t,) unter den Voraussetzungen (41) der Ab- 
schitzung (42) geniigt. Unter den Voraussetzungen (43), (44) dagegen er- 
halt man diejenigen Ungleichungen, die aus (42a) entstehen, indem auf der 
rechten Seite der Faktor log y angefiigt wird. Insgesamt also gelten fiir 
A (s, t, t,) wie fiir A. (s, T, t,) die Ungleichungen (42) und (45). 

SchlieBlich findet man durch gliedweise Differentiation der Dirichlet- 
Reihe D (s,n, A|F), daB die in (65), (65a) und (67b) formulierten Aussagen 


richtig bleiben, wenn man dort iiberall D durch D ersetzt (und nétigenfails 
die Konstanten andert). 


Damit ist die Behauptung und der folgende Satz bewiesen: 

Satz 9. (Bezeichnungen aus Satz 8). Unter den Voraussetzungen (41), 
(76), sowie unter den Voraussetzungen (43), (44), (76) ist die Ableitung 
G(s: t,1,,4,N|F) der durch (30) erkldrten Funktion nach s beschriinkt. 
G(s; t, t,, 4, N|F) ist bei festen t, t, nm $ eine fiir o> — } analytische 
Funktion von s und bei festen s, t, (0 > — }, y, > 0) eine fiir y > 0 analytische 
Funktion von t. Es bestehen ferner die im letzten Absatz des Textes von Satz 8 
angegebenen Tatsachen, wenn man dort tiberall G, durch G, ersetzt. Im 
Vertikalhalbstreijen | =| sé ya a, (é >0, a, > 0) strebt die Funktion 
G, (s; t, t, A, N|F) (t=) gleichmapig gegen ihren Nullwert, wenn s > 0. 

Die Aussage iiber das analytische Verhalten von Gg r (8; 7, t> A, N|F) 
bei festen s = 0 und T, in § folgt aus (78) durch Betrachtung der zweiten 
Ableitung Y (8, T, t,) von A* (8, T, t,) nach s im Punkte s=0. 


§ 4. 
1. Metrisierung. 


Es sei r eine feste reelle Zahl, s komplex, f(t) eine in § stetige Funk- 
tion von t, S = 7 ’) eine reelle Matrix der Determinante Eins. Wir setzen 
[vgl. (K I), 1): 


{| S=f(r) | S=f(St) Cr +a)" jor + af’, 
(79) (r, 8) (r, a) 
f(x)|S = f(t) | 8, f(x) |S = P(x) | 8. 
(r. 0) () (0, «) 
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Dann gilt mito = o”, wenn 8 und 8, zwei reelle Matrizen der Determinante 


Eins bedeuten, 
(80) Ite) | 8,8, = 0 (8,, 8, (te) | 8, | 8,. 
7, 7,8) 


»@ (r,*” 
Es sei f(t) eine ganze Form {f, — 1, v}, wo [ von erster Art, r > 0, 
|o| = 1. Dann ist f(t)|S nach (B), 8. 379 eine ganze Form {ST S, — 1, 0}, . 


wo 





v(L) = v(L)229) tor 1’ = 8 LScS TS. 


o(8,L) 
_ Hat ferner f(t) in der Spitze ¢ = A~* o von [ die Entwicklung 
Basin + <S 
1) H(t) = (a,r+a)-" D ae 


a+xeO 
[A reel, |[4\| =1, 4=(0,,0}; —I und P= P= 4740" A 
(82) (N’> 0) erzeugen die Gruppe der parabolischen Matrizen von [ mit 
dem Fixpunkt ¢ = A~? @; o(P) =¢*™" (0< x <1)], 


so erhalt man die Fourierreihe 


2x6 (n+ x) — 
(83) f(t) = a a, ¢ 
‘ n+ xO 

nach (79), (80) aus 
(83a) Hr) =f, (14, £,(2) = 0 (4,47) f(r) 47 
und damit in f() eine ganze Form [4 fa, —s, v -1}. Der Zusammen- 
hang zwischen den Entwicklungen von f(t) und f(t)|S in den Spitzen ¢ 
und S~*¢ beruht’ auf der Formel 

H(2)|8 = 0(A, 8? f, (x) 48. 
Die Invarianzeigenschaft von /(t) gegentiber den Matrizen L aus [ bedeutet 


(84) f(t)|L = v(L) f(r) (L cf). 
Die Transformationsformel (22) nimmt in dieser Symbolik die Gestalt , 
v, (48) 


G_(t,v, 4,0 |F)|S = Tapa 9 - (to 48, 8-78) F) (v, = v,) 
an, aus der insbesondere , 
G_,(t,0,1,F|F)|A =0,(A)G_,(,0,,4,A 7° AlF) (0, = 0), 
pores * Aenea 
-v(A)o(A, 4~?) 


(v, > v,- 1) 


(85) G__(t,v, 4,0 |F)|4—? = G__(t,v,,1, AT A~"| F) 
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hervorgeht. Analog bedeutet (31) fiir t= t, und mit der Bezeichnung 
G_,(s,t, A, N|F) =@_, (8; t,t, A, N|F) 

nach (79), daB 


G_,(s,t, A, N|F) | S=G@_,(s,t,4S,N|F) (A cP (1), Sc). 
2,” 


Daher gilt hier 
(86) G_,(s,t, A, N\F) | A” = G_,(s,t, 1, N|F). 


(2, 

Zur Erklarung dex Metrisierung verabreden wir eine Benennung fiir 
diejenigen Bereiche, iiber die das Metrisierungsintegral im folgenden er- 
streckt werden wird. Es sei N die Menge der parabolischen Fixpunkte von [. 
Eine Punktmenge 8 in § + ® hei&t ein zulassiger Bereich (in bezug auf [), 
wenn sie folgende Eigenschaften hat: 


1. B besteht aus endlich vielen abgeschlossenen Teilen (Komponenten), 
die zu je zweien héchstens endlich viele Punkte in § gemein 
haben. 


2. Jede Komponente besteht aus einem (nicht leeren) Gebiet und dessen 
Rand. 


3. Der Rand jeder Komponente besteht aus endlich vielen nichteuklidi- 
schen Strecken und Halbgeraden. 


4. B hat mit dem Rande von § nur endlich viele Punkte gemein, die 
alle der Menge N angehéren. 


Nun sei $ ein zulassiger Bereich, der ganz im Innern von § liegt, r eine 


komplexe Zahl. Sind f(t) und g(t) zwei in § stetige Funktionen, so defi- 
nieren wir 


(87) Wf. 93 8) = WF), 9 (2); B) = [Jimomy tz. 
. 


Offenbar gilt 
(88) W (9, 1;B) = W-(f, 9; %). 


Es sei von jetzt an r reell, und es seien s,, s, zwei komplexe Zahlen. 
Dann besteht die Transformationsformel 


an ¥, . Atl, 8, A tne s 8) .: Ww, +s (f, p; B) (s a + “2) : 


2 
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Zum Beweis schreiben wir t a Sr = 2 + iy, 00 dab y = —t 
- ct 
Fiir den Integranden auf der linken Seite von (89) ergibt sich nach der Er- 


klarung von (cr + d) = e *“**% (GJ, (8), (9)): 


aT &% 
{(St) pSvler+al*\er+al * %y te tah dady 
y 


=f(r)e@y"** <r , q. e. d. 





Es seien ferner $ ein zulassiger Bereich in bezug auf [,/(r) und (r) 
ganze Formen {[, —r, v} (r > 0, |v| = 1); iiberdies sei /(t) oder. p(t) eine 
ganze Spitzenform. Dann existiert das Integral W (/, ~;%) und erfillt 
nach (84), (89) die Transformationsformel 
(90) W(t, 9:8) = Wf, p; LB) fiir jedes L aus PF. 

Bezeichnet & irgendeinen zulassigen Bereich, der zugleich Fundamental- 
bereich von [ ist (kiirzer: einen zulissigen Fundamentalbereich von [), 
so ist das Doppelintegral W (/, p;) von der Auswahl von & unabhingig. 
Wir nennen dieses Integral das Skalarprodukt von / und ¢ in bezug auf [, 
in Zeichen (f, 9; [) oder kiirzer (/, ~), so daB also 

(f, ?) _ (f, P; r) _ (f(z), 9 (Tt); r) —_ Ww (f, 9; R). 
Das damit erklarte Skalarprodukt geniigt den folgenden Relationen: 


(91) (9,157) =, 931); 
(22) (dite 3 bem r)= 2’ D> Hb. 50), 
j=l k=1 j=l k=l 
wenn die A a é. & ual & beliebige komplexe Konstante 


bedeuten und entweder alle / (t) (1 Sj Sn) oder alle 9,(t) (lL Sk S») 
ganze Spitzenformen (und alle vorkommenden Funktionen ganze Formen) 
{T, —r, v} sind; 

(y,9;) 20 fiir jede ganze Spitzenform g(t) c {f, — r, v}, 


93 
- (y,9;)=0 dann und nur dann, wenn ¢(t) identisch verschwindet; 


(94) (|S, oS; STS) =, 9; 0), 


wenn S eine reelle zweireihige Matrix der Determinante Eins bezeichnet. 


-Wir nennen / und g zueinander orthogonal oder aufeinander senkrecht 
(beziiglich [), in Zeichen 


fig, wenn (/,9;f)=0 
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ist. Diese Beziehung ist nach (91) in f und ¢ symmetrisch. Sind M und MN, 
zwei Mengen von ganzen Formen {[, —r, v}, und sind tiberdies die Formen 
von M, simtlich Spitzenformen, so nennen wir WM und M, zueinander ortho- 
gonal oder aufeinander senkrecht (in Zeichen MLM); wenn 


fLi, fiir jedes f aus M und fiir jedes i, aus N.. 


Der Begriff des Skalarprodukts existiert in der angegebenen Bedeutung 
insbesondere auch fiir r = 2, 0 = 1. Um die Metrisierung auf die Poincaré- 
schen Reihen der Formenklasse {[ (N), — 2, 1} anzuwenden, betrachten wir 
die Funktionen 

Os (s, t, A, N| F) 


unter den Voraussetzungen (76) und kombinieren sie mit einer ganzen Spitzen- 
form g(t) c {Ff (N), — 2, 1} durch das Integral 

(95) 7 + (9(*), a (s, T, A, N|\F); 8), 

wo % einen zulassigen Bereich (in bezug auf die Gruppe [(N)) darstellt. 


Die Existenz dieses Integrals ist nach Satz 8 offenkundig, wenn die Punkte 
von $ einen positiven Minimalabstand von der reellen Achse besitzen. Be- 


zeichnet ferner $ einen zulissigen Bereich von der Art, daB S-'S (S cf (1)) 
die soeben genannte Eigenschaft hat, so ergibt sich die Existenz des Aus- 
drucks (95) aus der Transformationsformel 


96), , 2 (9 (2)|8,6_,(s, 7, AS, N|F); 8") 
oWV.. + (vie), G_,(s,t, 4, N | F); B). 
Daher existiert (95) fiir jeden zulissigen Bereich 6, und es gilt fiir alle L 


aus [: 
(97) W,.3(9 (0), G_, 66.4, 4, |F); LB) 


= W,, «(9 (t),@_9(s,t, 4, NF); 8). 
2 


Demgema8 erklaren wir das Skalarprodukt von g(t) mit@_, (s, t, A, N| F) 
durch 


(97a) (p(t), @_, (s,t,A,N|F); F(N)) = W,. + (9 (*), G_, (s,t, A, N|F); Q), 


wo S& irgendeinen zulassigen Fundamentalbereich von [(N) bezeichnet. 
Fiir dieses Skalarprodukt gelten die (85) und (94) entsprechenden Gleichungen, 
die zweite nach (96) in der Gestalt 
(98) (p(r)|S, G_, (s, t, AS, N|F); T(N)) 

= (p(t), @_, (8, t, A, N|F); F(N)) (S c F(1)} 
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Aus Satz 9 geht hervor, da8 dieses Skalarprodukt eine stetige Funktion 
von s ist, wenn, wie es im folgenden stets der Fall sein soll, die Voraus- 
setzungen (76) fiir s zutreffen. Das ergibt sich durch eine Wiederholung des 
soeben gezogenen Schlusses: Die Stetigkeit der Funktion (95) in der Va- 
riablen s folgt zunachst aus Satz 9 fiir einen zulassigen Bereich 8 = > 
der von der reellen Achse einen positiven Minimalabstand hat, und -daher 
ist dis Funktion (95) nach (96) auch dann stetig, wenn S'S (S c F(1)) die 
soeben genannte Eigenschaft aufweist. 

Zum Beweis der Stetigkeit fiir einen zulissigen Bereich %_ bedient 
man sich der Zerlegung 


{frm|esonawiny = 6 gly AWIF)y? | dey 
8— 
= [fom(s . —y* 6.6.4, N|Pdzdy 
+ {fo (t) (G_, (8,1, 4, N|F) —G_, (61,4, N|P)}y® dedy, 
8. 
in der tiber s und 8, die Voraussetzungen 


Res=o>— F+a, Res, = —t+4, (a, > 0) 
gemacht werden. Das zweite Integral auf der rechten Seite strebt ersichtlich 


mit ¢ — s, gegen Null. Das erste Integral wird zweckméBig nach dem Schema 


Ti 


mx x 


ysh yah 
weiterzerlegt. Wegen der Beschrinktheit von G_,(s,t,4,N|F) auf 8 
strebt U gleichmaBig fir alle s,s, mit i gegen Null. 


Ps det damit bewiesenen Stetigkeit des Skalarprodukts (97a) ergibt 
sich insbesondere die Limesbeziehung: 
(99) lim, (p(t), @_, (8, t, 4, N|F); F(N)) = (p(t), @_, (t, A, N|F); F(N)). 
Nach dem Grenziibergang erscheint gelegentlich (namlich fiir 
B, = F(0)+0) eine nicht analytische ,,Modulform“ in der Gestalt 
_,(t, A, N|F) als Faktor eines Skalarprodukts. 
Zur Anwendung der Metrisierung auf die Poincaréschen Reihen bendtigt 


man noch eine Aussage iiber das Anwachsen der ganzen Spitzenformen 
{f, —r, v} bei Annaherung an die reelle Achse. 











498 H. Petersson. 


Satz 10. Es sei [ eine Grenzkreisgruppe von erster Art, mit parabolischen 
Substitutionen oder ohne solche, r >0,v ein Multiplikatorsystem zu [ und 
—r, das nur Werte des Betrages Eins annimmt, y(t) eine ganze Spitzenform 
{f, — 1, »}. Dann gilt mit einer nur von g(t) abhdngigen Konstanten C, : 

leisy * (tx = 2+ 4%y, z reell, y > 0). 

Beweis. Die Funktion | 9(r)| y> ist gegeniiber den Substitutionen 
von [ absolut invariant und offenbar in einem abgeschlossenen Fundamental- 
bereich R von [ beschrankt. Daher ist sie auf der Vereinigung aller Bereiche 
L& (L CT) beschrankt, q. e. d. ”). 

Satz 11. Es sei in den Bezeichnungen von Satz 10 und (82): 
tni(n+ ny 4s 


emamrtar’ She 


n+z>0 
Dann gilt mit einer nur von g(t) abhingigen Konstanten Cc. 


r 





|b| <0,,n* (n > 0). 
‘Beweis nach Satz 10 und der Formel 
te+N —2xtin+s) | 
(998) n= | oe re. 
die mit a = = = an ist. 


(§ 4). 
2. Beweis der Grundformein. 

Im gegenwartigen Abschnitt und im folgenden §5 sei [ eine Grenz- 
kreisgruppe von erster Art mit parabolischen Substitutionen und dem para- 
bolischen Fixpunkt tr = o, r > 2, v ein Multiplikatorsystem zu [ und — r, 
das nur Werte des Betrages Eins annimmt; wenn r = 2 ist, sei [ = [ (N) 
und # = 1. 

Wir setzen 

G_,(t, A, N|F) = G_, (0,1, A, N|F) = G_, (0, t, t, A, N|F) 


und bezeichnen gelegentlich den Betrag |/(t)| einer in § stetigen Funktion 
f(t) mit f(x) oder kiirzer mit 7. 


™) Diesen ungemein einfachen Beweis verdanke ich einer Mitteilung von Herrn 
Hecke. 
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_ Die Aufgabe dieses Abschnitts ist die folgende: Es sei g(t) eine ganze 
Spitzenform {[, — r, v}; man berechne die Skalarprodukte 

(g(t), G_, (t, v, A, F\F); PF) (r> 2), 

(y(t), @_, (8, t, A, N|F); F(N)), (r = 2, o> 0). 

Dabei geniigt es, nach (85), (94) und (98) den Fall A = / auf Grund des 


Poissonschen Summationsverfahrens ausfiihrlich zu behandeln. Zur Ver- 
einfachung der Bezeichnung setzen wir abkiirzend 


G (rt, F) =G_(t,0, 1, 0\F), G(s,t,F) = G_,(s,t,1,N\F), 


Qnix— /( 2xix a 
S = S(I,T) baw. S(1,T (N)), A(x) =e ¥ ple ®) 5(M) = v(M)(M < GS), 
P(9, F) - (~(z), G(r, F); r), P(s, ?; F) —_ (p(t), G(s, T, F); r(N)). 
Hier haben x und N die Bedeutung von x und N’ aus (82) fiir A = J. 
In diesen Bezeichnungen schreiben sich G(t,F) und G(s,t,F) nach 
(79) als 


G(r, F)= J) HM) O(n)|M (r > 2), 
xCS& 
G (s, t, F) = Pi #(r) | M (r=2,x=0,0>0), 
4CS (2, «) 
und wir erhalten 
(1008) P(g, F) = W,(9(n), SY” HM) (e)| M; 8), 
MCS 


100b P(s,9,F)=W., , >» Ot) | M;8), 
(100 b) s, 9, F) ree (Ph 2, *) | M8) 


wo S irgendeinen zulissigen Fundamentalbereich der betreffenden Gruppe 
darstellt. 

Das erste Ziel der folgenden Umformungen besteht in der Vertauschung 
der Summe iiber M mit dem Funktionszeichen W_ bzw. fo «. Wir be- 


merken zunichst, daB die Doppelintegrale 4 
(101) = W (p(t), ©(M) O(r)|M; 8) und W,, 2 (9(*), (=) | Ms8) 
existieren und nach (89) wegen 
9(t) = 9(M) o(r)| M [(84)], 8 = MMR 
die Werte 
WwW (p(t), O(t); MR) bzw. W,, 2 (9), 8(t); MR) 
aufweisen. Zerlegt man die Summe iiber die M aus GS auf der rechten Seite 


von (100) in eine endliche Teilsimme (M C €) und den unendlichen Rest 
(M C S — &), s0 zerfallen P(¢, F) und P(s, ¢, F) additiv in die entsprechen- 
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den beiden Bestandteile, und man kann die Vertauschung fiir den mit M C € 
gebildeten Bestandteil ausfiihren. Die Vertauschung der vollen Summé 
(M C GS) mit den Funktionszeichen WwW. und a * ist gerechtfertigt, wenn 
nachgewiesen wird, daB die mit den M C S — € gebildeten Bestandteile 
dem Betrage nach kleiner als « werden, sobald € ein gewisses, von « ab- 
hingiges Teilsystem €, = €(e) von S umfabt. 

Zu diesem Zweck bezeichne T irgendein (echtes oder unechtes) nicht 
leeres Teilsystem eines Systems S(A,T), wo A @ parabolische Spitze 
einer Gruppe [ sei, und R (rt, E) fiir festes 9 > 2 den Ausdruck 

R(t, I) = py |m, x +m,| * 
MCI . 
Er geniigt fiir jede reelle zweireihige Matrix S der Determinante Eins der 
Transformationsgleichung 
(102) R (rt, T) | S = R(t, TS). 


(g 

Aus den Konvergenzbetrachtungen in (G V), § 2, 1 folgt die Existenz von 
(103) W (¢(t), R(t,); B) (@=r) undvonW, | ‘ (G(z), R(t, TZ); B) (eo =2+0) 
zunichst fiir I c S und fiir jeden zulassigen Bereich B == 8 _ , der von der reellen 
Achse einen positiven Minimalabstand besitzt. Ist ¢ = S~* o eine parabolische 
Spitze von [ (S reell mit ||S|| = 1; S c F(1),-wennr = 2) und 8 = 8. 
ein zulassiger Bereich von der Art, daB S 8. die soeben genannte Eigenschaft 
hat, so gilt nach (83a), (89), (102) fiir jedes r > 2: 

(104) W, (@ (rt), R(t, Z); B) 

= W,(G, (t), R(t, TS); SB) (e = + oder = 27 — 2), 
und damit ist die Existenz der Ausdriicke (103) fiir einen beliebigen zulassigen 
Bereich 8 nachgewiesen. [Da8 die Voraussetzungen der Konvergenzbeweise 
von (GV), § 2, 1 fiir jedes R(t, YS) mit T cS und beliebigem S zutreffen, 
beruht auf der mengentheoretischen Beziehung SS = SS*GS und der 
Tatsache, daB fiir jede Matrix S in (102) der Punkt S~* o parabolischer 
Fixpunkt der Gruppe S"'T S ist.). 

Das soeben dargestellte Transformationsverfahren erweist erstens von 
neuem die Existenz der Doppelintegrale (101), zweitens die Existenz einer 
positiven, nur von %, g(t), [ und r abhanyigen Konstanten C,, derart. 
daB fiir jeden zulassigen Bereich 8 und fiir I cS 
W, (9 (x), R(t, Z); B) SW, (G (x), Rit, S); B) SC,, 

(rf >2, @ =r oder = 2r — 2), 


(105) 
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drittens zu gegebenem ¢>0 die Existenz eines endlichen Teilsystems 
€, = €,(e) von S derart, daB fir T = S — E, E5€;: 


(106) W. (G(r), R(x, TZ); B)<e (r>2, @ =r oder 2r — 2), 


und viertens die absolute Konvergenz der Summen, die aus den rechten 


Seiten von (100) durch Vertauschung der Zeichen 2, und W. bzw. a * 
entstehen. ucs "tz 

Zum Beweis von (106) zerlegt man $8, wie beim Transformationsverfahren 
ausgefiihrt, in die endlich vielen zulassigen Bereiche %., deren jeder einer 
der h Spitzen ¢ von % in der dort angegebenen Weise zugeordnet ist. Dann 
existiert zu dem gegebenen ¢ > 0 und zu jeder Spitze ¢ ein endliches Teil- 
system €, (e,¢) ¢ S mit 


W. (G(t), R(x, 1); 8.) <e, wenn Tc S — € (e, ¢). 


Daher gilt (106), wenn €,(e) mit der Vereinigung der h Systeme €, (+, ¢) 
identifiziert wird. 
Die behauptete Konvergenzaussage folgt aus den Abschitzungen 
D>) |W, (p(x), 5M) O(r)|M; B)| < W(x), Rl, ©); B) SC, (> 2, 
uCE 


A. |W. 4 (v(t), | & ;B)| =, ‘ ((), R(r, €); B) SC,,, 


(o>0, 9 = 2+0), 
wo € eine beliebige endliche Teilmenge von S bezeichnet. 
Diese Uberlegungen zeigen, daB die Skalarprodukte P(g, F) und 
P(s, », F) gemaB 


P(9,F)= > W (p(t), 0(z); MB), 
XCS 
P(s,9,F)= ») W,, + (9(t), O(t); MB) 
¥CS 2 


durch absolut konvergente Summen von lauter Integralen mit dem gleichen 
Integranden dargestellt werden. Jede dieser Summen lat sich, wie nun 
ausgefiihrt werden soll, bei passender Wahl von & und S zu einem einzigen 
Integral iiber einen Vertikalhalbstreifen der Breite N zusammenfassen. 
Um dies einzusehen, verstehen wir nun unter & einen kanonischen 
Fundamentalbereich von [, der an die Spitze t= o von [ anstéBt und 
den wir hier stets als abgeschlossen voraussetzen. Nach (GI), § 2,3 fillt & 
in hinreichender Hohe (y 2 h,) iiber der reellen Achse einen Vertikalhalb- 
streifen FS 2S5§+N, ye h, genau aus. Dabei kann & auf Grund der 
Mathematische Annalen. 117. 33 
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genannten Konstruktion willkiirlich gewahlt werden. Wir legen é in eine 
endliche Spitze § = L," wo (LCT) von [ und betrachten die Vertikal- 
halbgerade 5, gegeben durch z = §, y>0. Von dieser liegt eine gewisse 
Teilstrecke 0 < y <A (A >0) ganz im Innern eines Bereiches L 8 (L CT), 
oder sie ist Teil des gemeinsamen Randes voh genau zwei Bereichen LS 
und L, RK (L,, L, CI). Ein anderes Teilstiick von ), gegeben durch y > h,, 
ist bestimmt Teil des gemeinsamen Randes von genau zwei solchen Bereichen, 
nimlich R und U~™ &. Die Teilstrecke 4 < y <h, hat mit héchistens endlich 
vielen Bereichen L& (L CT) Punkte gemein. 

Der Punkt t,=€+2+ + iy, (|A| <2) liegt fiir hinreichend 
hohes y, und passend gewahites reelles § im Innern von & und auf keiner 
der Geraden Lh (ZL CT) [(GI), Satz 2]. Die Menge aller M aus [ mit 
E<Re Mr <& +N bildet genau ein vollstindiges System S = S (I, 1), 
das nunmehr fest gewahlt werde. Von den Bereichen M 8 (M C G) befinden 
sich alle bis auf endlich viele Ausnahmen vollstandig im Vertikalhalbstreifen 
€s25&+N, y2=0; aus jedem von ihnen (ohne Ausnahme) liegt ein 
innerer Punkt, namlich Mr, im Innern des Halbstreifens. Ist M& einer 
der endlich vielen Ausnahmebereiche, so reduziere man seine endlich vielen, 
von den Randgeraden § und v* 5 des Streifens abgeschnittenen Teilstiicke 
durch wiederholte Translationen U** in den Streifen hinein. Dadurch 
verwandelt sich, wenn man alle Teilstiicke abschlieBt, M & in einen zulassigen 
Fundamentalbereich 8 ue Ist M & kein Ausnahmebereich, so sei R 4 = ME. 
Wahlt man schlieBlich noch von zwei Matrizen M C G, die sich nur um den 
Faktor — J unterscheiden, eine aus und faBt die ausgewahlte zu dem System 
S* zusammen, so erkennt man: Die Vereinigung & be (M <G*) bedeckt 
den Vertikalhalbstreifen B, gegeben durch § S z < & + N, y > 0 liickenlos 
und bis auf Randkoinzidenzen einfach; die Vereinigung enthalt auber B 
nur noch die Spitzen o und ¢ von mit’ <¢<&+N. Fir f =T(N) 
(N > 2) besteht diese Aussage mit S* = G, die anderen hier betrachteten 


Gruppen enthalten die Matrix — J, und daher liegt mit einer Matrix M 
auch — M in G. 


Da g(t) und (tr) bei Anwendung von U™ beide den Faktor ¢ ** 
aufnehmen, gilt 


P(g, F)=2 JS’ W, (p(#), (2); R,), 
(107) sco 
P(g, 9,F) =e (N) 3’ W, , (v(t), (7); 8,). 
2 


uao* 
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Wir behaupten 
P —2niny —2nit dzd 
P(9.F) =2({ eine F(« ) eee, 
(108) ‘ 


P(s, 9, F) = ¢,(N) {| p(t) F( 
% 


1* 


< 


4 


)v dzdy, 


—2ni 
e 


wo 
F() = )’F,7. 
v=0 
Zum Beweis verstehen wir unter B den Halbstreifen § < 2 S § + N, 
y>A (Aj0), unter D, die beiden Integrale, deren Integranden mit den 
Integranden auf der rechten Seite von (108) iibereinstimmen, und die iiber 
B, erstreckt werden, unter H(T) die beiden Summen, deren Summanden 


mit den Summanden auf der rechten Seite von (107) iibereinstimmen, und 


die tiber ein Tei!system T von S* erstreckt werden. (Dabei sollen sich natiir- 
lich die Symbole D, und H(T), sobald sie zusammen auftreten, auf den 


gleichen Integranden beziehen.) Ferner bezeichnen wir mit €, (A 0) 





die Menge derjenigen M aus G*, fiir die & y einen Punkt mit B, gemein 
hat. 
Offenbar ist € eine endliche Menge. Nennt man nimlich @, die nach 


(GI), Satz 2 positive untere Grenze der |m.| + 0 mit 
-1 
M = {m,, m,}, Mc DTA 4 


wo A eine reelle Matrix der Determinante Eins darstellt und A’ o die 

simtlichen Spitzen von & durchlauft, so ergibt sich mit M = LA~* (L cf): 
Im Ar 1 

|m, Art mi ~ elm, Arm] 

Uber die Mengen €, gilt ferner: 

1. €. cé,, wenn 0<4<2'. 

2. Die Vereinigung aller € mit 4>0 ist S*. 

Nun folgt aus Satz 10 zunichst die Existenz von D, = limD,. Sei 


i—>o0 


weiter 0 <4 <1. Dann umfaBt die Vereinigung der R, mit MCE, den 
Streifen B., und es existiert deshalb zu gegebenem e>0 ein 4, = /,(¢) 
derart, daB 


Im Lr = Im LA (AP) = 








|D, - D\<e, |H(€) —D,| <e 
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fiir jedes A mit 0 <A Ss 4, (e) zutrifft. Wenn nun € eine endliche Teilmenge 

von S* darstellt, welche €, » UmnfaBt, so gilt ebenfalls | H (€) — D, * 

Daher gibt es zu jedem ¢> 0 eine endliche Teilmenge € (ce) = €, von S* 

derart, daB fiir jede endliche Menge € mit €, (>) c € c S* die Ungleichung 
|D, — H(@)| <e 

erfiillt ist. Wir haben also bewiesen: 
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| <e. 


Pio.) = 2(( 9() Pie. Watt! yf 2234 — 2h, (9,9; B), 
s ‘ d 


= —s965 = 
P (8, y, F) = ¢, (N) if y(t) F (¢ a y* dz dy =e, (N) W, , 2 (9,9; B). 
B \ 2 
Hier wird, obwohl 8 kein zulassiger Bereich ist, die Schreibweise (87) ange- 
wendet, weil es sich um die Darstellung absolut konvergenter Integrale 
handelt. 

Die Umformung der Skalarprodukte P(g, F) und P(s, 9, F) laBt sich 
jetzt miihelos zu Ende fiihren. Zunichst findet man 


W, (9,0; B) = )' BW, (9,0,;B) > 2, brew. r= 24+45,0> 0), 
vy=0 


wo 6 (t) die mit F(z) = R (2) = 2’ (vy > 0) gebildete Funktion 


2aiwt+ "5 


O(t) = O (rt) =e 

bezeichnet. Aus der. Fourierentwicklung 
2xi(nt+ x) — 

g(t) = Ps be "99 


ntx>0 
erhalt man weiter fiir jedes 4 > 0 und mit @ = r — 2 bzw. =: 


2xi(n—r = 22m ’ 2x) 2 
W,(.0,; B)= Sw [fe FF yaaa 
n+x>0 % 
2 
- —tavend 
= Ni, le y°dy (= 0 fiir » ++ x = 0), 
a 
ner? 


W, (9, 9,38) = Pe +l) cooper? ( +% > 0), | 
W, (9, 0; B) = 0. (vy + * = 0). 
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Damit ergeben sich die folgenden Gleichungen: 
pm r (r - 1) r b, 
(109) (y(t), @_,(t, 0,7, F,%); FT) = 2 aaroie Ta 
(= 0 fir »+ x = 0), 





r(i+é¢ ’ 
(110) (p(t), @_,(s, t, 1, N, »); F(N)) = «, (N) ( i) wt’ 
(4x) °2 » 
(= 0 fiir » = 0), 
(111) (p(x), @_, (x, 0,1, P| F); PF) = 22 SY Fb went" 


(4a)"~" Ado 








1+ 


tole 


oS) ont 
(112) (p(r),@_, (8,2,1,N|F);F(N)) =e ay tal y Dye 


(4n)" *? 


SchlieBlich sei ¢ = A~* oo eine parabolische Spitze von [ und in den 
Bezeichnungen (82) 


v=l1 


2ntin+ 4° 
(113) y(t) =(a,r+a,)~" 3” b (Ade 


Dann gilt nach (80), (83a), (85), mrcene (111): 
(114) (y(t), G_, (t,v, A, | F); 7) = e, (v, A, PF) ps B,b,(A)(» + _? 
- 8) r+x>0 
e, = ¢,(v,4,T) = it cro) N’’ v(A), 
ferner nach (31), (98) und (112) 


((7),@_, (6, =,4,N|F); 0 ()) = ¢,(s,N) 3 'F.b,(4)y* 





mit w 
r(1+) 48 
€, (8) = ¢,(8,N) = 1 (N) ( ‘ iy ¢! 
(42) +3 
also nach (99): 


(115) (p(z),@_, (x, 4,.N|F); 0 (N)) = ¢,(4, 0 (N)) SB, b, (4) 
r=l1 
mit 
Nt 
e, = €,(4,F (N)) = ¢,(0,N) = e,(N)z- 


%) In der eutsprechenden Formel {J II), 8. 55 fehit der Faktor 2. 
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Aus (115) geht hervor, daB die Formeln der Theorie {f (N), -- 2, 1}, in denen 
also die Nullwerte der analytischen Funktionen G_ 2 (85%, F, A, N\F) (t, = t) 
von s an die Stelle der fiir r > 2 absolut konvergenten Poincaréschen Reihen 
treten, durch formale Spezialisierung aus den entsprechencer. Formeln fiir 
r > 2 entstehen. 

Aus Satz 11 und den Voraussetzungen iiber die 8 ergibt sich die absolute 


Konvergenz der Reihen auf den rechten Seiten von (114), (115). Diese 
Gleichungen (114), (115) bezeichnen wir als die Grundformeln der Theorie. 


§ 5. 
Anwendung der Metrisierung auf die Poincaréschen Reihen. 


Die erste Anwendung besteht in dem Beweis des folgenden Satzes: 


Satz 12.. Es sei [ eine Grenzkreisgrupye von erster Art mit parabolischen 
Substitutionen, r > 2, v ein Multiplikatorsystem zu [ und — r, das nur Werte 
vom Betrage Eins annimmt; wenn r= 2 ist, so sei [= (N) und v = 1. 
Es bezeichne © = ©, (TF, —r, v) die Schar der ganzen Spitzenformen {T, —r, v}, 
€ die Schar, die aus den analytischen Linearkombinationen der Eisenstein- 
Reihen G__(t,v, A, 1,0) gebildet wird. Dabei durchliuft A ein System’ von 
reellen Matrizen der Determinante Eins derart, daB jede Spitze eines kanonischen 
Fundamentalbereichs von [, fiir die in den Bezeichnungen (82) x verschwindet, 
einmal und nur einmal in der Gestalt A~* oo erscheint. -Fiir r = 2 ist 


G_o(t, v, A, T,0) = G_,(t,4,N, 0), 
und A kann aus [ (1) gewdhlt werden. 


Dann steht jede Form aus € auf ganz © (d.h. auf allen ganzen Spitzen- 
formen) senkrecht, und € ist durch diese Eigenschajt € 1€, eindeutig bestimmt. 


Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus den Grundformeln. 
Sei ferner /(t) eine ganze Form {[, —r, v}. f(t) besitzt eine eindeutige Zer- 
legung von der Gestalt 


f(t) = E(t) + y(t) (E(t) CE, y(t) Cc). 
Ist nun /(r) L©,, so gilt nach (92) und (93): 
0 = (/, yp) = (9, ¢), o(t)=0, f(t) = F(t) CE, ged. 


Nach dieser eindeutigen Kennzeichnung der Schar € untersuchen wir _ 
nunmehr nur noch die Schar €, = €, ([, —r, v). Wir fithren zu diesem Zweck, 
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und um den Anschlu8 an die Entwicklungen des §1 zu gewinnen, folgende 
Bezeichnungen ein: Im Sinne von (82) sei fiir jede Spitze ¢ = A—* o von T: 

n=%x, wenn x>0, y»=1, wenn x =0, 


g(t, ») = g(t, A, ”)= g_,(t, v, A, Lr v) 


ia = (v +n) 'G_(t,0, 4,0,» + [y)) (r>2, ¥ 20), 
g(t, ») = g(t, A,») = g_,(t, 1, A, F(Y), ») 
= (v+1)""@_,(0;1,1,4,N,¥+1) (r = 2, »>0). 
Diese Funktionen geniigen den Grundformeln 
(117) (~(z), g(t, A, »); TF) = eb (A) (e. =e (2, A,T)), 
wenn 
(118) y(t) = (a,r+a,)~" Sb, (A) sntarne 


n=O 


Weiter seien die 2 (y = 0, 1, 2, 3, ...) komplexe Zahlen derart, daB 
die Reihe 


(119) zz A g_(t, v, A, T, v) 


v=0 
in irgendeinem in § gelegenen Gebiet, etwa in der Umgebung eines Punktes 
T = T, aus § konvergiert. Dann zeigt der Hilfssatz in (E), § 1, daB die Reihe 
(119) fiir alle t in § konvergiert, eine ganze Spitzenform {[,— r, v} dar- 
stellt und auf jedem zulassigen Bereich gleichmaBig konvergiert. Wir fassen 


nun die A in vs 
F(@) = Daz’ 
v= 0 
zusammen und definieren die Poincaréschen Reihen g_, (t,v, A, [|F) (auch 
fiir r = 2) durch 


(120) g(r|F) = g(t, A|F) = 9_,(t, 0,4, F|F) = D2, 9(t, 0, 4,8, »). 


v=0 


Fiir diese neuen Funktionen gelten nach (117) die Grundformeln 


(121) (p(t), 9_,(t, 0, A, PLP); PF) = € (0, A, T) dD! 20 (A). 


ra(Q 


Diese neuen Grundformeln stehen mit den alten Grundformeln (114), (115) 
in Einklang, wenn in diesen F(z) durch 


(122) F* (2) = > bt DA + ny’ t2"* (1) 


r=0@ r=0 
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cnetst und eaguemans wil, daB dabei die Reiten SIA (> 2) bow 


»y |B | (r = 2) konvergieren. 


=O 


Die neuen Grundformeln erméglichen die Kennzeichnung der Poincaré- 
schen Reihen g_(t,v,A,[|F) durch ein formal sehr einfaches Kriterium. 
Es gilt 

Satz 13. (Bezeichnungen aus Satz 12.) Es seien die 1 (» = 0, 1, 2, ...) 
kompleze Zahlen derart, daB die unendliche Reihe 


g(t, A|F) = g_,(t,v, 4,0 |F) = > 4,9_,(,0,4,0,») (r= 5'42/) 


v= =o 
in einer Umgebung eines Punktes t = t, von $ konvergiert. Dann konvergiert 
diese Reihe fiir alle t in §, aut cine genes Spiaanjern {f —r,v} dar und 
konvergiert auf jedem zuldssigen Bereich glewhmafrg. 

Es bezeichne D (A, F) die lineare Schar derjenigen Formen g(t) aus €.. 
deren Entwicklungskoeffizienten b (A) aus (118) die Gleichung 


(123) 7b (A) =0 


ite 


erfiillen. Dans steht g(t, A|F) auf D(A, F) senkrecht wnd ist durch diese Eigen- 
schajt bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Insbesondere be-— 
zeichne D (A) die lineare Schar derjenigen Formen aus C,, fiir die b (A) = 0 
gilt. Dann steht g(t, A, v) auf D (A) senkrecht und ist durch diese Eigenschaft 
bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. g(t, A|F) verschwindet 
dann und nur dann identisch, wenn alle Formen o(t) aus © ([, —r1,) der 
Relation (123) gentigen. g(t, A, v) verschwindet dann und nur dann identisch, 
wenn fiir alle Formen y(t) aus © (FT, —r, v) der Entwicklungskoeffizient b (A) 
verschwindet. 

Zum Beweis der Eindeutigkeit bezeichne g(t) irgendeine Form aus © , 
€* die Menge der zu g(r) senkrechtea Formen von €. Ist g(t) = 0, so ist 
C* = ©; ist g(t) #0, so liegt g(r) nicht in €*, wohl aber fir jedes g(r) 
aus €, die Form 
(¢9) 
(9 9) 
Aus (rt) ic folgt dann, da auch g(t) 1C*, dab 9, (t) LC, also 
(9, %,) = 9, y(t) = cg(t) mit konstantem c. 


%o (t) = p(t) —- ~~ g(t). 
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Die Entwicklungskoeffizienten der Form g_|(t,v, A, [|F) in der Spitze 
B™ o (B eine reelle Matrix der Determinante Eins mit B = {b, 6,3), der 
die Zahlen N’ = N ,» * =, im Binne von (82) entsprechen mégen. sollen 
durch 


g_,(t,0,A. | F) = (,t+5,)~" So, (4, BIC Tm 
erklart und genauer mit =e 
e (v, 1,4, B|F) = (A, B|F) 
bezeichnet werden. Bei Verwendung der Abkiirzung 
c (v1, A, B,»y =e (A,B,v)=c (A,B|R) (R (2) =2', »>0) 
ergibt sich aus (99a): 
e (A, B\|F) = y Ac (A, B, ») 


v=0 


und aus (121) der nachstehende 


Satz 13a. Die Poincarésche Reihe g_|(t,v,A,T|F) verschwindet dann 
und nur dann identisch, wenn 


(124) > 4, (A, A|F) = 0. 


y=0 
Speziell verschwindet die Reihe g(t, A, v) = g_|(t,v, A, 0, ¥) dann und nur 
dann identisch, wenn ihr v-ter Entwicklungskoeffizient c (A, A, v) in der Spitze 
A” @ gleich Null ist. 
Der Ausdruck auf der linken Seite von (124) kann in der Gestalt 


H((4)) = 4 A 7c (A,A,n) 


n,v=0 
geschrieben werden, vorausgesetzt, daB diese Doppelreihe absolut konvergiert. 
Da nach (91) und (114) 
9_, (tz, v, A, Ss n), g_, (z, v, A, T ¥); r) 
— é. (v, A, r) 4 (v, r, A, A, n) = . (v, A, r) C. (v, ve A, A; v), 





also kiirzer 





v(A) c (A, A, n) = v(A) c (A, A, ¥), 
so stellt v(A) H((A)) eine positiv-semidefinite Hermitesche Form in den 
Variablen a (» = 0,1,2,3,...) dar. Die Voraussetzung und die urspriing- 


liche Bedingung, daG die Reihe A g_,(t,v, A, 1, ») in einer Umgebung 


1=0 
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eines Punktes von § konvergieren soll, sind nach (122) und Satz 7a erfiillt, 
wenn die 2 einer Abschatzung 

(125) |a_| <0, (% +n) °(o>r, wenn r > 2, 0 >3, wennr = 2; » > 0) 
geniigen. 

Um aus der Fiille der Linearkombinationen g__(t,v, A, [|F) Formen 
herauszuheben, die sich in tibersichtlicher Weise kennzeichnen lassen, fiihren 
wir den folgenden Ansatz durch: Es seien zunachst s und z komplexe Variable, 
und es sei Sm z > 0. s und z haben mit den frither eingefiihrten Parametern 
des gleichen Namens nichts zu tun. Ist g(t) eine Form aus CF, —r,v) 
mit der Entwicklung 

Qaiin + 0% = 
rie) = (array 55, (Aye 
so setzen wir 
22tim+) a 


(126) 9 ({s,4}, 2) = @, t+, "(> (*5°) ) d > (A) (n + n)"e 
i é x 
(ae 57" = 3). 


(a, + ay 9 ({s,A}, t) ist fiir natiirliches s die s-te Ableitung der Funk- 
tion y(t) nach t im Punkte Art, fiir negatives ganzes s das (— s)-malige 
Integral von ? (7) nach dr, erstreckt vom Punkte o bis zum Punkte Art. 
Wir nennen deshalb 9 ({s, A}, t) die Derivierte der Ordnung s in bezug auf A 
der Form g(t) oder kurz die {s, A}-Derivierte von g(t). Die Ausdriicke 
(a,t +4,) p({s, 4},t) nennen wir in Anlehnung an die iibliche Sprech- 
weise die (kontinuierlichen) Ableitungen der Ordnung s von ?, (t) im Punkte 
At. Bei fest gegebenen s und A bilden die Derivierten g({s, 4}, t) mit 
e(t) ©, (F, —r, 0) eine zu € (Ff, —r,v) linear-isomorphe Schar. 

Wir bilden nun die Poincarésche Reihe g_, (t,v, A, |F) mit 








F (w) = Ps Aw’, 
(127) oar —2niv+ p4c® 
Ps - Sas ae 
4, =A, (2,8,4) = (a, (— 2) +4,) (= (» + nye 
wo arg (=) =— > und bezeichnen po entstehende Funktion durch 
(128) Q(t,2,8,4)=Q_ (t,2,8;0, A, PF) 


= (—a,z+a,)" (=e Sore is g_,(t,, A, F, ». 


v=0 
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Hier ist (— a,2 +) " fiir beliebige reelle a, a, + 0, 0 gemaB 
(— a,z+a,)° = (a, (— 2) +a,)~" = 8! 18 t tal — Fr are — a8 + a9) 


=} 
jarg(a,(—2)+a,)|<2 fir a, + 0, arga, = a= 


zu bestimmen, so da8 bei dieser Erklirung des Wertes der vieldeutigen Funk- 
tion (a, + as’ fiir einen Punkt 1 in der unteren Halbebene: 





@z+a) "= (a,2+a,) "(2c §). 

Nun ergibt sich aus (121): 

(129) (y(t), Q(t, —%, 3, A)) = €.  ({s, A}, z) 
und daher der folgende 

Satz 14. Die durch (128) erklarte Form Q (t, z, 8, A) der Schar © (I, —r,v) 
steht auf allen Formen y(t) aus C, senkrecht, fiir welche die kontinuterliche 
Ableitung der Ordnung § von g(t) im Punkte t = A( - 2) verschwindet. 

Q(t, z, 8, A) ist durch diese Eigenschaft bis auj einen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt. 

Dieser Satz lat erkennen, daB die Form Q(t, z,s, A) als das genaue 
Analogon der Form g(t, A,¥) anzusehen ist. Die Analogie kommt in der 
Kennzeichnung der beiden Formentypen durch Orthogonalitatseigenschaften 
zum Ausdruck. Wahrend die 6 (A) die Fourierkoeffizienten von ? ,(t) (im 
Punkte t = ©) sind, sind die in Satz 14 genannten Ableitungen fiir ganzes 
s > 0 die Taylorkoeffizienten von g(t) im Punkte t = A(— 2) (abgesehen 
von einem Faktor, der in der Aussage des Satzes 14 keine Rolle spielt). Im 
Sinne dieser Analogie entsprechen einander also sowohl die Punkte t = oo 
und t = A(— 32), dh. die Punkte 4~*t = A~' @ und A~'t = —2 als 
auch die Ordnungszahlen v und 4. 

Im iibrigen gestattet 2 (t,z;s, A) die beiden Darstellungen 





(180) Q(z,2 4,4) = (—2F#)'(- az +a)-" x 


x 2247 + peace 
x ’. B(M)(m, x +m,)~" SY” (v +n) *"—e 
ac6(4,f) vr=0 
‘- (==) (@,(- z)+a,)"(@,t+a)~" x 


—A(—s) At 
2xi(r +) + 2xi(n+ 9) 
4 on 4 v 


x - (» + »)'c, (A, A, He 
n, r= 0 

ae tint) 43 

= (a,t + a)” "Dw, (%8,A)e 


u=0 
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mit 
(130a) w (z,8,4) =0(d) g({s, 4), — z, 4,n), 





deren erste fiir r = 2 durch den in §3 beschriebenen GrenzprozeB realisiert 
werden mu8. Aus dieser ersten Darstellung folgt, wenn Re s > 1 —r: 


(131) Q(x2,8,4) = Pr +) (=) "(-a,2+4,)~" 


D> 6M) (mr + m)~" (Mt — A(—ay 
uCar 
Beim Beweise hat man zu beachten, da& fiir ganzes k und fir M=AL CAT 
nach (GI), (20,): 
¢ ww M) = vo(AP* L) =G(AP*, L) 0 (AP*) 0 (L) 
= 0 (A, L)a (A, P*) (A) 0 (P*) 0 (L) = 2" uw (M). 

Aus der zweiten Darstellung (130) von Q (rt, z, s, A) ergibt sich die Sym- 
inetrierelation 
(132) 0(d) 2s, A), t, —2, 5, A) = 0 (A) O(fs, A}, 2, — 3, F, A). 


Ferner gilt fiir eine reelle Matrix S = ° } 





) mit ad—be=1, wenn 
s* = int 7 gesetzt wird: 


Q_ | (8x, S*z, 9; , A,I)(et Fd)’ (—ez+d)-" 
v, (A 8) ae 
=—say 2-- (T, 2, 8; v,, 48,8 'TS). 
Im Sinne der oben geschilderten Analogie zwischen deh Formen g(t, A, ¥) 


und Q(t, z,s, A) wiitde einer Linearkombination > Ag (t, A, v) ein Aus- 


r=0 


druek vom Typus EO QQ (t, z,8, A) ds entsprechen, wo mit einer gegebenen 


2 - 
Belegungsfunktion A(s) lings einer gegebenen Kurve 2 in der komplexen 
s-Ebene integriert wird. Auch ein Integral dieser Bauart, welches iiber ein 
Flachenstiick der s-Ebene erstreckt wird, kiime als Analogon in Betracht. 
Auf diese Bildungen soll weiter unten éingegangen werden. 

Vorher wollen wir den algebraischen Apparat aufbauen, der die Wirkung 
der Metrisierung auf die Formenvektoren mit Komponenten aus ©, zu iiber- 
sehen gestattet. (Hinsichtlich der Beziehungen zwischen der Metrisierung 
und der Darstellung-der Formen von ©, durch -dimensionale komplexe 
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Vektoren vgl. (J II), 1, 8.52, 53; das dort Gesagte gilt wértlich im vorliegenden 
allgemeinen Fall.) ‘ 

Sind y;(t), ye(t), ..-, Y,(t)irgendwelche Formen aus, =, (T,—r,»), 
so ordnen wir ihnen den Formenvektor 


q(t) = {9, (7), ?,(t); see ¢, (t)} 
zu. Die Entwicklungen 
2xni(n +) 4° 


9, () = (a, +ay-" be ¥ asjsa 


der @,(t) in der Spitze ¢ — A~* o& von [ fassen wir in der vektoriellen 
Schreibweise durch 
At 
- 2 atin + 9) 4 
(1328) q(t) =(@,r +a," » be "b= 


n=o0 
zusammen. Wir verstehen unter q(t), q({s, A}, t) die durch 


b b, 


ie 2a’? ° an 


q(t) = (a, +.4,)-"q,(A7), 
-— 2 2i(n +n) és 
a({s, 4},2) = (,2 +0)" (=2*) DS’ (n+ n)'b,e 
n=0 
etklarten Funktionenvektoren. 

Die Determinante einer quadratischen Matrix A (eines beliebigen Grades) 
bezeichnen wir mit ||A||. Sind a,,a,,..., a) irgendwelche Vektoren ‘mit 
gleich vielen Komponenten, so nennen wir [a,, Q,, ++ 4 a] diejenige Matrix, 
deren k-ter Spaltenvektor a, ist, und gegebenenfalls \|o,, Mae's +0 a. || ihre 
Determinante. In der Darstellung einer Matrix durch ihre Elemente bezeiehnen 
wir den Zeilenindex stets mit 1 oder j, den Spaltenindex stets mit k oder I, 
z.B. A= (a, »- Bei der Verkniipfung von Matrizen und Vektoren werden 
die Vektoren als Matrizen mit nur einer Spalte aufgefaBt und die Rechen- 
regeln der Matrizenrechnung angewendet. Es gilt als selbstverstindlich, da8 
bei jeder Matrizenmultiplikation die Spaltenzahl des ersten Faktors mit 
der Zeilenzahl des zweiten Faktors iibereinstimmt. Das Transponieren einer 
Matrix wird durch einen Akzent, der Ubergang zu der Matrix mit konjugiert- 
komplexen Elementen durch einen Querstrich ausgedriickt. — Den Rang 
¥,(—1, 03a) von CF, —r,v) bezeichnen wir mit /:. 

Es seien 


Q(t) = {9,(7), (7) -- (EI EC) = (x, (0), 24(t) «+ 2 (OF 
Formenvektoren iiber €.. Wir erklaren die Matrix (q, r) durch 
(a, t) = (a(t), t(t)) = ((9,. 2) = ((e,(7), 2, (0) FP). 
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Fiir diese Matrizen gelten die nachstehenden Rechenregeln: 


(133) (t,q) = (@,t), (q,q) ist eine Hermitesche Matrix, 
(134) (Aq,t) = A(q,t), (q,Br) = @,1)B 


(wenn A und B konstante Matrizen bedeuten), 


a (Yar 2nn)= 2 Zattoo 
(wenn die x,y, komplexe Konstante sind und alle q, sowie alle r, je gleich 
viele Komponenten haben.) — 

Ferner gilt der folgende 

Satz 15. Es seien q(t), x(t) beliebige Formenvektoren tiber C.. Man 
bezeichne mit S,,S, die Formenscharen, die von den Komponenten von q(t) 
bew. den Komponenten von x(t) aufgespannt werden, mit D den Durchschnitt 
von S, und S.. Dann ist der Rang der Matriz (q,t) héchstens gleich dem 
Range von S, und auch héchstens gleich dem Range von G, , dagegen mindestens 
gleich dem Range von D. Ist: entweder S, in G,, oder S, in S, enthalien, so 
ist demnach der Rang der Matriz (q, rt) gleich dem Range von D. 

Beweis. Da eine lineare Relation zwischen den ?, (t) (1 Sj SA).sich 
auf jedes System von Skalarprodukten (9, z,) (k = i, 2,3,...,0,%, fest) 
iibertragt, kann angenommen werden, da alle ?, (rt) (1 Sj SA) und dab 
alle zs k S @) linear unabhangig sind. Delia kann man nach (134) 
die #,() und ebenso die z,(*) durch irgendeine Basis von S, bzw S, ersetzen. 
Man konstruiere nun eine normierte Orthogonalbasis von D und erginze 
diese zu je einer normierten Orthogonalbasis einerseits von S,, andererseits 
von G,. Dann ist die Aussage des Satzes evident. 

Einfache Beispiele lehren, da8 der Rang von (q, r) gleich Null sein kann, 
obwohl S, und'G, beliebig hohen Rang haben, und daB auch der Rang von 
(q,t) den Rang von D iibertreffen kann. 

Sind q(t) und r(t) zwei «-dimensionale Formenvektoren, so nennen wir 
sie in Ubereinstimmung. mit (JII) komplementir-orthogonal, wenn 
(q,t) = yZ, wo y irgendeine von Null verschiedene komplexe Zahi und / 
die Einheitsmatrix des Grades  angibt. Nach Satz 15 ist sowohl q(t) als 
auch r(t) ein Basisvektor iiber €,, wenn q(t) und t(t) zueinander aan 
mentar- orthogonal sind. Dann sit auch q = Ar mit A = y(t, ry 
yA offenbar eine Hermitesche Matrix darstellt. Umgekehrt erhalt — zu 
dem gegebenen Basisvektor r(t) iiber € in der Gestalt q(t) = y(t, tr) * (tr) 
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(y, + 0) einen zu r(t) komplementir-orthogonalen Vektor, der (q,r) = yI 
mit dem gegebenen y erfiillt. Die Eigenschaft eines Formenvektors mit u 
Komponenten, zu sich selbst komplementar-orthogonal zu sein, bedeutet, 
daB seine Komponenten nach Division durch die Quadratwurzel aus der 
positiven Zahl y eine normierte Orthogonalbasis von 6, bilden. 

Mit diesen Begriffen und auf Grund dieser Tatsachen lassen sich nun 
die wichtigsten Fragen iiber die explizite analytische Darstellung der ganzen 
Spitzenformen der allgemeinen Klasse {[, —r,v} miihelos beantworten. 
Es seien 9M,» «++» M, Banze Zahlen = 0, es sein = n” ={n.,n,, soy} 
und g(t, A,n) der Formenvektor 


(136) g(t, A, n) = {9(t,A,n.), g(t, A, m,), ..- g(t; A, m)}; 


2 bezeichnet hier und in den analogen folgenden: Untersuchungen eine be- 
liebige natiirliche Zahl, die auch gréBer als « sein kann. Wir fragen zunichst 
nach der Maximalzahl linear unabhangiger unter den Komponenten dieses 
Vektors g(t, A, n). 


‘Ist der Basisvektor q(t) iiber ©, mit seiner Entwicklung in der Spitze 


¢ =A" @ durch (132a) vorgelegt, wobei die dort mit 2 angegebene Zahl 
hier den Wert « hat, so ergeben die Grundformeln 


(a(+), a(t, A, m)) = ((9,(t), 9(t, 4, m))) = €, 0, ) 
=e|b ,b ,...,b |. 
e[ ") ms * 
Nach Satz 15 stimmt also die Maximalzahl linear unabhangiger unter den 
konstanten Vektoren b ,b ,...,6 mit der Maximalzahl linear unab- 
bas | Ms ™ 
hangiger unter den Formen 
g(t, A,n,), 9 (t,A,m,), .- g(t, 4, ,) 


iiberein. Die zuerst genannte Maximalzahl hingt ersichtlich nur von dem 
Nummernvektor-n (und der Spitze ¢), nicht aber von der Auswahl des Basis- 
vektors q(t) iiber €, ab. 


Es sei 2 C$, es seien s,8,,..., 8, komplexe Zahlen. Wir schreiben 
s = 5” ={s, Boysen 8} und 
(137) O(t,z,s,A) = {Q(r, z, s,, 4), Q(z, 2,8, A), ...; Q(t, z, 8 A)}. 
Dann ergibt (129): 
(q(t), O(z, 2, 5, A)) = ((,(t), Q(z, z,8,,A))) = (9, (iz, 4}, = 2)) 
=e [a({z, 4}, —2), a({%, 4}, —2), ... af 4}, — 9). 
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Nach Satz 15 stimmt also die Maximalzahl linear unabhangiger unter den 
(Zahl-) Vektoren 
q ({s,, 4}, —2), 4 ({8,, A}, —2), .--, a ({&, A}. —2) 
mit der Maximalzahl linear unabhangiger unter den Formen 
Q(x, z, 8 A), Q(t, z, 8, . . wane s,, A) 

iiberein. Die an erster Stelle genannte Anzahl ist offenbar die Maximal- 
zahl linear unabhangiger unter den kontinuierlichen Ableitungen des Vektors 
q , (7), gebildet mit den Ordnungen 81> Sy +s 8 im Punkte t = A(— 2). 
Sie hangt ersichtlich nur von z und von den gegebenen Zahlen a on A 
nicht aber von der Auswahl des Basisvektors q(t)’ iiber €, ab. 

Sind allgemeiner 4 Punkte a a A in § und A komplexe Zahlen 
85 Bar ++ 8, vorgelegt, so schreiben wir s = s” wie oben, ferner 3 = - 


= {z,, Brees 2} und nenhen O(r, (3,5), A)-= O(r, (3, s”), A) den Vektor 


(138) O(t, (3,5), A) = {Q(c, z58,, A), Q(z, z,,8,, A), ..., Q(t, 2,8, A)}. 
Dann ergibt (129) wieder 


(q(t), O (z, (3,8), A)) = e(¢, ({,, 4}, —2))- 
=e [a ({s,, 4}, — 2), a({5,, 4}, — z,), -+ +» a({3,, 4}, —7)]. 
Daher stimmt die Maximalzah! linear unabhaagiger unter den Vektoren 
a ({g,, 4}, —Z), a (a, A}, —Z), ... az, A}, —@) 
mit der Maximalzahl linear unabhangiger unter den Formen 


Q (rt, 258), A), Q(t, 2,5 8,, rw: | 3 2.8, A) 
iiberein. Die an erster Stelle genannte Anzahl ist offenbar die Maximalzahl 
linear unabhangiger unter den Ableitungen von q ,(), gebildet in den Punkten 
A (—Z) je mit den Ordnungen 5 (lsjs A). Sie hangt ersichtlich nuy 
von den gegebenen Vektoren 3 und s, nicht aber von der Auswahl des Basis- 
vektots q(t) iiber €, ab. 

Aus diesen Satzen gewinnt man fiir 4 S «: insbesondere die Kriterien 
dafiir, daB die Komponenten der Vektoren der drei Typen 

g(t, A,n), O(t,z,5,A), O(r, (3,5), A) 

linear unabhangig sind. Sie besagen, wie auch unmittelbar aus Satz 15 hervor- 


geht, fiir den ersten Typus und den dritten Typus, der den zweiten Typus 
umfaBt, daB die Determinanten 


(139) lle, (A, A, n)}, | 2 (fz, 4}, — z,, z,,8,,A)|| 


nicht verschwinden. 





Metrisierung der automorphen Formen. 517 
Wir fassen alle diese Ergebnisse in den folgenden Saétzen zusammen: 


Satz 16. Es sei A eine beliebige natiirliche Zahl $ y, q(t) ein beliebiger 
Basisvektor tiber © =€,(f,—1,0). Die Mazimalzahl linear unabhangiger 
unter den Sutantaides ‘Reihen 

g(t, A, n,), g(t, A, M,), «+9 9(T, A, n) (mn, ganz und >0,1 Sk SA) 
ist gleich der Mazximalzahl linear unabhdngiger unter den Fourier-K oeffizienten- 
vektoren des Formenvektors q , (7) mit den Nummern a 

Es seien 2, 2,,...,% _ Punkte in §, 85 85> a, talichige kom plexe 
Zahlen. Die Mazimalzahl iiillidlialase unter din Delian Rethen 

Q(t, 2158), A), Q(z, 258), A), ..., Q(z, 2,58, A) 
ist gletch der Mazimalzahl linear unabhingiger unter den kontinuierlichen 
Ableitungen des Vektors q (7) gebildet in den Punkten t = A (— z,) jewerls 
mit den Ordnungen 8, (1 Sj A). 

Dieser Satz kann in folgender Weise verscharft werden: Man bilde mit 
beliebigen komplexen E f, ea & die Funktionen 


a 
G(r) = D>, §,9(t 4m), Y(t) = Da Q(t,z,, %,» 8,,A 
v= 


Es ergibt sich in den oben verwendeten Bezeichnungen: 


(a(x), @(r)) =e, yes Eb 


vai 


(a(t), (x) =e, Sin E a ({s, 4}, — 7) 


und daraus der folgende 

Satz 17. (Hauptsatz iiber die linearen Relationen zwischen den 
Poincaréschen Reihen.) Zwischen den Poincaréschen Reihen g (t,A,n ) 
(1 Sv SA) besteht dann und nur dann die lineare Relation 


a 
a & g(t, A, n) =0 


v= 
(mit komplezxen konstanten &), wenn zwischen den Koeffizientenvektoren b,, 
(lA) der Fourierentwicklung des Formenvektors q(t) (im Punkte 


t = ©) die lineare Relation 
a 


Sh, -0 
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besteht. Zwischen den Poincaréschen Reihen Q(t,z,8 ,A) (lsSvsA) be- 
steht dann und nur dann die lineare Relation 


a 
De§a (t,2,8, A) = 0, 


vy=l 
wenn zwischen den Derivierten q ({%,, A}, — 7) (1 S » S A) des Formenvektors 
q(t) in bezug auf A die lineare Relation 


i 
>» Fa, 4}, -7) =0 
v=1 

besteht. 

Aus Satz 16 gewinnt man ferner die iibersichtlichste Formulierung der 
sogenannten Vollstandigkeitssitze, die besagen, da8 ein System von /« Poincaré- 
schen Reihen von jedem der Typen 

g(t, A,v) (A fest), Q(z,z,s,A) (A und z fest) 
gefunden werden kann, welches eine Basis der Schar €, bildet. Dazu geniigt 
es, zu zeigen, daB cin System von ,« linear unabhingigen Fourierkoeffi- 
zienten b , e ..+» 6 des Formenvektors q , (*) existiert, und daB 
bast Xe 
ein System von ,s« linear unabhingigen Taylor- -Koeffizientenvektoren 
dD Boss vey Dd, » Me ganz und = 0) des Vektors q | (t) im Punkte tr = A(— 2) 


existiert. Beide Behauptungen sind allgemein durch einen indirekten Schlu8 
leicht zu beweisen. Einen wesentlich scharferen Satz erhalt man aber aus der 
Theorie des § 1: 

Satz 18. (Erster Vollstindigkeitssatz tiber die Poincarésehen Reihen. ) 

Es sei t, nicht elliptischer Fizpunkt von [ (t, < $ oder t, parabolischer Fix- 
punkt). Die Poincaréschen Reihen 

g(t, A, n,), ©. A, M,), «++ 9(t, A, n) (t, = A™ @), 

Q(t, —F,,, 1), Wt, — Fm, D), -. » W(x, =F m,, 1 (,¢$) 

(n,, 1 Me My ony Me ganz und > age SE pg Linge Basis 

von 6. , wenn die Zahlen 1, , n » %, ein Haupisysiem im Punkte t = +, 


darstellen (§ 1). Des im Slane der ledibogrophischen. Ancrdnung won Sets 6 
kleinste Hawptsystem, das Grundsystem m_, m,, . - -» m_, beschreibt nach ‘Satz } 


den WererstraPisci.cn Charakter des Punktes t = t, in bezug auf die Formen- 
schar © (fT, —r1, 2), dh. die Zahlen m, +1, m, +1, . » m +1 sind die 
Lichensahlen dor Pelordawngen dor ouperhalb con += + roguldren oute- 
morphen Formen (r,7~2, =}. 
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Im Falle 4 = « wird die lineare Unabhangigkeit der Formen 2(r, 258, ,A) 
(l1Sk Ss ,) auf das Nichtverschwinden der Determinante 

D(— 3,3) =||9,(,, 4}, —#)||_ Gi k= 1,2... 0) 

zuriickgefiihrt. Diese Determinante stimmt bis auf einen stets von Null 

verschiedenen Faktor mit der Wronski-Determinante der Basis q (t) von 

€, (4 fA —re 1) im Punkte t = A (—2) iiberein, wenn alle 2, mit z 

susemnenilien; —# C§ nicht Fixpunkt von [ ist und die 8, die. ‘Werte 


0, 1, 2,3, ..., «4 — 1 aufweisen. Nach den Uberlegungen am SchluB des § 1 
erhalt man also in dieser Determinante bis auf einen stets von Null ver- 
schiedenen Faktor die Wronski-Determinante der Basis q(t) im Punkte 
t = — # und gelangt mithin zu dem Satz, dab die Formen 

Q(x, 2,k, A) (k =0,1,2,..., 0-1) 


eine Basis von ©, bilden, wenn t = — z nicht Fixpunkt von [ und nicht 
WeierstraBpunkt der Formenschar © (T, —r, 0) ist. 

Fir die mit beliebigen ganzen n, 20 (k = 1,2,..., u) gebildeten 
Formen 2(r, z, n, A) besteht der folgende Vollstindigkeitssatz: 

Satz 18a. Es sei t, in $ nicht elliptischer Fixpunkt der Gruppe AT A~* 
Die Poincaréschen Reihen 

_ Q(t,-A"%,m,, A) (lsk<sp) 
bilden dann und nur dann eine Basis der Schar C, (TF, —r, v), wenn die ganzen 
Zahlen n , Moy ny M ein Hauptsystem im Punkte t = T, beztiglich der Formen- 
schar ©, (A e oe v-1) darstellen. Das Grundsystem dieser Klasse im 
Punkte t == 1, [allt mit dem Grundsystem der Klasse ©, (CT, — 1, v) im Punkte 
t= A’ r, zusammen. 

Durch die Aussage des Satzes 16 gewinnt die Determinante D (3, s), 
die man als eine verallgemeinerte Wronski-Determinante bezeichnen kénnte, 
fiir beliebige 3 und s eine inhaltliche Bedeutung durch ihre Beziehung zu den 
Poincaréschen Reihen. In dem Spezialfall, in dem alle 8, verschwinden 
und die 2, beziiglich [ paarweise indquivalent sind, entsteht aus D (— 3, 5) 
die sogenannte Diskriminante 4 (— j,q) der Formenschar €, (T, —r, »). 
Ihr Nichtverschwinden besagt, daB die Poincaréschen Reihen Or, z,,0, A) 
eine Basis von © ([, —r,v) bilden {vgl. (JI), 8. 445, 446). 

Dieser Sachverhalt laBt sich in einen allgemeineren Vollstandigkeits- 
satz einordnen, der in gewissem Sinne als polar zu dem oben formulierten 
Vollstandigkeitssatz (Satz 18) bezeichnet werden kann. Wahrend dort die 
Formen {2(t, z,s, A) bei festem z fiir verschiedene Werte von s auftreten, 


34° 
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wird hier s festgehalten, und es werden die Formen 2; :, 258, A) fiir »« paar- 
weise indquivalente (sonst beliebige) Punkte z, in $ genildet. Nach Satz 16 
sind diese Formen dann und nur dann linear unabhangig, wenn die Deter- 
minante 
D(— 3,4) = || 9, ((3, 4}, —'Z)I| + 0 

ist. Da aber die Funktionen ?, ({8, A}, t) (1 Sg Sv) -inear unabhingig 
sind, lehrt Satz 16 in Verbindung mit dem Hilfssatz in (4 II), §4, 3: 

Satz 19. (Zweiter Vollstindigkeitssatz iiber die Poincaréschen Reihen. ) 
Es sei s eine beliebige komplexe Zahl, und es seien 2°, 2°, .. :, 2° beliedige 


a “gece - 


Punkte in §. Dann gibt es in jedem Umgebungssystem 
lz,—21<@% (eo, >0, 1Sk Sy) 


von 3, = {z", ze ee 2") ein Wertsystem 3 = {z,,2 sree 2) (und mithin 
auch gleich kontinuierlich viele Werisysteme 3) derart, daB die Poincaréschen 
Rethen 

Q (rz, z,, 8, A) (isk su). 
eine Basis von C, bilden. Die Wertsysteme 3, fiir die die genannten Reihen 
keine Basis bilden, erfiillen die in den Variablen — z, (1 S k S u) analytische 
Ausnahmemannigfaltigkett A, geyeben durch 

D (— 3 s) = 0. 
WM ist eine Mannigfaltigkeit von héchstens 4 — 1 komplexen Dimensionen. 

Wir beschreiben im folgenden kurz ein Verfahren, mit dem man die zu 


den aus Satz 16 erhiltlichen Basisvektoren komplementir-orthogonalen 
Vektoren bestimmen kann. 


Es sei in vektorieller Schreibweise n = {n,,n,,..., n} ein Haupt- 
system fiir den Punkt ¢ = A™* @ (§1) und 
p(t, A,n) = {y, (t, A, x), y, (t,4,n),..., ¥, (t, A, n)} 


der zugehérige Hauptvektor, dessen Komponenten die Hauptbasis zum 
Hauptsystem n bilden. Dann ist, wenn wir jetzt e_(v, A,T) mit y bezeichnen, 
nach den Grundformeln (117) 


(p (t, A, n), g(t, A, n)) = yl. 


In der Darstellung 


p(t) = 38, y,(r,4, 0) 


i= 
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einer beliebigen Form ¢(t) aus €, durch die Komponenten des Basisvektors 
p(t, A,n) haben die Koeffizienten 0, die Werte b (A), weil nach (117): 
"j 


(¢(t), g(t, A,n,)) = 76, (4) “ae O76 yO, (LSk Sy). 


wo b. , das Kroneckersche Symbol bedeutet. Daher gilt 


ue 


(140) g(t, 4,9) = 3/6, (4, A,») y,(t, 4, n) 


j=l 
und nach (130a) 


(141) Q(t, z,8, A) = way >” 9 (fs, 4}, —2,A, n) v(t, A, n). 


j= 





In ahnlicher Weise kann man die Eigenschaften des zu dem Basisvektor 
(rt, z,n,Z) komplementir-orthogonalen Formenvektors bestimmen, wobei 
angenommen wird, da8 n ein Hauptsystem im Punkte tr = — z darstellt. 
Ist allgemeiner © (r, (3, s), 4) (A = 1) ein Basisvektor iiber €,. Y(t, (3,8), 4) 
der zu ihm komplementar-orthogonale Vektor 


D (t, (3,5), 4) = {Y(t (3, 8), A), SF (t, (3,5), A). ..., Y. (t, (3. 5), A)}. 
der also mit y = ¢ (2, 4,1) die Relation 
(D (r, (3, $), 4), +e) (rx, (3, $), A)) Tr I 
erfiillt, so hat man: 
Y, ({5,, 4}, . z,, (3, s), A) _ be. (j, k= 1, 3, 0 2 "), 
und in der Darstellung 
“ 
g(t) = > 8,Y, (x, (3,5), A) 
j=l 
einer beliebigen Form (Tt) aus ©, durch die Y (r, (3, $), A) ist nach (129): 
8, = 9 ({%, 4}, — 3) (l Sj Sy). 
Daher gelten die Gleichungen 
u 
(142) g(t, A,») = Sg ({,, A}, —%, A, ») Y(t, (3,5), A), 


j=1 


“ 
(143) Q(z, 2,8,4) = D’ QU¥, A}, — %,+,8, A) Y,(r, (3,8), 4). 
j=l 
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Mit diesen Formeln kann man eine lineare Relation zwischen endlich oder 
unendlich vielen g(t, A, vy) (» = 0,1,2,3,...; A fest) bzw. Q(z, z,s, A) 
(A fest) auf die Koeffizienten ihrer Darstellungen durch die ¥, und Y ; um 
schreiben. 

Eine andere Anwendung bezieht sich auf den durch (129) erklarten 
Integraloperator. Wird zunichst s = 0 gesetzt, so entsteht aus (129) die 
Integralgleichung 
(144) (p(t), Q(t, —2,0,4))=ye@ (vy =e (v,4,P)), 
der alle Formen aus © ([, —r,») geniigen. Es sei nun & ein fest gewahlter 
zulassiger Fundamentalbereich und g(t) irgendeine auf & stetige Funktion, 
deren Betrag bei Annaherung an die Spitzen von & nicht zu stark ins Un- 
endliche wachst. Genauer darf| y(t)| bei Annaherung an die Spitze = A~* 
von & exponentiell ins Unendliche wachsen, es soll aber fiir irgendein positives 
"<7: 
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tat 3nae 
(145) |p(x)le . fir t—- A~* w,rc8 beschrankt 


bleiben. Dann existiert W (p(t), y(t);&) fiir jede Form y(t) aus 
C(r,—r,0). | 

*Geniigt eine solche Funktion g(t) der Integralgleichung (144) (mit 
irgendeiner Konstanten y + 0 an Stelle von y = e (v, A, [)) etwa fiir die z_ 
in einem Teilgebiet © von R, so gilt nach (141): 


“ 
ye(2)=(e ay 2 g(2,A,n) W (p(z), v, (t, A, m); R), 


y(z) fallt also in G mit einer ganzen Spitzenform {[, —r, v} zusammen. 

Wir erkennen daher 

Satz 20. Es sei die Funktion g(t) in einem zuldssigen Fundamental- 
bereich R von [ stetig, und es zeige | p(t)| bei Anndherung an die Spitzen von K 
das durch (145) vorgeschriebene Verhalten. Geniigt p(t) fiir z in R der Integral- 
gleichung 

¢(2) = AW (y(t), Q(t, —2,0,4)) (A + 0 konstant), 

80 stemmt g(t) in R mit einer ganzen Spitzenform {T, —r, v} tiberein. Diese . 
Integralgleichung hat also als einzigen von Null verschiedenen Eigenwert die 


Zahl A = — und thre stimtlichen Lésungen sind ‘die Formen aus 
¢, (v, A, T) 


C, (T, —r, ). 
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Man kann einen ahnlichen Eindeutigkeitesatz auch fiir die Lésungen der 
allgemeineren Gleichung (129) beweisen. Zu diesem Zweck fiigen wir den 
Annahmen iiber die Stetigkeit der Funktion g(t) und iiber ihr Verhalten 
bei Annaherung an die Spitzen von & eine weitere, sehr allgemeine Voraus- 
setzung hinzu. Es sei s eine feste komplexe Zahl, und es entspreche der Funk- 
tion g(t) auf irgendeine Weise eine neue Funktion ¢({s, 4}, t), die ihrer- 
seits erstens y(t) eindeutig bestimmt, und zweitens mit dem durch (126) 
erklarten Ausdruck zusammenfiallt, wenn g(t) c © (f,—r, v). Nun gelte 
fir zc &:- 
o({s, 4}, 2) = AW, (p(t), Q(x, —2, 5, A); 8) 


mit irgendeinem konstanten 4 + 0. Dann ist nach (141): 


 ({s, A}, 2) = A (v (A))" DM ({s, A}, 2, A, n) Ww. (~(t), ¥, (t, A, n); R). 
j=1 
Wird 


P(z) =A(v (A))? yw. (p(t), ¥, (t, A, n); R) 9 (z, A, n) 
j=1 


gesetzt, so liegt ®(z) in C, (T,—r, »), es gilt mithin 
y ({s, A}, z) = ® ({s, A}, z) (2 CR), also y(z) = D(z) c €, (T, —r, 0). 
Wir heben unter den Konsequenzen der Metrisierung noch einige spezielle 
Tatsachen hervor. . Ist 
a(t) = {9, (4), (7), -- +» 9, (w)} 
irgendein Basisvektor iiber €, und s = {z,, Rica a x} irgendein komplexer 


konstanter Vektor, so ergibt sich, wenn g(t) = x q(t) = >» @, 9,(t), in 
dem Ausdruck j=1 


4 2 tag et 
(y(t), p(t) = Dl, (t), 9, (*)) 2, = ¥(a,4)2 
j, k=l 


eine positiv-definite Hermitesche Form in den Variablen z., z S. 


1’ “9? : Pde ™ 
Fir ein Hauptsystem n = {n,,m,,...,”,} zur Spitze ¢ = A” @ von [ 
erweist sich also 
v(A)(c, (A, 4,n)) 
™e 


als Matrix einer positiv-definiten Hermiteschen Form; wenn 0(r, (3, s), A) 
(A = #) einen Basisvektor iiber €, darstellt, ist auch 


v (A) (2 (i, 4}, -%,2,,5,, 4)) 
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die Matrix einer positiv-definiten Hermiteschen Form. Versteht than unter 
x einen A-dimensionalen komplexen Zahlenvektor, unter q(t) irgendeinen 
Formenvektor tiber ©, mit 4 Komponenten, so ist die Hermitesche Form 
x (q, q)% jedenfalls positiv-semidefinit; sie ist dann und nur dann definit, 
wenn die Komponenten von q(t) linear unabhingig sind. 

An zweiter Stelle beweisen wir dieam Schlu8 von § 2 genannte Symmetrie- 
formel. Man hat nach (‘14) und in den Bezeichnungen von (26), wenn 
A+xzx>0,r+o>0: 


G_,(,0,4,1,2),@_,(+,0, BLT»); T) =e, (0, B, Pe? (0, 7,4, B,A)(» + @) 
also (N’, x gehéren zu A; N*, o zu B): 





(146) N*" v(B)c* (0, 7, A,B,a)(x+0)'"=N' v(A)c* (0,0, B,A,»)(A+x) 


Ferner mége eine Bemerkung iiber algebraische Gebilde mit eineindeutigen 
analytischen Transformationen in sich Platz finden. Wir wahlen als Beispiel 
die Darstellungen, die die Faktorgruppe eines Normalteilers R der Modul- 
gruppe durch die Transformationen der vollen Modulgruppe, ausgeiibt auf 
eine Schar €,(M, —r,1) mit ganzem r 2 1, erfihrt. 

Es enthalte N keine elliptischen Matrizen (man schlieBe also die wenigen 
Normalteiler N mit niedrigen Indexwerten aus, die dieser Forderung wider- 
sprechen). Es liege — 7 dann und nur dann in ®, wenn die Anzahl a, der 
nach N paarweise indquivalenten Spitzen von N ungerade ist. Fiir gerades 0, 
sollen die normierten parabolischen Erzeugenden in ® enthalten seion 
((G ITI), § 8). 

Da alle Klassen {S-' RS, —r, v) zusammenfallen, wenn S c [ (1), 
r ganz, v = 1, so stimmen die Hauptsysteme in zwei Spitzen von N, weil diese 
einander nach [ (1) aquivalent sind, miteinander iiberein. Ist q(t) irgendein 
‘Basisvektor iiber € (KR, —r,1), 8 ¢ F (1), a(t)|S der Formenvektor mit den 
Komponenten ¢,(t)|S (j = 1,2,3,..., #), so gilt 


(147) q(t)|S = A(S) q(t), 


wo A(S) eine gewisse konstante Matrix des Grades « bezeichnet. A-(S) 
hangt nur von der Nebengruppe von [ (1) beziiglich N ab, in der S liegt, 
und die Matrizen A (S) bilden die obengenannte Darstellung der Faktorgruppe 
F (1)|M. Aus (147) folgt, wenn r(t) irgendeinen weiteren Basisvektor tiber 
€, (RM, —r, 1) bezeichnet, 


A(8) = (q|8, t) (qt). 
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Wanhlt man z. B. q(t) = g(t, A, n) undt(t) = p(t, A, n) oderr(t) = g(t, A,n), 
wo n ein Hauptsystem fiir die Spitzen von N bezeichnet, so erhalt man die 
_Beziehungen 

A(8) = z (a(t, 48, n), p(x, 4,n)) 
(148) = (g(t, AS, n), g(t, A, n)) (g(t, A, 0), g(t, A, 0)” 


= (¢, (AS, A, n,)) (*, (A, A,n))*. 


Wir kehren zu den allgemeinen Fragestellungen iiber Poincarésche 
Reihen zuriick und untersuchen hier gewisse Reihentypen, die man formal 
als lineare Mannigfaltigkeiten im Bereich aller Poincaréschen Reihen zu 
bezeichnen hitte. Wir beschrinken uns dabei, um uferlose Bildungen zu 
vermeiden, auf die folgenden drei Kategorien: 

Typus I. Zu einer Spitze ¢ = A~* @ von T und mit beliebigen kom- 
plexen 4 (» ganz und 20) bestimme man die in einer‘ Umgebung eines 
Punktes +, von § konvergente unendliche Linearkombination 


g_,(t,», A, \F) = e 4 Ag_,(t,», 4, r, »), 
v=0 


in deren Bezeichnung die 2 durch die formale Potenzreihe 


F(w) = Sie 


vas0 


zusammengefaBt werden. 

Typus II. Es sei durch s = s(u) (-wo< u<+o) eine stetige 
Kurve 2 in der komplexen s-Ebene vorgelegt, deren jeder Abschnitt, gegeben 
durch a S u S}, rektifizierbar ist. Ferner sei /(s) eine auf 2 stetige Funk- 
tion von s. Man bilde das Integral 

®(z, 2, 2, f, A) = [12 (z, 2,8, A)ds, 
g 
von dem angenommen werde, daB es existiert, wenn t in einer Umgebung 
eines Punktes t, von § liegt und z etwa einer Menge & C angehért. 

Typus III. Es sei 2,>%%5,--+ eine beliebige unendliche Punktfolge 
in §; Le und é. fs é gett seien zwei beliebige unendliche Folgen 
komplexer Zahlen. Man bilde die Linearkombination 


P(r, (2), (8), (€), 4) = 3” Q(z,2,,8,, A), 
m=l1 


von der angenommen werde, daB sie fiir alle r in der Umgebung eines Punktest, 
von § konvergiert. 
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Eine erhebliche Verallgemeinerung der Reihen des zweiten Typus, die 
aber aus den genannten Griinden auBer Betracht bleiben soll, ergibt sich, 
wenn man in Q (tr, z, s, A) die Variablen z und s als Funktionen endlich vieler 
Parameter ansetzt, die so entstehende Funktion mit einer vorgegebenen 
beliebigen Funktion der Parameter multipliziert und das Produkt iiber ein 
Gebiet des Parameterraumes integriert. Diese Verallgemeinerangen lassen 
sich nach dem gleichen Verfahren wie die Poincaréschen Reihen ‘des zweiten 
Typus kennzeichnen und in die Darstellungstheorie einordnen. 

Die Reihen des Typus I sind durch Satz 13 gekennzeichnet. Zur Kenn- 
zeichnung der Reihen des Typus II sei 2* ein endlicher Abschnitt von &, 
gegeben durch s = s(u), aSu<b. Da s(u) auf 2* beschrankt ist, kon- 
vergiert die Darstellung (128) von Q (r, z, s, A) auf 2* gleichmaBig; es ist also 


@ (rt, z, 2*, f, A) = { 10) 2, 2,8, A)ds 


e* 
—221(7+ 9» 42 


ny! (v+ ita e * g(t,A,y) 








- erate 3 (fies 


r=0 


eine analytische Funktion von t und z, wenn t C §, z C § und bei festem z 
eine Form aus €, (F;—r,»). Bezeichnet g(t) eine beliebige Form aus 


© (fF, —r,v), so gilt nach (121): 
(p(t), (t,2, 2", j, A)) = e, (v, A, (a, (— 2) +4,)"" x 
A(—:) 


2x2i(¥v+ ; 
N 
(149) x y (lies (=) * + ny Fas) b, (A) 


r=0 





_— {7 9(\3,4}, —z)da. 
P: 

Dieser Ausdruck auf der rechten Seite von (149) stellt eine fiir z in § regulare 
analytische Funktion von — 2 dar. Die Gesamtheit der zu den verschiedenen 
y(t) aus © bei festen 2*, f auf diese Weise erklarten Funktionen von — z 
bildet eine lineare Schar von einem Range Su. 

Andererseits lat sich der Hilfssatz in (E), § 1 auf die vorliegenden In- 
tegrale ® (r,z, 2,/, A) iibertragen und liefert hier bei Verwendung der Be- 
zeichnung 2* = x das Ergebnis: Der Doppellimes 


,_ im. | f(s) 2 (t,z,8, A)ds = [ 102¢, z,8,A)ds = P(r, z, 2, f, A) 
b—-+2 6 2 
a,b 
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existiert fiir alle t in § und bei festem z auf © gleichmiBig fiir alle 1 eines 
jeden zulissigen Bereiches 8; er stellt eine ganze Spitzenform {[, —r, v} in 
der Variablen t dar. Daher existiert nach (149) bei festem z auf © auch der 
Doppellimes 


So j Kis) p(s, 4}, — 2) dé = { Fe) 9 ({3, 4}, — 2) di, 
o> + e @ 
a,b 


und es gilt fiir jedes g(t) aus ©: 
(150) ((), ®(r, 2, &, f, A) = «| Toe (3, 4}, — aa. 


Also steht ® (r,z, 2, /, A) auf allen und nur denjenigen Formen (rt) aus 
€(F, —r,v) senkrecht, fiir die 


[Fa o({, 4}, — 2) ds =0 


ist, und ® (tr, z, 2, f, A) ist durch diese Eigenschaft bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt (vgl. den Beweis von Satz 13). 

Die Reihen des Typus III schlieBlich konvergieren offenbar fiir alle t 
in §, jede von ihnen stellt eine Form aus ©, dar, und die Konvergenz ist 


auf jedem zulassigen Bereich gleichmé&Big. Daher gilt fiir jedes y(t) aus €): 


(151) (p(x), P(r, (2), (#), (€), 4)) =e DE, o @,, 4}, — #,). 


m=1 
Die Konvergenz der rechten Seite folgt aus den Annahmen iiber die Poincaré- 
sche Reihe P (r, (z), (s), (€), A). Diese steht auf allen Formen g(t) aus C, 
senkrecht, fiir die die rechte Seite von (151) verschwindet, und sie ist dadurch 
bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 

Nach diesen Kennzeichnungen kénnen wir das in der Einleitung erwahnte 
Problem der analytischen Darstellung der Erzeugenden gewisser Teilscharen 
von ©, durch Poincarésche Reihen exakt formulieren. Wir gehen zu diesem 
Zweck aus von einer Teilschar €* von €,, die durch lineare homogene Glei- 
chungen zwischen den im allgemeinen kontinuierlichen Ableitungen der 
allgemeinen Form der Schar in endlich vielen Punkten fixiert ist. Wir schreiben 
dabei diese Bedingungen von der Form ¢(t) aus €, auf ihre ‘Transformierte 
? , (7) um. 

Es seien also vorgelegt: 

I*. Endlich viele Folgen 4, (» ganz und 20, j = 1,2,3,...,m)). 
Fiir jede Folge 2, = A , soll die Bodingung erfiillt sein, welche an die cies: 
kombination g_, (T, ¥, "4, rir ) des ersten Typus gestellt wurde. 
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II*. Endlich viele Punkte z, (k = 1, 2,3,...,m,) in §, zu jedem von 
ihnen eine stetige Kurve 2, in der komplexen s-Ebene und eine auf 2, stetige 
Funktion f,(@). Fiir jedes k sollen z,, 2 , /,(s) der Bedingung geniigen, die 
an die Poincarésche Reihe @ (r, z,2,,f,4) (bei festem z = 2) gestellt 
wurde. 

III*. Endlich viele Folgen komplexer Zahlen z ,s- ,é mit 


Am Am A,m 
z,, <D (m ganz und 21, h = 1, 2, 3, ..., m,). Fiir jedes 4 mégen 


die drei Folgen der Bedingung geniigen, die an die Poincarésche Reihe 
P (r, (z), (s), (€), A) gestellt wurde. 


Sei ferner g(t) c €, und in den Bezeichnungen (82) 
2 xi(n +) 4 
N 


e(t) = @,t+ a)" » be 


n= 0 
ihre Entwicklung in der Spitze ¢ = A~' w. Wir setzen y(t) = 9 ,(*), 
also 
= 2 xin + 1) — - 
y(t) = D> be % ,p(t) =@,t+4,) y(Ar) 


n=0 


und schreiben y (t) fiir die kontinuierliche Ableitung der Ordnung s von 
y(t), so daB 


yp” (t) = (2s) = b, (n +n)'e 
n=0 


2 xi (n+) — 
N 





n’ 


Nunmehr sei €* als die Schar der ganzen Spitzenformen g(t) c {f, —r, v} 
erklart, die den », + n, +n, linearen homogenen Gleichungen 


(152) PX 4b, =0 (j =1,2,3,...,.9), 
(153) {1,09 v2) =0 ( = 1, 2,3,...,m,), 
& 


(54) DE, ((—a) + ayy" (2,,) = 0 (b= 1,2,3,...,m) 


m=1 
geniigen. Dann besagt der Darstellungssatz, der sich aus den oben gewonnenen 
Kennzeichnungen der drei Reihentypen unmittelbar ergibt, folgendes: 
Man betrachte die zu €* orthogonale Schar D*, also die Schar derjenigen 
ganzen Spitzenformen {[, —r, v}, welche auf allen Formen von €* senkrecht 
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stehen. Ein System von Erzeugenden von D* lat sich explizit bestimmen. 
Man erhalt es in den Poincaréschen Reihen (155), (156), (157): 


(155) g_,(t,0,4,0|F)) (j=1,2,3,...,m), 


wo Fi (w) die symbolischo Potenzreihe iw" bezeichnet. 


4: 


- 


(156) @(t,-A*2,2,f,, A) (k = 1,2, 3,...,m). 


Hier bezeichnet % die Kurve, die durch s = 8 (u) (u reell) gegeben ist, wenn 
2 durch s = 8 A) dargestellt wird, und f(s) die Funktion 


f(s) =f, (@) (lSksn; sc). 
(157) P(r, (— 4"), (5, G,,.)4) (h = 1,2,3,...,n). 


Wir formulieren diesen Sachverhalt kurz zusammenfassend als: 


Satz 21. Es sei €* die Schar derjenigen yanzen Spitzenformen {T, — r, v}, 
deren Entwicklungskoeffizienten und kontinuierliche Ableitungen den homogenen 
linearen Gleichungen (152), (153), (154) gentigen. Bezeichnet D* die Schar der 
zu allen Formen von €* orthogonalen Formen aus ©, so wird D* durch die 
explizit gegebenen Poincaréschen Reihen (155), (156), (157) erzeugt. €* be- 
steht also aus allen und nur denjenigen Formen von € , welche auf den genannten 
Poincaréschen Reihen senkrecht stehen. Dabei entsprechen einander getrennt 
die linearen Gleichungen und die Poincaréschen Reihen in der angegebenen 
Nummernfolge der zitierten Formeln. 


Dieser Satz umfaBt nicht nur die Fille, in denen die Formen von €* 
mit den Multipla eines gegebenen Divisors~zusammenfallen, sondern auch 
alle Fille, in denen €* durch Liickenbedingungen fiir die Potenzreihen in 
‘endlich vielen Punkten oder sogar durch solche Bedingungen bestimmt wird, 
welche in allgemeinen Scharen €, (F,—r,v) den Bedingungen von (J II), 
S. 64 entsprechen. 


§ 6. 
Metrisierung der Abelschen Differentiale im Zusammenhang mit Integral- 
perioden. 


In diesem Paragraphen sei [ eine vdllig beliebige Grenzkreisgruppe von 
erster Art. Wir untersuchen die Schar S der ganzen Formen {[, — 2, 1}; 
deshalb bedeute der Ausdruck ,,Form“ eine ganze Form {f, —2, 1} und der 
Ausdruck ,,Spitzenform“ eine Form aus 5, = © (F, — 2,1). Im tibrigen 
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benutzen wir, ohne jedesmal zu zitieren, die Bezeichnungen und die Methoden 
aus (GIITI), §5. 

Es sei y(t) eine Form, t, ein fester Punkt in §. Wir erklaren das g(r) 

zugeordnete Abelsche Integral durch 

(0) = x(t, 5 9) = | oleae, 
fo 

wo langs einer stetigen, rektifizierbaren Kurve in § zu integrieren ist. Wenn 
g(t) C S,, so kann auch von einer Spitze t, von [ aus oder in eine Spitze t 
von F hinein integriert werden. Dabei beschrinkt man die Integrationswege 
in der Nahe einer Spitze zweckmaBig auf einen zulassigen Bereich und ver- 
langt, daB sie in der Nahe der Spitze nach Umschreibung auf die zugehérige 
Ortsvariable stetig und rektifizierbar sind. 

Fiir festes t, bilden die Funktionen z(t, t,; g) eine zu S linear-isomorphe 
Schar %; die Teilschar W,, die dabei ©, entspricht, besteht aus allen und nur 
denjenigen Funktionen z(t) c YB, die in den Spitzen von [ endliche Werte 
haben. Dies sind genau die im Punkte t = t, verschwindenden Integrale 
erster Gattung von [. Bezeichnet [wie in (GIII)] o die Anzahl der paar- 
weise iniquivalenten Spitzen von [, und hat die Form in der Spitze A~* 
von [ die Entwicklung [(G III), (2)] 


= as 
(158) g(t) =(@,r+a)* Sb (dye, 
a= 


so ist nach (GIV), §9,2: 5--Nb (A) das logarithmische Residuum des 


Qn 


g(t) zugeordneten Abelschen Integrals y(t) von dritter Gattung in der 
Spitze A~* oo. Also gilt, wenn 


P= 410% A (l Sj So) 
die parabolischen Matrizen eines kanonischen Erzeugendensystems von [ 


durchlauft, 
(159) p> N,b, (4,) = 0. 


Daher haben S und W den Rang p + o — 1, wenn o 21. 
Aus den Relationen 


2(*,, 4,5 9) +28, 4,3 9) = x (7, T,3 o> 
xz (Lt, Lt,; 9) = x (t,t; 9) (L cf) 


(160) x (Lt, t,; 9) = x(t, 4,3 9) + 0 (L; 9), 
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wo »(L; gy) die L-Periode des Integrals x (r, T,; g) genannt wird. 9 (L; ¢) 
hat den fiir alle T, in § iibereinstimmenden Wert 


(160a) n(L; 9) = %(Lt,,t,; ¢) 

und geniigt den Funktionalgleichungen 

(161) n (L,L,; 9) =n(L,; 9) +n(L,; 9) fir alle L, L, aus [. 
Nach (158) gestattet  (r, t,; @) in der Nahe der Spitze A*@ die 

Darstellung 


<7 b, (A) txin 4 
(6 %939) = (A) At + HA) tg Se 





mit einem gewissen konstanten Oe (A). Daher kommt mit Riicksicht auf (159): 
(162) n(P; 9) = Nb, (A), | 2 n(P,; 9) = 0. 


Bezeichnet ferner E eine elliptische Matrix von [ mit dem Fixpunkt w, so 
erhalt man aus (160a) (t¥ = t+, =, L=Ec [) die Gleichung 7 (E; ¢) =0. 


SchlieBlich kann man die Perioden 7 (G ; y) und » (H ,> ”) durch Integrale 


iiber die Kanten von 8 ausdriicken. Es wird nach (161) und (G III), (16) 
ass) nG,; 9) = 2(2, 2,959) =2@, 9% 59) (Ss p), 
0(B,; 9) = 22, »% 159) =X@,y%59) (Sr sp). 


Nun seien ,(T), 9, (*) zwei Formen, und es sei ?,°%s eine ganze Spitzen- 
form (der Klasse {f,— 4, 1}). Wir setzen 
w(t) = Z(t, 75 9), (7) = x(t, T,3 %) 
und bilden das im negativen Sinne iiber den Rand ®’ von &’ zu erstreckende 
Integral 


fue = ico ?, (t) dr. 
UJ Rx 

Wird voriibergehend wie friiher t = z + iy (z reell, y > 0) geschrieben und 
nun w(t) gemab w(t) = 4 (x,y) + iv (x,y) mit reellen u. (2, 9), 
v (z, y) (m = 1, 2) zerlegt, so handelt es sich um 


\% dw, = [ (u, — iv,) (u, + iv, ) (dz + idy), 
x mY 
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und dieses Integral laBt sich unter Anwendung der Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen sowie der Greenschen Formel der Ebene elementar in 


—2i {| 9,(7) y(t) dx dy 
x 
iiberfiihren. Daher existiert fiir einen beliebigen Grenziibergang & — 8, 
also R + KR (der aber unter Einhaltung der Konstruktionsvorschrift fir 8 
zu voliziehen ist) der Limes 


’ 2 
ReKR 


(164) lien | wae - | maw, =~ 2i(9,, 9). 
x RK 


Andererseits kann man das Integral ( a aw, in die Integrale iiber die 


R 

einzelnen Randkanten zerlegen und alsdann die Integrale iiber, zwei einander 
nach [ dquivalente Randkanten zusammenfassen. Bei der Durchfiihrung 
dieses Prozesses treten die Perioden von w, und w, auf; wir schreiben 


n (L; ?,) = %. (L) (Lc Tr, m=1, 2). 


Ferner sollen z und y wieder die Bedeutung aus (G III) erhalten; von der 
Zerlegung t = z-+ iy wird nicht mehr Gebrauch gemacht. 
Man findet zuniachst 
t e z e 


| {—[+[- Jem nar —[ainers fmmas 


— | ode + 1, (P)(w, €) — », (2). 


Es seien die Entwicklungen von w, (t) und 9, (t) in der Spitze A~* o von [ 
durch 


-10, (1) =d® (A) At + 2/44) , 9, (t)= yr+ayy*(5,(4)+ 3,ae) : 


n=l 


gegeben; dann verschwindet a° (A) b, (A). Transformiert man das Integral 


\* 9,4 auf die Variable t* = Ar, so hat man in groBer Héhe 3m t* 


horizontal iiber eine Strecke der Linge N zu integrieren. Man erkennt, da8 
beim Grenziibergang z ->s = A’ @ (der unter Einhaltung der Konstruk- 
tionsvorschrift fir &’ zu vollziehen ist) alle Bestandteile von w (t) ?,(t) 
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exponentiel] gegen Null streben mit Ausnahme von N d, (A) b, (A). Daher 
existiert nach (162) 


lim (ww, 9, de =n, (PYw, @ — 7,1), (0) +7, (Pye, (8). 


at 


Die rechte Seite ist so zu verstehen, daB jedes Glied versch ~indet, falls der 
zugehorige Faktor 7, (P) bzw. 7 1 (P) verschwindet, auch wenn der andere 
Faktor keinen Sinn hat. 


Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf ”, (Z) = 0: 
7 v yu 
| ®9,ae = j- [+J- | #94. 
8 y' y’ 
Geht hier im soeben genannten Sinne y’ + , so strebt \z, y,4t gegen Null. 


8 
SchlieBlich erhélt man aus (163) und (G III), (11): 


(aingas _ [- (+ f i= fam 1, (A) Ps (t) dt oa f n, ( @ %, (rz) dt 
% ™% a 4 ro a3 
=, 0) 7,2 — 7, Bh) 1, @). 


Durch den Vergleich dieser drei Teilresultate mit (164) gewinnt man 
die Formel 


— 25 (4.9,) = Pp» {n, (P) w, ©) — mF) »,(8)} + Pp» m, (Pw, (&) 
= =1 


Pp 
+ Py \7, @) n,(H,) — n, (A) n, @)}. 


Die zweite Summe auf der rechten Seite 1aBt sich wegen (162) und der Gleichung 
g =8§ & ((G@ Iil)) in 


j+i,n 


o—1 o 0 
»» 1, (P,) (wg(E}) — _(€,)) = py m(P))gS,4.1,0 “fs mP) dy we 
j=l = = = j+ 


o j-1 1 o 

= 7B) > %(P,) = — z, 2 GAP) (Pd — HP) (PD) 
=i k=1 = 
k<j 


Mathematische Annalen. 117. 35 
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iiberfiihren. Dies gibt die gesuchte Darstellung des Skalarprodukts (g 1? Pe) 
durch die Perioden der den Formen ?, und ?, zugeordneten Abelschen 
Integrale: 

(165) (yp %) = nd, {v, (*) 7, (P) —w, ) 0, (P,)| 





ie, {n, (P) ng (P) — 1, (P,) ig (P| 


ery 


+2 bs (n, @) 7%) — 7%) n, (2,)| 


Wendet man dasselbe Verfahren, das zu dieser Formel fiihrte, auf das 
Integral Je 7,4 T an, so gewinnt man die Riemannschen Bilinearrelationen 


in Gestalt derjenigen Gleichungen, die aus (165) entstehen, wenn man die 
linke Seite durch Null ersetzt und in den Summen auf der rechten Seite 
alle Querstriche wegla8t (oder alle noch nicht quergestrichenen Symbole 
mit einem Querstrich versieht). Man kann daher fiir die Gleichung (165) 
noch vier weitere Gestalten angeben. Sie werden aus (165) erhalten, indem 
man in den Summen auf der rechten Seite folgende Abinderungen vornimmt: 
Man ersetzt 


1. Alle Symbole Z (mit einem Querstrich) durch 2 Re Z. 

2. Alle Symbole Z (mit einem Querstrich) durch — 2i 3m Z. 
3. Alle Symbole Z (ohne Querstrich) durch 2 Re Z. 

4. Alle Symbole Z (ohne Querstrich) durch 24 3m Z. 


Ferner lassen sich auch Real- und Imaginirteil des Skalarprodukts 
durch je zwei Bilinearformen von der Gestalt der rechten Seite von (165) 
ausdriicken. Man gewinnt diese Darstellungen, wenn man dort die quer 
gestrichenen und die ungestrichenen Symbole gleichzeitig in passender Weise 
durch ihre Real- oder Imaginarteile ersetzt und die Faktoren vor den Summen- 
zeichen entsprechend modifiziert. 


Der Satz, daB die bekannte, mit den Perioden der Integrale erster Gattung 
gebildete Hermitesche Form positiv-definit ist, bedeutet nach (165), da8 
fiir jede nicht identisch verschwindende ganze Spitzenform y(t) c {f, — 2,1} 
die Relation (y, y)> 0 erfiillt ist. (Das oben dargestellte Verfahren zur 
Berechnung des Skalarprodukts (gy, y) ist mit dem Riemannschen Beweis 
fir den genannten Satz identisch.) 
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Die in § 4 aufgestellte Metrisierung kann in der Schar der ganzen Spitzen- 
formen {[, — 2, 1} durch 





(166) (Py %) = a s {n, @) n, (4,) — n, @) n, (H,)| 


erklart werden. Daher treten neben die bei gegebenem Querschnittsystem 
eindeutige transzendente Normierung der Integrale erster Gattung unendlich 
viele vom Querschnittsystem unabhangige ,,orthogonale Normierungen“, 
die den normierten Orthogonalbasen der Schar S, entsprechen, und die unter- 
einander durch die Gesamtheit der unitaéren Transformationen in p Variablen 
zusammenhangen. Diese Transformationen fiihren sowohl die rechte Seite 
der letzten Gleichung als auch die Bilinearrelationen 


(167) » \n, G.) n, (H,) —n, (@) n, (H.)} = 0 
‘=1 
in sich tiber. 


Die metrischen Eigenschaften der transzendent normierten Basis der 
Schar S, lassen sich sehr einfach bestimmen. Es sei P, (7). P(t), «+ +5 g, (*) 


die transzendent normierte Basis; die transzendente Normierung bedeute 
n (G,; ;) =2xid, (j,& = 1,2,3,..., p), 

und es werde 7 (4; ?,) =v, gesetzt. Dann erhalt man aus (166): 
(ee) = 2 +t, )=2aRet (j,k = 1,2,3,..., p). 


Die soeben entwickelte Theorie ruht natiirlich auf der Grundlage, die 
durch die Existenzsitze der allgemeinen Funktionentheorie auf Riemann- 
schen Flachen gegeben wird. Um nun aber die in Rede stehenden Funktionen, 
also die Abelschen Differentiale und Integrale [(E), § 3] durch Poincarésche 
Reihen explizit darzustellen, bedarf es, wie die Ausfiihrungen des § 3 zeigen, 
offenbar ganz anderer Methoden. Ob das im §3 geiibte Vorgehen sich bei 
allgemeinen Grenzkreisgruppen [ von erster Art mit parabolischen Substitu- 
tionen bewahren wird, steht dahin. Es sei indessen darauf hingewiesen, daB 
sich die Existenz derjenigen automorphen Formen, die fiir r> 2, |v| = 1 
und fir [ =[(N), r=2, »=1 durch die Poincaréschen Reihen 
g_,(t,v,A,T,») realisiert werden, in beliebigen Formenklassen {[, —r, v} 
(r > 0, |v| = 1) rein abstrakt erkennen la8t. (Dabei wird wie bisher voraus- 
gesetzt, daB [ eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit parabolischen Substitu- 
tionen sei.) 


35* 
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a 
Man gebe zu diesem Zweck bei reellem 4 =("* °*) mit |.4|| =1, 
1 “2 
fiir welches = A~* @ eine parabolische Spitze von [ ist, die Konstante 
e =e (v,4,P) 

willkiirlich, aber von Null verschieden vor. Z. B. kann der friiher erhaltene 

Wert ¢ gewahlt werden, wenn r + 1. Die Formenschar © = €, ([, —r, ») 

habe den Rang s« = 1, und es sei in den Bezeichnungen (132a) (A = ») q(t) 

ein Basisvektor tiber C.. Hat man eine Form y,(t) (» ganz und 2 0) in €, 
gefunden, fiir welche 

(9, (x), v, (t)) =e x, (lSj Su, »2>0, » fest), 


so gilt offenbar fiir jede Form 
Ld 22i(n + ») 4s 
(168) p(t) = (ar +a,)-" 3°, (Aye . 
n=0 

aus €, die Gleichung (¢(t), v,(t)) =e b (A). Hier fiihrt der Ansatz 

v(t) = © q(t) (Matrizenprodukt mit konstantem x) 
auf die Bestimmung 
(169) (q, 4) % =e, b,, 
und diese erweist sowohl die Existenz einer Form v, (7) mit der gewiinschten 
Eigenschaft (y, y) = ¢, b (A) in €,, als auch, daB p (t) durch diese Eigen- 


schaft eindeutig bestimmt ist. Die Invarianz des Ausdrucks fiir y (t) gegen- 


tiber Basisinderungen ist leicht direkt einzusehen. Denn der Ubergang 
q(t) +A q(t) mit ||A|| + 0 zieht die Transformationen 


(q, 4) +A (q, q)A, x + A’* zs b +ADb 


nach sich. Wir erkennen also 


Satz 22. Es sei T eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art mit para- 
bolischen Substitutionen, r> 0, v ein Multiplikatorsystem 2u T und — r, das 
nur Werte des Betrages Eins annimmt; die Schar © der zugehérigen ganzen 
Spitzenformen habe positiven Rang. Dann gibt es zu jedem ganzen v > 0 eine 
und nur eine Form y (t) aus ©, welche mit jedem (rt) aus €,, gegeben durch 
(168), die Gleichung 


(v(t), v,(t)) = ¢. (v, A, r) b (A) 
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mit willkirlich vorgegebenem e (v, A, T) + 0 erfiillt. Bezeichnet q(t) irgend- 
einen Basisvektor tiber C, mit der Entwicklung (132a), so findet man y (t) 
= x q(t), wo der konstante Vektor x durch (163) bestimmt ist. 


Im Falle [ = [ (N) wird die Anwendung der Metrisierung auf die Poin- 
caréschen Reihen {f (N), —2,1} durch das Summationsverfahren des § 3 
erméglicht. Nach den Resultaten des vorliegenden §6 kann man jede 
Gleichung, durch die ein Skalarprodukt bestimmt wird, als eine Perioden- 
relation auffassen. In diesem Sinne haben sich also zunjchst diejenigen 
Periodenrelationen ergeben, welche den Grundformeln entsprechen. Ferner 
sind die Periodenrelationen zu nennen, welche aus (165) entstehen, wenn dort 
fiir y,(t) ein g-Teilwert und fiir g(t) eine ganze Spitzenform eingetragen 
wird. Dabei verschwindet die linke Seite dieser Gleichung, wahrend auf 
der rechten Seite Verbindungen der Perioden des .(t) zugeordneten Integrals 
erster Gattung mit den Perioden des dem g-Teilwert zugeordneten speziellen 
Integrals dritter Gattung auftreten. Diese letzteren Perioden hangen, wie 
Herr Hecke gezeigt hat, aufs engste mit den Klassenzahlen gewisser relativ- 
Abelscher Zahlkérper zusammen). Eine nahere Beziehung zur Arithmetik 
ergibt sich noch dadurch, daB man eine Thetafunktion eines bestimmten. 
ebenfalls von Herrn Hecke untersuchten Typus an Stelle der Form ¢,(t) 


in die Gleichung (165) eintragt. Die Perioden der diesen Thetafunktionen 
zugeordneten Integrale erster Gattung bestimmen sich aus der komplexen 
Multiplikation ?). 


®) E. Hecke, Darstellung von Klassenzahlen als Perioden von Integralen dritter 
Gattung aus dem Gebiet der elliptischen Modulfunktionen, Abhandlungen aus d. Math. 
Seminar d. Hansischen Univ. 4 (1926), S. 211 —223. 

10) E. Hecke, Bestimmung der Perioden gewisser Integrale durch die Theorie 
der Klassenkérper, Math. Zeitachr. 28 (1928), S. 708—727. 


(Eingegangen am 31. 1. 1940.) 











Zur Theorie der automorphen Fuaktionen 
von mn Verinderlichen. 
Von 


Hans MaaB in Heidelberg. 





Es sei G eine diskontinuierliche Gruppe von hyperalelschen Trans- 


formationen 








(1) S = {s,..., 8} 
mit reellen unimodularen Matrizen 
’ al”) pw) 

(2) HH = (On oe) (v= 1, ..., m), 
welche einen Punkt t = {r’, ..., ri} des Teilraumes T, definiert durch 
(3) Im 1” > 0 (vy =1,..., ”), 
in 

4 8 _ at a B ja? 7) + po af” ™ + pm) 

( ) is ytt+o - |,@ a) + 6) .. ae y™ ™ + sm 


iiberfiihren. Aus I erhailt man eine neue abstrakte Mannigfaltigkeit ®, 
indem man alle Punkte von T identifiziert, die nach einer Substitution von G 
aquivalent sind. Die Bestimmung von & entspricht der Aufgabe, fiir G in T 
einen Fundamentalbereich anzugeben. Wie das im allgemeinen und im 
besonderen fiir die Hilbertsche Modulgruppe und deren Untergruppen von 
endlichem Index zu machen ist, habe ich in einer friiheren Arbeit!), auf 
welche auch wegen der Bezeichnung und Definitionen verwiesen sei, ausfiihrlich 
auseinandergesetzt. Die vorliegende Untersuchung liefert einen Beitrag 
zur Theorie derjenigen in I analytischen Funktionen, die als eindeutige 
Funktionen iiber ® aufgefaBt werden kénnen, d. h. automorphe Funktionen 
zu G darstellen. Der Begriff der automorphen Funktion wird dem allge- 
meineren der automorphen Form der Dimension —r mit dem Multiplikator- 
system v untergeordnet. g(t) heiBt eine automorphe Form von G der Dimen- 
sion —r mit dem Multiplikatorsystem v, wenn 


(5) gp (St) = 0 (S)N(yr + 6 g(t) fir S=(y,d), SCG 
') H. Maaf, Uber Gruppen von hyperabelschen Transformationen, Sitzungs- 


berichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, math.-naturwiss. Klasse (1940), 
2. Abhandlung, im folgenden zitiert mit M. 
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und iiber die Singularitaéten von (rt) geeignete Festsetzungen getroffen 
werden; dabei miissen die Funktionszweige der mehrdeutigen Faktoren von 


(6) Nive + By = IT (2 + pry 


ein fiir allemal festgelegt werden. Eine Form (rt), die in allen Punkten 
eines Fundamentalbereiches zu G, einschlieBlich ‘der parabolischen Spitzen, 
regular ist, heiBt eine ganze Form, der Quotient zweier ganzer Formen gleicher 
reeller Dimension —r mit gleichem Multiplikatorsystem  (|v| = 1) eine 
automorphe Funktion. Es ist in dieser Arbeit, ohne daB stindig darauf 
hingewiesen wird, immer nur von ganzen automorphen Formen die Rede. 
Fiir Transformationsgruppen G mit nur endlich vielen inaquivalenten para- 
bolischen Spitzen und einem Fundamentalbereich vom Typus des in M., §3 
fiir die Hilbertsche Modulgruppe abgeleiteten wird als Hauptresultat der 
vorliegenden Untersuchung der folgende Satz bewiesen. Alle automorphen 
Funktionen sind rationale Funktionen von n + 1 festen automorphen Funk- 
tionen, unter denen sich  iiber dem Kérper der komplexen Zahlen algebraisch 
unabhangige befinden. Fiir die Hilbertsche Modulgruppe ist dieses Ergebnis 
bereits von Blumenthal®) ausgesprochen worden. Es besteht aber keine 
véllige inhaltliche Ubereinstimmung der Resultate,. weil der Blumenthal- 
schen Arbeit eine umfassendere Definition der automorphen Funktion zu- 
grunde liegt (vgl. auch die Einleitung zu M.). Ich habe mir in der vorliegenden 
Abhandlung die Methoden, mit denen Siegel die Theorie der Modulfunktionen 
n-ten Grades begriindet hat), weitgehend zunutze gemacht. Das wichtigste 
Hilfsmittel zum Beweis des oben formulierten Satzes besteht in der Erkenntnis, 
daB eine ganze automorphe Form der reellen Dimension —r mit dem Multi- 
plikatorsystem v (|v| = 1) identisch verschwindet, sobald in den ,,Potenz- 
reihenentwicklungen“‘ der Form zu einem vollen (also nach Voraussetzung 
endlichen) System von inadquivalenten parabolischen Spitzen gewisse Koeffi- 
zienten in nur von der Dimension —r abhiangiger Anzahl verschwinden. 
Das ist die Verallgemeinerung der bekannten Tatsache, daB eine ganze Modul- 
form zur rationalen Modulgruppe in der einzigen parabolischen Spitze des 
Fundamentalbereichs keine Nullstelle zu hoher Ordnung hat, ohne identisch 
zu verschwinden. Um zu beweisen, daB eine automorphe Funktion, die sich 
als Quotient zweier Formen aus der linearen Schar {G, —r, v} aller ganzen 
Formen der Dimension —r<0 mit dem Multiplikatorsystera »(!»| = 1) 
darstellen lat, auch als Quotient zweier Formen einer Schar {G, —-ro, 1} 


*) O. Blumenthal, Uber Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen. Erste 
Halfte: Math. Annalen 56 (1903), S. 509—548; zweite Hilfte: ebenda 58 (1904), 
8. 497 —527. : 

%) C. L. Siegel, Einfihrung in die Theorie der Modulfunktionen h-ten Grades. 
Math. Annalen 116 (1939), S. 617—657, im folgenden zitiert mit S. 
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mit ganz rationalem ro dargestellt werden kann, werden die von Petersson ‘*) 
aufgestellten Poincaréschen Reihen G_, (t;v; A, I"; R) auf n Verinderliche 
verallgemeinert und ausfiihrlich diskutiert. 

Die eigentliche Bedeutung der verallgemeinerten Poincaréschen Reihen 
liegt darin, daB sie einerseits alle automorphen Formen reeller Dimension 
—r < — 2 mit einem Multiplikatorsystem » vom Betrag 1 linear darstellen 
(Vollstandigkeitssatz) und andererseits durch funktionentheoretische Eigen- 
schaften charakterisiert werden kénnen. Der Beweis dieser Behauptungen 
gestaltet sich mit Hilfe der Peterssonschen Metrisierung der ganzen auto- 
morphen Formen) iiberraschend einfach und demonstriert aufs neue die 
erstaunliche Tragweite der jiingst von Petersson entwickelten Methoden. 
Es verbleibt mir nur, die Ergebnisse der unter®) und *) zitierten Untersuchungen 
auf » Verianderliche zu iibertragen. Dabei ergibt sich eine Fiille neuartiger 
Beziehungen zwischen den Poincaréschen Reihen in » Verianderlichen. In 
welcher Weise sich die nicht-ganzen automorphen Formen, die sich in jedem 
Punkt des Fundamentalbereichs ,,rational“ verhalten, an dem Aufbau der. 
hier entwickelten Theorie beteiligen kénnen, miiBte noch besonders untersucht 
werden. 


Auf die entsprechenden Verhiltnisse, insbesondere den Beweis des Voll- 


standigkeitssatzes fiir die Siegelschen Modulformen n-ten Grades gedenke 
ich an anderer Stelle zuriickzukommen. 


§1. 
Multiplikator- und Faktorsysteme. Entwicklung automorpher Formen in 
den parabolischen Spitzen. 


Das Studium automorpher Formen beliebiger reeller Dimension —r 
macht fiir reelle y’, 5” + 0,0 (» = 1,..., m) eine generelle Auswahl der 
Funktionszweige von N (yt + 6)’ notwendig. Um den Anschlu8 an die 
Peterssonsche Bezeichnung des formalen Apparats’) der Theorie der auto- 


*) H. Petersson, Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension 
und ihre Darstellung durch eine neue Aft Poincaréscher Reihen, Math. Annalen 
103 (1930), S. 369—436, im folgenden zitiert mit P. 

5) H. Petersson, Uber eine Metrisierung der ganzen Modulformen, Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 49 (1939), S. 49—75. 

*) H. Petersson, Die linearen Relationen zwischen den ganzen Poincaréschen 
Reihen von reeller Dimension zur Modulgruppe, Abhandlungen aus dem Math. Seminar 
der Hansischen Univ. 12 (1938), 8S. 415—472. 

) H. Petersson, Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen. Teil I bia IV: 
Math. Annalen 115 (1938), S. 23—67, 175—204, 518—572, 670—709; Teil V: Math. 
Zeitechr. 44 (1939), S. 127—155, im folgenden zitiert mit P. I bis V. 
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morphen Formen zu wahren, ist folgender Fixierung vor andern der Vorzug 
zu geben: Fir Imr” > 0 (» = 1, ..., n) sei 
N (yt + oy = erSloeirs +», 
log (ye + 8) = log] x x + 8°| + dang (yx + 4), 


a” 
(r) _ a SER ’ y 
(7) arg (yx) + am) = | NB (= +) argy” fiir » +0, 


arg &” fir yy” = 0, 
arg 0” ime a, 0< arg (x +5) < 2. 
Setzt man fiir reelle unimodulare M, S von der Art al) mit den zweiten Zeilen 
(8) M = (41,42), S = (y, 4), MS = (uf, 43) 


von M,S,MS 
(9) 2mw(M,S8) = arg (mu, “t + we) — arg (uf + uz) + arg (yt + 4) 
(fiir alle Konjugierten) und 


2Qxir 5 wr, s) 
(10) o) (M, 8) = e2 tirSwilt,S) — ¢ v=1 


so gelten die folgenden Regeln (o'” = a): 
o (M, 8, 82) o (S,, S2) = o (M, S,) 0 (MS,, 82) 


(11) a (S,,S,) = 0 (S2,8;) fiir S,S, = 8,8, 
und mit (8) 

7 éu 
(12) N (uy St + ma)’ = of”? (M, 8) SM tt Hs) 


N (yt + 0)" ‘ 
wie die Betrachtungen in P.I lehren. Die w-Werte kénnen aus P. I, S. 44, 
Satz 4 entnommen werden. Fiir das Multiplikatorsystem v einer Form ¢(r) 
der Dimension —r sind zufolge (5) und (12) die Relationen 
(13) v (L, Lz) = o (L,, L,) v(L,) v (Le) fir L,,L, ©G 
erfiillt. Allgemein soll ein nicht verschwindendes Zahlsystem », fiir welches 
(13) gilt, ein Multiplikatorsystem fiir G zur Dimension —r genannt werden. 
Wir vereinbaren wie im M. folgende feste Bezeichnung: 


ao nt A 0 
(14) aii (0 1) 2, = (5 3-1) 
und definieren EZ, (k = 1, ..., ») durch 
EY =(~" wh BY = (5 5 veh, k=1,..., 0. 


Die Bedeutung eines Multiplikatorsystems v laBt sich, sofern EZ, noch nicht 
in G enthalten ist, auch auf die durch E, erweiterte Gruppe fortsetzen, in- 
dem man, wie es durch (5) geboten ist, 


(15) v (EB, L) = o' (Ey, L)e~*"" o(L) fiir Lc G 
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setzt und sich davon iiberzeugt, daB die Relationen (13) auch fiir die erweiterte 
Gruppe bestehen. Wir kénnen daher, ohne da8 die Gesamtheit der Multi- 
plikatorsysteme von G eine Beschrankung erleidet, 


(16) E,cG (& = 1, ..., ») 


voraussetzen. 





Transformieren wir eine Form y(t) <{G, —r, v} mit einer reellen uni- 
modularen Substitution A, so erhilt man in 


y (At) 


17 4 = 
a 9” (=) N (a, t+ 4,)” 


(A = (a, @2)) 


eine Form aus {A-1GA, —r, v4} mit dem Multiplikatorsystem 

(r) (A er ws 1 
o” (A, 8) 

Die Multiplikatoreigenschaft von v4 kann auch direkt aus (13) mit Hilfe 

von (11) abgeleitet werden. Man iiberzeugt sich leicht, da8 auf Grund von 

(11) und (12) 

19) (gp)? = 

gilt, auBerdem 

(20) p*(t) = v(L) p(t), vo =v fir LCG. 


(18) v4(8) = v(AS A-1)= 





4) Sc A-!GA. 


1 


Sich p42, (v4)2 = 48 


Wir wollen jetzt voraussetzen, daB der Punkt o = {o, ..., oo} para- 
bolische Spitze von G ist; d. h. in der affinen Gruppe A von G soll es n unab- 
hangige Translationen und »— 1 hyperbolische Substitutionen mit unab- 
hangigen Multiplikatoren geben (vgl. M., § 1). Der Modul t der Translationen 
aus A reprisentiert ein diskretes Gitter und werde erzeugt von den Trans- 
lationen «1, ..., &: 

t = [e;, ..., aa}. 


Fiir die Multiplikatoren der Substitutionen aus A sei 4?, . . ., 42 _ , eine Basis. 
Um die der Spitze o zugeordnete ,,Potenzreihenentwicklung“ einer in T 
regulaéren automorphen Form (rt) fiir G —r-ter Dimension mit dem Multi- 
plikatorsystem v ableiten zu kénnen, schicken wir folgende Uberlegungen 
voraus. Der Modul m wird definiert als die Gesamtheit der GréBen 
w= {u™,..., uw}, fiir welche Say ganz rational bei beliebiger Wahl von 
a <t, was durch 

(21) S(t «)=0 mod [1] == ucm 

ausgedriickt werde. Von den durch 


(22) S (a. #:) = 4y, (= Kroneckersymbol) 
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definierten GréBen 4, . . ., 4, ist dann leicht zu zeigen, daB sie den Modul m 
erzeugen. m ist damit als diskretes n dimensionales Gitter erkannt. Ist 72 
ein beliebiger Multiplikator von A, so gilt wegent - A-? = t (vgl. M., § 1) auch 
(23) 22m = Mm. 


Weil alle «4 Cm diskret liegen, so kann aus (23) geschlossen werden, dab 


entweder alle Konjugierten u‘’ (y = 1,...,) von ~ Cm verschwinden 
oder alle von 0 verschieden sind: 


(24) wom, dann u =0 oder vu + 0. 
Wir setzen 
(25) 0 (0% = 2" fir act 


und kénnen dabei o (a) linear in a annehmen. Um die Existenz einer fiir alle 
a Ct giilltigen Lésung » = {x, ..., x} von 
(26) @ (a) =S (xa) mod [1] 
zu zeigen, geniigt es wegen der beiderseitigen Linearitat in «, (26) fiir a), .. ., a, 
zu erfiillen. Das spezielle System von » Kongruenzen, welches man so erhilt, 
ist aber lésbar, da die Determinante |«{’| + 0 ist. x ist mod m eindeutig 
bestimmt. Zu einem beliebigen Multiplikator 4? von A wiahlen wir 

UD, cA 


und transformieren mit dieser Transformation die Translation U*, « Cc t. 


Auf Grund von (13) und der Eigenschaften des Faktorsystems o'” folgt 
dann leicht 


(27) 7) (U*") =v (U? D, -U*-D,., U-*) = v(U*), 
d. h. 
(28) @ (a A®) = 0 (a) mod [1] fiir act. 


Nach (26) gilt also 
0=Sx(l—#)a mod[l] fir «ct, 
mithin 
(29) x(1— 2) om. 
AuBerdem notieren wir noch 
(30) wom-yu(l — 2) cm. 


Da nun alle Konjugierten 4‘? (vy = 1, ..., m) algebraische Einheiten sind 
und einer Gleichung 


f(z) = 2* +a, 2"-'+...+4,=0 


rit ganz rationalen Koeffizienten a, geniigen (vgl. M., §1), so sind also 
(1 — A™*) (» = 1, ..., ) Nullstellen von 


g (2) = f(1 — 2). 
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Da wir »> 1 annehmen wollen, es also mindestens einen unabhingigen 
Multiplikator 7? gibt, so kann bei allgemeinem /* das Polynom g (z) keine 
Potenz von z sein: 

(— 1)"*g(z) = 2*-™(2™+ b2"-1 4... +45,), b, +0, m2 1. 
Nach (24) und (30) sind nun alle 2* (vy = 1, ..., m) zugleich von 1 ver- 
schieden, oder alle gleich 1. Wenn daher 2? + 1, so kommen also unter den 
Wurzeln von 

A(z) = 2” + 6, e™-1+...+4+6,, 


die Zahlen 1 — 2* (vy = 1, ..., m) vor. Aus (29) und (30) kann dann auf 
b,, x Cm geschlossen werden. Es gibt also eine kleinste positive, ganz rationale, 
vom Multiplikatorsystem unabhangige Zahl p derart, daB 


(31) px Cm, p ganz rational > 0. 


Danach sind fiir « Cm wegen (24) die Konjugierten von uw + x gleichzeitig 
Null oder nicht Null 


(32) wom>wu+x=0 oder n+x +0; 


denn es gilt p («+») cm. Insbesondere folgt aus (31) auch, daB x reell, 
also 
(33) jv (U*)| = 1 fir act. 


Wir geben jetzt die ,,Potenzreihenentwicklung“ von g(t) zur Spitze co an. 
Nach (25) und (26) hat 


y (tr) = e 22iSet g (t) 
die Perioden « ct. Durch 
(34) m= SF ua ret, .;.@ 

e=1 ° 

fiihren wir neue Veranderliche u,, ..., u, ein; man berechnet sie nach (22) 
direkt aus 
(35) Syu,t = 4, (co = 1,..., n). 
Fiir die Funktion 

x (M1, - Shales U,) = y (7), 


die in jeder der Veranderlichen u, die Periode 1 hat, gibt es dann wegen der 
Regularitatsannahme eine in ganz T giiltige Fourierentwicklung 


e 


£ 
2x1 k 
en’? 


(36) 4 (My, ..-5 Me) = b Gy, ... kn @ 
Dic a ie 


Setzt man 


(37) 2 bebe = Ms Oy, ... tn = 2(4 + %), 
e= 
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so ergibt sich schlieBlich die gesuchte Reihe 
(38) @ (tT) = z a(u + m) e2 74S (u +x*)T, 
«Cm 


Die Koeffizienten berechnen sich aus 


(39) a(u+ x)= & [---{ y(t) e—27/S@ + Ir da™ | dz, 





A 
$ 
wobei 
tT=2+ty, Reu— kt (k = 1,..., ), 
o(z, ..., 2) he 
Oh, «++ by) 4 
und die Punktmenge, welche dem Wiirfel 
|| S4 (k =1,..., #) 


entspricht. Die Entwicklung von g(r) zu einer beliebigen parabolischen 
Spitze s von G erhalt man, indem man s durch eine reelle unimodulare Sub- 
stitution A in die parabolische Spitze oo von A GA-! iberfiihrt: 


(40) At=o, A= ig >. 
1 2 
Auf die Form 
=-2 
(41) pt (ry) = —24 2) = a, A-1 t+ a)" @ (A-" 12) 


N (— a, t + ap)” 
aus der linearen Schar {A G A-1, —r, v“""} sind dann die oben abgeleiteten 
Resultate anzuwenden. Kennzeichnen wir die zur Gruppe A G A-! und zum 


Multiplikatorsystem v*"' gehérigen GréBen und Modulen durch den Index A, 
so folgt aus (38) 


(42) g* (t)= - ; a (u+ x4) e2 Stu + agit 
“ cm, 
also nach (41): ) 
(43) N(a,t +4)" p(t)= JF ag(ut+ 1g) eh MES + 24h ar 
«Cm, 


Sei 4? der Multiplikator einer Substitution 
U* D, , 
aus der affinen Gruppe von A G A-!, dann folgt, wenn man auf beiden Seiten 
der Gleichung 
g4 "(42 t+ B) = vt" (UPD) NA-* p* | (2) 
die Reihenentwicklung (42) eintrigt, aus der Eindeutigkeit dieser Ent- 
wicklung, daB 
(44) ag (ue + x4) = 04" (UP Dy) NA FTES HAF a, (ue + x4) A) 
fir ucm,, Ul D,<c AGA-. 














H. MaaB. 





546 


Neben s sei auch noch s, eine parabolische Spitze von G. Fiir reelle unimodu- 
lare Substitutionen A und A, sei dann 


As = A, %& = @. 

Sind s und s, nach G dquivalent (der Fall s = s, mit eingeschlossen): 
4 = Ls, Le G, 

so gilt 

(45) Az! = LA-1 0" D,, 


fiir gewisse By, 4g. Mitt, undt, bezeichnen wir die Moduln der Translationen 
aus den affinen Gruppen von AGA-! bzw. A4,;GA;7' = Dy. U-? . 
AGA-!-U*%D,. Offenbar gilt also 
(46) t,, =t,:4p* und m, =m,- 4; 
denn m, besteht aus den Lésungen ~ von 
S (ut,) =0 mod [1] 
und m,, entsprechend aus den Lésungen 4; von 


S (ut,,) =0 mod [1]. 
Bezeichnen wir noch 


i (D*) a erteate) y4i (0%) = rea, en 
fir a Ct, und a, Ct, ,, so schlieSt man mit Hilfe von (20), (19) und (18) 
v4 (te) = ot Pi (ye) = »* (D0), 
woraus erhellt, daB 
(47) G4, (@ A> *) = @4 (a) mod [1] fiir a Cty. 
Zwischen den Lésungen x, und x, von 
@4 (a) =S(x,a) mod[l) fir acty,, 
O4, (41) = S (*4, 4) mod [1] fir a, Cty, 


besteht, wie man leicht erkennt, wenn man 2; = «4>* setzt, auf Grund 
von (47) und (46) der Zusammenhang 
(48) 4 =x, Ay * mod m4, 

%4, =%4, 45 modmy, , 
der sich damit allein aus der Multiplikatoreigenschaft (13) fiir v ergibt, ohne 
daS man zu wissen braucht, ob es eine automorphe Form mit dem Multipli- 
katorsystem v gibt. 
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Aus den Transformationsregeln (19) und (20) folgt nacheinander 


pA (t) = gh Pio (ty = of (L, A-1U% Dy,) (gt) | P20 (r) 
=o" (ZL, A-! Use D,,) v(L) g4 ve D,, (t), 
wobei nach (19) und (17) 


fé ute yA, (xr) = of (A-1, UP D,,) N Ao 9 (a5 Tt + Bo), 
also insgesamt 


(49) gt (r)= o(L, 4-1 Ur Dy,) 0 (A-}, U Dy.) v(.) No 4" (23 «+ Bo) 
fir Ay’ = LA~*U"D,, LcG. 


Diese Gleichung besagt, daB es zu einer Serie von aquivalenten parabolischen 
Spitzen der Gruppe G im ,,wesentlichen“ nur eine Entwicklung von der Art 
(42) gibt. Wir untersuchen jetzt, um zu einer strengen Definition der (ganzen) 
Form zu gelangen, das analytische Verhalten von g(t) in der Nahe der para- 
bolischen Spitze o und reduzieren zu diesem Zweck I nach der affinen 
Gruppe Ain G. Es seit =‘[a,, ..., a,] der Modul der Translationen aus A 
und A?,..., 42_, eine Basis fir die Multiplikatoren der Substitutionen 
von A. Wir bezeichnen 


t=a+iy, Y=logy, A;=logt (j=1,....—1), 
Ay == (y= 1, ...; 8), 

(50) ” n=1 

z= J a; Y= JZ 7; Aj. 
j=l j=0 
Die Ungleichungen 

—4#s&,< = * 
(51) $s& <4 (7 ") 
—-tsm<t} (k =1,...,;»—1) 


beschreiben einen Fundamentalbereich fiir A (vgl. M., §3), den wir mit 
dem Bereich 


(52) No = log xo (%o > 0) 


zum Schnitt bringen; P** bezeichne diesen Durchschnitt. Die im Innern 
von T regulir angenommene Form (rt) heiBt in der Spitze oo regular, wenn 
y(t) in $*° beschrinkt ist. Das sell vorausgesetzt werden. Erfiillen 2 
und y, > 0 die Ungleichungen (51), dann ist fiir groBes |, namlich 


log! 2 ~ (log xo — log N %), 
der Punkt tr = z + ily, in $B“ gelegen, also nach (39) 


a (uy + x) e~27/St +m (4, C mM) 











H. MaaB. 





548 





fiir |» @ bescbrinkt; es ist also a (yu, + x) = 0, falls S(u, + x) y, < 0. f 
Zu «w +x, w Cm lasse sich y > 0 derart bestimmen, daS 


S(u+x)y <0. 


Wir reduzieren y mit Hilfe des Multiplikators 2? und erhalten y /* = y,. 
Wie wir gesehen haben, gibt es eine Lésung «,; C m von 


(4, + x) 2? = (u + x); 
fiir diese ist dann 
S(#4i+*)y9 = S(u+ zy <9, 
a'so gilt, wie soeben gezeigt wurde, a(u,; +x) = 0 und nach (44) auch 
a(u ++) = 0. In der Entwicklung (38) braucht demnach nur iiber die u 
mit « + * 20 summiert zu werden, so daB nach (32): 


(a) @ (Tt) = @ + by a(u _ nu) e@ 2iS(u + a), 
“scm 
wobei 


_ ja(0) fir x cm, 
By | 0 fir xcm. 
Umgekehrt folgt aus der Darstellung. (53) leicht, daB g(t) im Bereich 
(53a) [€;| Se, |m| Sa, Mo 2 log x 
(x, 2 beliebig, x > 0; 7 =1,...."; k=1,...,"—1) 
beschriinkt ist, woraus erhellt, daB die Definition der Regularitaét von g(t) 
in der Spitze oo von der Auswahl der Basen a, ...,a, und A?,..., 2?_, 
nicht abhingt. (rt) heiBt in der parabolischen Spitze s regular, wenn g4~ *(t) 
mit As = o in der Spitze oo regular ist; nach (49) hangt diese Definition 
von A nicht ab und iiberdies ist ¢(t) auch in allen nach G zu s aquivalenten 
parabolischen Spitzen regular, wenn dies fiir s selbst zutrifft. Wir definieren 
jetzt (rt) als eine (ganze) automorphe Form fiir G von der Dimension —r 
mit dem Multiplikatorsystem v, wenn g(t) im Innern von T und in allen 
parabolischen Spitzen von G regular ist und wenn die Umsetzungsformeln (5) 
gelten. Nach (19) ist mit g(t) C {G, --r, v} auch die mit beliebigem reellen 
unimodularen A transformie:te Form 4(t) C {A-!G A, —r, v4} eine ganz 
automorphe Form. 
§ 2. 

Poincarésche Reihen. 

Ein ausreichendes Hilfsmittel, um die eingangs besprochenen Existenz- 
sitze zu erharten, hat man in den auf mehrere Veranderliche verallgemeinerten, 
fiir den Spezialfall » — 1 von Petersson betrachteten ReihenG_,(r;»; A, I’;-R) 
(vgl. le. *)). Der Umstand, daB es fiir n> 1 auch hyperbolische Substitutionen 
uibt, welche eine parabolische Spitze als Fixpunkt haben, bringt ein neues 
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Element in die Theorie dieser Reihen. Der Vollstindigkeit halber soll der 
in P. durchgefiihrte Ansatz, aus welchem die Formen G_, (rt; v; A, I’; R) 
entspringen, in diesem Paragraphen fiir n > 1 in extenso reproduziert werden. 
Die zweiten Zeilen M,, Mz, zweier reellen unimodularen Substitutionen 
M,, Mz heiBen assoziiert, wenn M, = AM, mit 2” >0(v = 1, ..., »). Die 
Punkte oo ={o,..., co} und s = A-! o mit reellem unimodularen A 
seien parabolische Spitzen einer vorgelegten Transformationsgruppe G. 
Mit S(A,G) bezeichnen wir ein vollstindiges System von Substitutionen 
aus AG mit nicht assoziierten zweiten Zeilen. Fiir zwei Substitutionen 
M,, Mz c AG mit assoziierten zweiten Zeilen: 
M, =, M, 
gilt 
M,M;'=U*D,c AGA™ mit 4>0 
und umgekehrt. Sehen wir zwei verschiedene Systeme S (A, G) bei gleichem 
Argument als nicht wesentlich verschieden an, so gilt in verstindlicher Be- 
zeichnung: 
1. S(U* D, A,G) = U* D, S (A, G) 
mit beliebigen reellen 6 und / + 0. 
2. S (AS, S-1GS) = S(A,G)S 
mit reellem unimodularen S, 
3. S(A,G) = S(A,G)L.- 
fir L cG. 
In dem Ansatz 


. M t) 
54 H,(t; w; A,G; f) = ys L 
(6) . 4 Mw Sta, 6) © (ML) N (m, r+ m,)’ 





mit M ==(m,, mg) versuchen wir f(t) = /(t"’, ..., 7”) und w(M) so zu 
bestimmen, daB formal ohne Riicksicht auf Konvergenz 
a) das einzelne Reihenglied sich nicht andert, wenn man M durch eine 


andere Substitution mit assoziierter zweiter Zeile ersetzt, 
b) (55) H, (Lt; w; A.G; f) = v (ZL) N (yt + OY A, (t; w; A, G; f) 


fir L cG mit LZ = (y, 5) und ein Multiplikatorsystem v von G zur 
Dimension — r gilt. 
Sei 
(56) U'D,c AGA-!, A>0, 


dann Andert sich N (m,t + ms)’ nicht, wenn man M durch U’ D, M ersetzt: 
nach a) ist also zu fordern 
w (U" D, M) 
(57) f (ax + p) = ———— f(r). 
w (.M) 
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Wir ersetzen im allgemeinen Glied von H, den Punkt t durch Lr (L cG, 
L = (y,4)) und erhalten nach Multiplikation mit : den 

v(L)N(y t+ 4)” 
Ausdruck 


H. MaaB. 





f (M* t) 
@ (M, L) w (M) 0 (L) N (mi x + m3)" 
mit M* = ML, M* = (m*, m$). M* durchlauft mit M ein System S (A, G). 
Die Invarianz b) ist daher gewahrleistet, wenn 





(58) w (ML) =a(M,L)w(M)v(L), LoG, McAG. 
Wahlt man w (A) beliebig fest von 0 verschieden und definiert 
(59) w(M) =a(A,L)w(A)v(L) fir M = AL, LG, 


so laBt sich leicht zeigen, daB die Relationen (58) erfiillt sind und iiberdies 
fiir (56) , 


(60) one = v4 (UP D,) 


gilt. Aus (57) und (60) folgt, wenn man nur die parabolischen Substitutionen 
(4? = 1) beriicksichtigt, analog zur Entwicklung (42): 
(61) H(t) = EF b(t nye oe tra" 

#Cm, 


Darin brauchen die Koeffizienten 6 (u + x,) nur noch so gewahlit zu werden, 
da8 (57) fiir die hyperbolischen Substitutionen (4* + 1) erfiillt ist; es mu8 
also (44) gelten: 
v4~* (UP D,) b((u + x4) a2) = PS“ **0P By + x,) 
wom, UPD, AGA-'1,A>0. 
Wir nennen 4, +x, und we +x, mit 4, 4g Cm, assoziiert, wenn 
ba +, = (uy + x,) 
und fiir A die Beziehung (56) gilt.. m% sei ein vollstandiges System von Ele- 
menten u C m,, fiir welche u + x, nicht assoziiert sind, und mit §, werde 
ein vollstandiges System von Substitutionen 
U?D,-c AGA- mit 1>0 
und verschiedenen Multiplikatoren 4? bezeichnet. Setzen wir zur Abkiirzung 
noch fiir u +x, + 0: 


1 221S@ + x4) @2r+ Pp) 
(63) g(t, #+ x4) = cunagemneneee § . 
° v4 * (Di) 


(62) 


vp, Cc $4 
und fiir «+x, =0 
1, wenn fiir alle U? D, c AG A-!: 0“ (U? D,) =1, A>0, 
0 sonst, 


(64) g(r, 0) = 
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so ergibt sich auf Grund von (62) die Entwicklung: 
(65) f(r) = 2 O(a t+ x4) 9 (tm + x,). 


acm, 
Die Koeffizienten 6 (u + x,) in (65) kénnen beliebig gewahlt werden. Wegen 


der Linearitét von H, im letzten Argument kénnen wir uns nunmehr auf 
die Betrachtung von 


(66) H, (t;w; A,G; g(t, u + x4)) = G_,(t;0;A,G; a +x,) fiir «cm, 


beschrinken; dabei wird noch v (A) = w (A) gesetzt. Wir transformieren H, 
mit einer reellen unimodularen Substitution S, fiir welche S © parabolische 
Spitze von G: 





{ (Mf 8 x) 
ies doen ° = 
(67) H; (t; w; A,G; f) fe rs mee 


wobei MS = (m¥, mf), und setzen 


r) 
(68) w* (M 8) 2h 42 = w(M)o”(M, 8). 
w” (A 8) 


Dann gilt mit M = AL 
(69) wS (MS) = o (AS, S-1 LS) w5 (AS) v8 (S-* LS). 


Wenn ScG, dann wihle man w‘5(AS) = w(AS), sv 298 wS = w; im 
iibrigen kann iiber w‘ (AS) willkiirlich verfiigt werden. Avs (67), (68) und 
(69) folgt nun 


s 
(70) H8(t; w; 4, Gif) = wegen H, (t; w’; 48,8-1GS; /) 


und speziell 


v5 (A 
(71) C2. (t30; 4,G; uta) =a r(t; 08; AS,S-1GS; w+ x4). 

Wir beweisen jetzt, daB simtliche Reihen G_,(t;v;A,G; yu + x4) 
fiir r > 2, |v| = 1 und uw + x, 2] O absolut konvergieren. Fiir jeden Bereich 
(53a) laBt sich fiirG_, eine von t unabhangige konvergente Majorante an- 
geben, womit auf Grund von (71) gezeigt sein wird, daB die Reihen G_, ganze 
automorphe Formen darstellen. 


Zunichst wird g(t, « + x,) fiir «+x, >0 und |v| = 1 abgeschatzt; 
dazu bestimmen wir eine Basis A?, ..., A2_, der Multiplikatoren der Sub- 
stitutionen aus A G A-1. Nach (63) gilt dann mit tr = z + iy 

= —2nS(u¢xgyh't,.. 2%—1 


(72) |g(t,4+%,4)|< >» ¢ 1 a-1 


Mla sees =e 


36* 






















552 H. MaaB. 


Diese Summe wird abgeschitzt. Mit c,, c,,... werden nur von A und G 
abhangige positive Konstanten bezeichnet. Es sei c, so bestimmt, daB 


— 2S (ut maby... Mr' S — eS (u + x4) yA... Rtas 
fiir %3Sy5%+1 (A = 1, 2,..., * -- 1). 
Dann gilt nach (72) 


Pp —eSuta yy ya? ™,.. 2%n—1 
fe 1 
-— 


(73) \g(t, #+%,4)| < f n-1 G%...d%,-}. 


Setzen wir zur Abkiirzung 


1 


(74) @=(u+x,)y, 0:1 =¢, Noe" 


und substituieren 











n—1l 
(») 
v= S" ay log a)” + log (v = 1,..., 9), 
k=1 No" 
wobei 
(74a) FT mM= 
v=1 
und 
OO, sous Zn—1) oan 
a(2™, ..., #®- 9) =, 
dann folgt nach (73) 
(75) L9(t, M+ %4)| S ce f-+- f emmSedz™...d2*—”, 


Sei (2, .. ., 2) ein von (0, . . ., 0) verschiedener fester Punkt und 2” < 2 
(» = 1,...,); da nach (74a) z > 0 und 


Smee Fle, 


sgo 2) = +1 sgn et”) = —1 
also 
j2| S(m -- 1) 2° fiir sgnz” = — 1, 
so kann auf 
R= = 22 < (mn — 1P 22, 


toj eo 


a Se? s- et” <— em —b R 
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geschlossen werden. Wir schreiben das Integral (75) auf Polarkoordinaten um: 


2') = Rcos g, 008 Pe . . . COB Py_3 COS Pn_s 


z® = Reos $1 COB Peg ... COS F,_3 SIN Pa_o 


z-d _ R sin V1 


a (a, 2, ..., 2-2) 
0 (R, gy, --+» Pa—o) 





= Rr-*|cos*—$ ¢~, cos"—* we ... CO8 Pa_s| 





und erhalten unter Beriicksichtigung von (76) die Abschitzung 


g(t, + x4)| So | ea Rn-2dR =o fe €1* (log 2)" ~* 22 
0 


<a 
2 


WA 


Cg @ 
. z 


“te, 8 


Pomersts mae tf enone) 
m 1 


ar nal 9) a2 
ce? ( e-*{{log2e|*-* + {log o, »-2} 2 
ra 


e 
2 


a 
e * fos + 


" 


-s2 


WA 


e~* | log 22|" 


“, 


1 
d 
+ 04 log g,|*— + ¢4 [log e522 { e~+ 4) 
e 
2 


Fiir 9; = 2 sind die letzten beiden Integrale beschrinkt; fiir 0,<(2 sind 
sie abgeschitzt durch |log 0, |"~* |log ‘| bzw. |log 4 1), so daB 
i ° 

(77) |g(r,m +4); em NFAY) (og + ey | log N(u + x4) y["~"). 
Wir ersetzen in (77) t durch Mt (M C S(A,G), M = (m,, ms)); an Stelle 
von Ny tritt dann 

Nw = pate 

4 Nim ml 

Es gibt nur endlict viele solche M, fiir welche m, = 0. Ferner ist nach 
M., § 1 entweder m, = 0 oder cy|Nm,| = 1. Beschrinken wir uns auf die 
Punkte des Bereichs 


(78) Ny j% >0, 
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so gilt mit nur von A,G,yu-+ x4, abhingigen positiven Konstanten 


91> G2: - 
1 


e~ % NY" (9p + gs |logN y|"—%) fiir m, = 0, 
94+9s|log Ny|"—* + gol log N|m,t +-me|("—? fiir m, + 0. 
Beachten wir fiir Ny => 1 und m, + 0 die Abschitzung 

Ny Sey N|m,y| Scio N |m, t+ mg, 

log Ny| < |log cyo| + |log N |m,t°+ meg, 
so folgt allgemein 

|g (Mr, u + %4)| SG + gp [log N |m,t + megl"—*. 
Die Reihe G_,(t;; A,G; u + ,) hat daher im Gebiet (78) die Majorante 
(80) P 97 + 9s| log wn UR A ai 
uC, @) N|m, t+ ms| 

welche offenbar fiir r > 2 und 
|x| 3 Cy, Ny => % 


(79) |g(Mt,u+%,)|S 





(81) 1 1 
C,Ny* s y” <= C.Ny" 


gleichmaBig konvergiert, wenn dies fiir die Reihe 


(82) Py — 
u CE, 6) Nim t+ | 


zutrifft. Da fiir die Punkte von (81) 

N |m,t + me| > C’ N |m, i + me| 
mit positivem C’ = C’ (Cy, C,, Ce, x») gilt (vgl. P. V, Hilfssatz 3), so redu- 
ziert sich die Frage nach der gleichmaBigen Konvergenz von (82) iiber (81) 
auf die Konvergenz von (82) in dem speziellen Punkt t = i. Die letzte Ver- 
einfachung in der Betrachtung auf den Fall A = EF kann vermége 


(A, G) 4 = 6 (, AG A) 
wortlich wie in P. V, 8. 148 vorgenommen werden. Es verbleibt also nur, 


die Konvergenz von 
© wor (r > 2) 
LCS, e Nivt+ si 


zu zeigen. Als wesentliches Hilfsmittel wird dabei, in Anlehnung an die 
Konvergenzuntersuchungen in P. V, der nichteuklidische Volumeninhalt 
in T herangezogen. to sei ein festgewahiter innerer Punkt von T. Wir denken 
uns dann ein solches Reprisentantensystem S(E,G) ausgewahlit, da8 bei 
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geeigneter Wahl der positiven Konstanten C,, C,, C, fiir alle Lr 
= Zp, + i¥o, (L © S(E,G)) die Ungleichungen 


lzor 1 & Co 

(83) 1 1 (y = 1,2,..., ) 
CNY, S %o, SON yo, 

erfillt sind. Mit s (t,, tz) bezeichnen wir den Abstand zweier Punkte 1,, tr. CT 

in der nichteuklidischen MaBbestimmung, welche dem Bereich T in natiir- 


licher Weise zugeordnet ist (vgl. M., § 2). Fiir diesen Abstand gilt die Beziehung 
(84) (ry, 12) = E (0 (el? PY, 
v=l1 


wobei s‘ (r{”, ry”) der Abstand der Punkte r{” und rf’, berechnet in der 
bekannten hyperbolischen Metrik der oberen t'”-Halbebene. Es sei & eine 
nichteuklidische Kugel um dp + 1b) mit dem Radius go; & ist enthalten in 
dem Bereich 


s (ce, al? + ibm) S 0 (» = 1, 2,..., m), 
folglich gilt fir tC R (vgl. dazu P. V, 8. 144) 
(r) —@ (*) (Y) .@ 

(85) we" oe See (» = 1,2,...,). 


| = — (ap? + iB5?)| = bb (e — 1) 
Wir wihlen eine feste Zahl o9 im Intervall 
0< o< 3+ Min s(L to, to) 
L 


L to = te 
und bezeichnen mit Rp die nichteuklidische Kugel um t») mit dem Radius Qo. 
Die Punktmengen Lz 8), L; &o (Lz, L, ¢G) sind dann entweder fremd 
oder identisch, letzteres nur dann, wenn L, = L,L mit Lt = %; ly sei 
die Anzahl dieser L c G, welche t, als Fixpunkt haben. Fiirt = 2+ iy C Rp, 
Lc S(E,G) sei Lx = 2, + ty,; nach (85) und (83) ist dann 


1 


(86) fa — 2) < y (1) S O(c —1) Ny, (= 1,..4 0), 
ferner nach (83) und (85) 
1 1 
Cie-*Ny? SCie-ONY Ss e~ coy” < y, 
(87) 


1 1 
Se yi Ss Cre Ny SC." Ny, 


also mit C, = C, e~*%, Cy = Cy e*® schlieBlich 
1 1 


(88) GNy? sy? SC.Ny® (v = 1,2,...,n). 
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N < |N% fir y = 0, 
Niyte+?? = (Ny Ny” fir y + 0 


und N y-? fiir » + 0 beschrinkt ist, so folgt aus (84), (86) und (87), daB 
(89) Jnr] <c,, ¥P SC, (vy = 1,2,..., m). 


Dp, sei der Durchschnitt der nichteuklidischen Kugel Ry vom Radius R 
um t = + mit der durch 


N Yor = 


1 1 
(90) CyNy* Sy” SCNy" 
on I2| <0, 
definierten Punktmenge, in welcher nach (88) und (89) alle Kugeln L & 


(L < S(E,G)) enthalten sind. Man kann den nichteuklidischen, gegeniiber 
Automorphismen von T invarianten Volumeninhalt 


(92) V(Dz) = [..- [nse 
De 


(vy = 1,2, ....2) 


“3 


von Dz mit Hilfe der nachfolgenden Uberlegungen leicht abschitzen. Wir 
wihlen eine Basis 47, ..., 42 , fiir die Multiplikatoren der Substitutionen 
aus der affinen Gruppe von G und fiihren in (92) die Variablensubstitution 


27, 272 27,1 


y=2zd de é: ee ’ 


4 (aC) A? {n) 
a (yy ss 9) | gent (4 konstant > 0) 


O (2, Z,,-+ +» Z,_ 4) 


(93) 





aus. Nach (90) gilt fir rc Dp 


“=Ny, (5 4=4" 


2 oo 
: a FP 7 


woraus 

(94) jz, SC, (k = 1, 2,....% — 1) 
folgt. Eine in Dz, giiltige Abschatzung fiir - gewinnt man in folgender Weise. 
Integriert man geradlinig vom Punkte i iiber 7” + i nach t'” = z'” + iy’, 
so erhalt man auf Grund der Minimumeigenschaft von s‘” (t“’, i) einerseits 


Va yz +d y? 


y” 


) 


(10, i) < | = |x| + [log y| < Cy + |logNy* | 
i 


mit C, = C, + Max (— logC,, log C,), andererseits nach (85) 


1 
s (xe, 4) S | logy”| = |log Ny" | — Cy 
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mit C, = Max (— log C,, log C,), insgesamt also 
1 
a0 (x, i) = |log N y*| +, 


[| S Cy = Max (Cy, Cj). 
Die Zaki 4) sei im Intervall 


(95) 


r—2 


(96) 0< & <——> 772 


fest gewahlt. Unter der Voraussetzung 
(97) R2Cy = Cy» — yn 
zeigen wir, daB 





coal . 
(98) z>e 1% | 
Beachtet man (95), dann nimmt der Beweis von (98) folgenden Verlauf. 
1 
Wenn Cio> do |log Ny*|, dann gilt 


1 
— St < —|log Ny* = — |logz| S logz, 
Cro 
-1=4 7 = -F =10 S logz, 


also (98); es kann also Cy < dy | log Ny | angenommen werden. Aus 
tOR,, dh. 


n i 
(99) & (Hog Ny*|+é)? s R*, 
schlieBt man dann 


1 
n |log Ny*|2 (1 — do)? < RP, 
also ebenfails 


1 1 

= > 1 1 
logz = logNy" = —|logNy lz-<=3F 
Aus (91), (92), (93), (94) und (98) ergibt sich damit fiir R ]>C,, die Ab- 
schatzung 


dz 
gti 


V (Dp) Ss A (2 Cs)" (2 C;)" satin 





— — > La 
(100) gt %In 


. 1 — 1 
= nA(2C,) (20,1 * = Oy te 


























558 H. Mas8. 


Sei L c S(E,G), t C RK und 

(101) (Lt, i) 2 Cott Vm + oo, 
also 

(102) s(Lt,i) 2 C+ Yn. 





bo 


1 


Dann muB Co < 4 {log Ny," | gelten, da andernfalls nach (95) und (84) 
s(L Tt; 1)? < n (Sie + Cy) = o7, Ot ar, 
0 69 
im Widerspruch zu (101). Es folgt daher nach (95) 


1 
s(Lt,i) S Yn(1 + d)|log Ny," |, 


mithin unter der Voraussetzung (101) 


JM (L%M i) => 2 \log y/? = |logNyz| 


vy=l 





1 J 
=> Vn 8 (Lr, 3). 


Wie in P. V, 8. 145 erhilt man aus (89) 


CF + (y4+1) yo 1 


MLO My =< . ee n 
e — (y) a 


Y1. YL 
und damit 
n 
- £ (LOM, o a 1 Lt.) 
(103) N= : <Cye "=! < Cy eres 


‘yy Niyt+or = 


Es sei S,,, die Menge, m,. die Anzahl der L C S (Z,G) mit Lt) C D,,.; Vo be- 
zeichne das nichteuklidische Volumen von Ro. Ein Vergleich der Volumina 
liefert 


1 ’ 
my Vo SV (Drie) SbCea- et, 
falls R’ + 09 = Cj;, also 
1 ° 
(104) me < Cute ™ fur R > Cy — 00. 


Wir wahlen einen festen, die Ungleichung 
1+ 4, 
R = Max (Cy — 0, C, it te ¥n+ 00) 
befriedigenden Wert fiir R und setzen 


TZ, = Ser, In = Sux — Sm—nye fir mj 2. 
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Fir LCT, m>2 ist dann (101) erfiillt und (104) mit R’ = mR anz- 


wenden: 


Pa ey he Cue pak oF Mig e—e—els 
Le 





Niyt+ of 
(105) S Cyse— Vn Rom, 
ta r ~~ 1 __ (r—2) — dg (r + 2) 
£0 2(1+ 49) (1—d) 2(1 a-§?) al 
Hieraus folgt 





1 1 e~ 2 Vn Reg 
2 aE Z Cis 
Drs, rs ae 1—e- Maku 


fiir beliebiges R’ > 0. Da die Summe iiber T, nur endiich viele Glieder ent- 
halt, ist also die behauptete gleichmaBige Konvergenz der Reihen G_, (rt; v; 
A, G; uw + ,) bewiesen.. Wenn u + x, > 0, dann geht nach (79) und (80) 
jedes Glied von G_,, also auch G_, selbst bei Annaherung von t innerhalb 
(90) und (91) an die parabolische Spitze o gegen 0. In der ,,Potenzreihen- 
entwicklung“ von G_, zur Spitze o kann dann ein konstantes Glied ungleich 0 
nicht vorkommen. Wegen der Transformationsformeln fiir G_, trifft dieser 
Sachverhalt fiir alle parabolischen Spitzen zu. Allgemein soll eine ganze 
Form eine Spitzenform heiSen, wenn in den ,,Potenzreihenentwicklungen“ 
der Form zu sémtlichen parabolischen Spitzen die konstanten Glieder ver- 
schwinden. Die Reihen G_, sind also fiir u +x, >0 Spitzenformen. 

Zusammenfassend stellen wir fest: 

Satz 1. Die Poincaréschen Reihen G_,(t;v;A,G;u+x,) stellen fiir 
r>2, |v] =1, 4 +%, 20 ganze automorphe Formen, fiir u+x,>0 
sogar Spitzenformen dar. 

Es gelten die Transformationsformeln (71). Die Entwicklungen von G_, 
zu den parabolischen Spitzen kénnen explizit angegeben werden und sind 
erwartungsgemaé8 von dhnlicher Beschaffenheit, wie die Potenzreihen- 
entwicklungen im Spezialfall n = 1°). Auch im allgemeinen setzen sich die 
Entwicklungskoeffizienten aus Werten von Besselschen Funktionen und 
verallgemeinerten Kloostermanschen Summen zusammen. Die Eisenstein- 
reihen G_, (t; 1; A, M(n),0) ganzzabliger Dimension fiir die Hauptkongruenz- 
untergruppe M(n) der Hilbertschen Modulgruppe M(1) zur Idealstufe n 
hat Kloosterman*) ausfiihrlich untersucht. Ich verweise ferner auf die 


®) H. Petersson, Uber die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen, 
Acta mathematica 58 (1932), S. 169—215. 

%) H. D. Kloosterman, Theorie der Eisensteinschen Reihen von mehreren Ver- 
anderlichen, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Hansischen Univ. 6 (1928), 
8. 163—188. 
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Arbeit !*), in welcher erstmalig automorphe Formen nicht-ganzer Dimension 
in mehreren Veranderlichen, namlich die Eisensteinreihen 


G ,(t;%; 4, M(n); 0) 
eet 


fiir » = 2, das &-Multiplikatorsystem v) und k = 3, 5,7,... betrachtet 
worden sind. 

Da nicht entschieden ist, wann die Reihen G_, identisch verschwinden, 
so ist die Existenz von ganzen nicht identisch verschwindenden Formen zu 
einem vorgegebenen Multiplikatorsystem v noch nicht gesichert. Gewib 
ist nur 
(106)  G_,(r;1;A,G;0) #0 fiir ganz rationales gerades r > 2; 


denn das konstante Glied in der Entwicklung dieser Form zur parabolischen 
Spitze A~! @ ist von 0 verschieden, wie man leicht sieht. Wir beenden 
die Ausfiihrungen dieses Paragraphen mit dem Beweis der folgenden Existenz- 
aussage. 

Satz 2. Sei v ein vorgegebenes Multiplikatorsystem zu G fiir die Dimen- 
sion —7r < — 2 mit |v] = 1, dann gibt es eine natiirliche Zahl m derart, dap 
die Klasse {G, — rm, v™} eine nicht identisch verschwindende ganze automorphe 





Form enthdlt. 
Zum Beweis bilden wir (vgi. S., 8. 646) die Funktion 
= _ v(M)N (mt + m,)" — 
(107) F(z) = a (2- en) 


mit u +x, 20, r > 2, |v| = 1. Aus der bewiesenen Konvergenz fiir die 
Reihen G_, folgt die von F(z). Wenn in einem speziellen Punkt t der Nenner 
qg(Mrt,u + x4) verschwindet, so ersetze man das zugehérige Reihenglied 
durch 0. F(z) kann nicht identisch verschwinden, da bei allgemeiner Wahl 
von t die Funktion F (z) im Endlichen Pole erster Ordnung hat. In der Potenz- 
reihenentwicklung nach z 


(108) — F(t) = 2D! 2-1 Hyg (15 0; Gig” (FH + m4)) 
m=1 
mit 
g™(M t, «+ x4) 
Healt A Gig (ou tm) = 9) ONT Pm 


kénnen daher nicht alle Koeffizienten identisch in t verschwinden. Damit 
ist die Behauptung bewiesen; denn H,,, ist eine ganze Form in {G, —rm,v™}. 





1°) H. MaaB, Konstruktion ganzer Modulformen halbzahliger Dimension mit 
-Multiplikatoren in zwei Variablen, Math. Zeitschr. 43 (1938), S. 709—738. 
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Algebraische Relationen zwischen automorphen Formen. 


Um zu einer Gruppe G eine Funktionentheorie zu entwickeln, mu8 G 
den eingangs erwahnten Forderungen geniigen, die jetzt genauer prizisiert 
werden sollen. Wir setzen voraus, daB es nur endlich viele nicht aquivalente 
parabolische Spitzen von G gibt, und wihlen ein festes volles System von 
nicht dquivalenten Spitzen s, = ©, s2,..., 8, (2 21) aps. Die reellen 
unimodularen Substitutionen 

4, = B, A, = (0 a) Gnit¢.: se 
seien derart bestimmt, daB 

A, 8s = @ (k = 1, 2,..., A). 
Der Modul t, der Translationen in der affinen Gruppe von A, G A; ' werde 
erzeugt VON O41, %42,---,@en, umd Aj), Ato, ..., A,_, sei eine Basis 
fiir die Gruppe der Multiplikatoren der affinen Substitutionen in A, G Ay’. 

Wir verabreden die Bezeichnung 
t=at+iy, ¥=logy, Ay; =logdi, (k=1,....h;7=1,....n—1), 

1 


~ Peet 7 nt ra 
(109) Au=s (k=1,...,h; ¥=1,...5M), 

n n—1 
wm LD Ejay, Y= LF Mj Ar; (k = 1,...,h) 

j=1 j=0 

und definieren die Punktmenge 4, P/" durch 

-+s : jaw 1, & Y. 
(110) $ = Ee; 4 (J n) 
—¢Somi<?t (j= 1, 2,...,% — 1), 
(111) Neo = log xo (% > 0). 


Die Forderung, der G geniigen soll, la8t sich nunmehr folgendermaBen 
formulieren. Es soll méglich sein, die Vereinigungsmenge 


(112) po = F pyr 
k=1 


bei geeigneter Wahl eines hinreichend groBen x» durch eine Punktmenge 8’ , 
die mit ihrem Rand ganz im Innern von T liegt, zu einem Fundamentalbereich 
(113) F = PX + Br 


zu erganzen. Nach den Ergebnissen von M., §3 geniigen die Hilbertschen 
Modulgruppen und deren Untergruppen von endlichem Index dieser Bedingung. 
Der Definition einer ganzen Form ¢(t) kann wegen 


(114) gt (t) = NG Art. +0, (Arie) (k= 1,2,...4) 
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die folgende Fassung gegeben werden. Eine im Innern von T regular analyti- 
sche Funktion p(t), die den Transformationsformeln (5) geniigt, heiBt eine 
ganze automorphe Form, wenn pt (t) in A, PY oder N (cy t + dy)’ y(t) 
in PY" fir k = 1, 2,..., A beschrankt ist. Wis ccieen ie foster Bedevtens 
fir k= 1,2,...,h: 


~ (U*) = e**e,@ fiir act,  (o,(@) linear in a), 
(115) S (HerGem) = Sim, Me = [Me1,-- +) Meal 
0x (a) = S(x,a) mod [1] fiir « c ty. 


Fiir eine ganze Form ¢(t) gelten dann auf Grund von § 1 die Entwicklungen 


(116) et (rt) = ZF. ag(utx)er**Se+ we 
2Cm 
atx =O 
mit 
1 a;* 
(117) a (u¢+™%) = = J--fo E (r)e-2*tSt wedge). dz, 
*” Be 
wobei 


az, ..., 2™), 
S Heit = ty [yg 


und $, die Punktmenge, welche dem Wiirfel 
—$S%,33 (i = 1, 2; ..., ») 


entspricht. Da fiir eine beliebige reelle unimodulare Substitution S mit 
S = (y, 4) die yppig 


=A, 





Ny* = = seo Imt = y, ImSt = y* 
gilt, folgt also fiir |6| = 1 und reelles r 


(118) Ny® |@(e)| = Ny** |p (| = NyFlo4* (x) | & = 1,...,4), 
falls Lr = t* = x + iy*, LcG, A,yt = th = He +iye. Die nach- 
folgenden Ergebnisse dieses und des vierten Paragraphen sind in starker 
Anlehnung an die unter *) zitierte Siegelsche Untersuchung dargestellt und 
bewiesen worden. Ohne da8 wir es stets bemerken, soll stindig |v| = 1 
und r reell angenommen werden. Es gilt dann 

Satz 3. Eine ganze automorphe Form c {G, —r, v} positsver Dimension 
—1r>0 muB notwendig identisch verschwinden. 


Zum Beweis denken wir uns éine ganze Form (rt) c {G, —r,v} mit 
r <0 vorgelegt. Nach (118) ist der Ausdruck Ny* | (t)| invariant gegen- 
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iiber den Substitutionen von G und auf Grund von r <0 und der Definition 
einer ganzen Form im Fundamentalbereich § beschrinkt. Es gilt daher in 
ganz T 

-5 


lp(t)|< CNy 
fiir eine gewisse KonstanteC. Fiirk = 1 folgt dann nach (117) die Ungleichung 


ay (u + xy)|e-2*S@+"09 < OCNy * fir wom, 


aus welcher fiir y — 0 geschlossen wird, daB alle a, (u + x,) = 0, d.h. daB 
p(t) identisch verschwindet. Satz 3 wird spiter erginzt, indem wir zeigen 
werden, da eine ganze Form der Dimension 0 notwend'g konstant ist. Wir 
betrachten jetzt eine ganze Form (rt) nicht-positiver Dimension —r und 
wollen voraussetzen, da8 in den zugehérigen Entwicklungen (116) 


a,(u+x,) =0 fir «cm, und 
N (u + *) Sm (k =1,2,..., A). 


Aus den nachfolgenden Abschatzungen, die sich auf die Voraussetzung (119) 
griinden, geht das wichtige Resultat hervor, daB y(t) identisch verschwindet, 
sobald m eine nur von r abhangige Schranke iibertrifft. Mit g,, ¢.,... 
werden im folgenden positive, nur von G, A,, a,,;, 42, (k = 1, ...,4; 7 = 1, 
..+,%;l=1,...,”—1) abhangige Konstanten bezeichnet. Zunichst wird 


—1 
gt (t,) fiir t, c A, (PX) + B%*) abgeschitzt. Wegen der Konvergenz 
der Reihe (116) fiir alle Punkte von T ist bei jeder Wahl von g, der Ausdruck 
a, (u + %,) e~ 9 *S@+*~ als Funktion von u C m, beschrinkt. Wir wihlen 
g, 80 klein, daB 


(119) 


(120) tS yf = Smef? fir tc 4, (PE? + B™), 
und denken uns darauf g(t) so normiert, daB 
(121) |@, (4 + %)| S e*Se +m (uC, k = 1,2,...,h) 
fir t, c A, (PS + B™). Fir die Punkte dieses Bereichs gilt daher 
-1 
(122) lot (Is Ze *8utwn, 
aCmp, e+ xR >0 
NG@+x,) >m 


Fiir eine natiirliche Zahl ¢ sei Z, (t) die Anzahl der u C my, fiir welche 
B+e>0, t-1<S(e+m)y St, N(u+x) >m. 
Nach (120) ist offenbar 


AD =a” 
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1 1 
und Z, (t) > 0 nur dann, wenn é" 2 N(u + x,) yx > m Ny,, alaot > m" Ny", 
so daB aus (122) fiir rt, c A, (PY" + B%*) die Abschitzung 


1 1 


ig*8 —azm® Ny® 
|» k (te)| S % zz Pe-*t-D< ge 2 & 
1 1 


t>m*™ Ny*® 
folgt. Variiert t, in A, (P{¥° + 8B’), so wird daher das Maximum M, des 
Betrages von 


i 2 


ont 
A, k 


g* (tet 
im Endlichen, etwa in t? cA, (f° + 8”) angenommen. Es gilt also 
fir k= 1,2,...,h 


i 1 
“he -= m* = * x 
(123) |** (%)i/< M,e * "far 1,0 A, (BO + B™), 
im Punkt 1? sogar mit dem Gleichheitszeichen. Fiir eine geeignete, fest 
gewahlte Zah] j aus der Reihe 1, 2,..., A ist 


(124) M, <M, @ = 1,2... 0). 


Das Ziel unserer Uberlegungen ist der Nachweis von M, = 0. Zu einem 
beliebigen Punkt t = z + iy von Z bestimme man der Reihe nach t* = A> * 1 
= z* + iy*, LCG derart, daB t = Lt* = z+ iy in § liegt, also etwa 
tc (PB + GB) fiir ein gewisses | und schlieBlich t, = A, t = 2, + ty. 
Es besteht dann nach (118) 


v —1 be 4 - Z. iol 
Ny? |o (e)| = Ny*? |p(e*)| = NG? |p| = Ny? | 9% (r)), 
woraus sich mit (123) und (124) 


xy 
4 =m" Ny” 


—1 rep a 
lp“) (|S M;Ny *NyZe * 
ergibt. Setzt man darin an Stelle von 


4 


ar S33; pI 
z%?e 4 = (= Ny?) 
1 
2 -— 
den maximalen Wert ein, der fiir z > 0 an der Stelle z = os m ™ liegt, 


so erhalt man 


nr 
—1 zz 


1 1 
| 4 (28° a Ne © 
(125) los (| 5 Mj(—"m * Ny *) 
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Diese Abschitzung gilt auch fiir r = 0, wenn man in diesem Fall r’ durch 1 
ersetzt. Wir wahlen speziell t = z + i} y?, wobei y) der Imaginirteil des 
oben ausgezeichneten Punktes t/. Die Koeffizientenformel (117) liefert 
dann fiir 4 C m, 


—22S(u + x9? 
a;(u + x)e yiine 


= = f.--f ei (r)e— 27S tepede2 dai en tSu tay 
i? g, 


und fiihrt iiber (125) zu 


we 4 ~2 -i,8 —. xs y° 
lo ism (Sim = ny) Se arts tenes, 


eu Nes 
Die letzte Summe ist oben durch g, e 2 "Mj abgeschitzt worden. Be- 
achtet man noch, daB in (123) fiir k =j und tr, = 1) das Gleichheits 
zeichen gilt, so ergibt sich schlieBlich die Ungleichung 


— 


ar 
1 


” s oO; Aa _2.% ° 
mcs ay (Ew Ens *) 
1 
und, wenn wir fiir Ny," nach (120) den kleinsten Wert g, eintragen, 
1 ar 


a R a 
(126) Myet"" << Myg5 (== m *) 


ergs 


Auf M, = 0 kann geschlossen werden, wenn 





erfiillt ist. Dazu braucht man mit geeigneten g, und gp nur 
m > Max (9, 1", ge) 
zu fordern. Wir stellen damit fest: 


Satz 4. p(t) sei eine ganze Modulform <{G, —r, v}mit r > 0 und |v| =1. 
In den zugeordneten Entwickiungen 


(x) = pi Gy (+ H,) eR tS (4 + ™EI# 
u+te 20 
“Cm 


ser 


(127) (ute) 0 fie pom, Nite) sm (=1,...4), 


Mathematische Annalen. 117. 37 
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dann verschwindet p(t) identisch, sobald 
(128) m > Max (9; 1, 92). 

Da zwischen den Koeffizienten a, (u + *,) mit assoziiertem Argument 
die Beziehung (44) besteht und es nur endlich viele nichtassoziierte « + x, 
mit «Cm, «+x, 20 und N(u+x,) Sm gibt, wie unten néher aus- 
gefiihrt wird, so kann auf Grund von Satz 4 jede Identitaét von automorphen 
Formen durch Ausrechnen von endlich vielen Zahikoeffizientén in den Ent- 
wicklungen zu den parabolischen Spitzen verifiziert werden. Es folgt jetzt 
eine Untersuchung iiber die algebraischen Relationen, die zwischen ganzen 
automorphen Formen ganz rationaler Dimension mit dem Multiplikator- 
system 1 bestehen. Wenn ¢(r) eine ganze Form aus {G, —r, »}, dann nennen 
wir r das Gewicht von g(t).. Es seien k ganze Formen 9g, (t) c {G, —r,, 1} 
von ganz rationalem Gewicht r, > 0 (j = 1, 2, ..., ) gegeben; dann heiBt 


I (Pris Po - +> Pr) = = a, ly. te PE gs... gi, 
; k 
wo iiber alle ganz rationalen!, > 0 mit J 1,7; = r summiert wird, ein iso 
j=1 
bares Polynom in 9, 92, ..-, %, vom Gewicht r, und wenn 
f (91 (t), -- +, Pe (t)) = 9, 
ohne daB alle Zahlkoeffizienten @,---% verschwinden, so sagt man, 


zwischen den k Formen g, (t) besteht eine isobate algebraische Gleichung 
vom Gewicht r. Wir zeigen die Existenz einer solchen Gleichung fiir irgend- 
welche in der Anzahl 


(129) k=n+2 


vorgegebenen ganzen Formen 9, (t) von ganzzahligem positiven Gewicht r,. 
Dazu setzen wir 


k 
R= Tl rj, q = @- RP? 
j=l 
und bemerken, daB es bei beliebigem natiirlichen ¢ nach 8., 8. 639 mindestens 
q+ 1 verschiedene Potenzprodukte 9} gi... yj vom Gewicht z Lr; 
j= 


= (2k — 2)¢R mit 1; [> 0(j = 1, 2, ..., k) gibt. g + 1 verschiedene dieser 
Potenzprodukte werden in irgendeiner Reihenfolge mit ®,, ®,, ..., ®, be- 
zeichnet. Die Koeffizienten der Linearform 


D = 9% + 1% +...+ 0% 
-kénnen dann nicht-trivial so bestimmt werden, da8 q beliebige Koeffizienten 
in den h ,,Potenzreihenentwicklungen“ fir ®4j' (r) (j = 1, 2,..., 4) zur 
Spitze co zum Verschwinden gebracht werden; denn man braucht dazu 
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nur q lineare homogene Gleichungen mit ¢ + 1 Unbekannten zu lésen. Indem 
wir ¢ hinreichend gro8 wahlen, erfiillen wir die Voraussetzung dafiir, daB 
Satz 4 auf p = ®angewendet werden kann. Das Verschwinden vona, (u + x;) 
fiir « C m, hangt, wie wir sahen, nur von der Klasse {u + x,} der zu u + x, 
assoziierten GroBen ab. In jeder solchen Klasse gibt es aber einen Re- 
prasentanten, fiir welchen 


1 1 

IN (u + x)* S (H+ xe)” SQNwt+x)" (» = 1,2,...,n), 
so daB fiir die Anzahl K(m) der Klassen {u + x,}(j = 1, 2, ..., A) mit 
u+x, 20, N(#+%,;) Sm eine Abschitzung 


K (m) S9,m 
gilt. Wir fixieren m durch die Gleichung 
(130) q = 9m 
und kénnen dann 0, 0), ..., @, nicht simtlich verschwindend so bestimmen, 


daB (127) fiir ® erfiillt ist. (130) besagt 
t (2k — 2)-" ((2k — 2)t R)* = gym, 

wobei (2k — 2)¢ R das Gewicht von ®. Fiir (2k — 2)t = g, (= natiirliche 
Zahl) ist daher auf Grund von Satz 4 ®=0. Dieses Ergebnis formulieren 
wir in 

Satz 5. Zwischen n + 2 ganzen automorphen Formen , (t) <{G, —r,, 1} 
von ganz rationalem Gewicht r, > 0 (j = 1, 2, ..., % + 2) besteht eine isobare 
algebraische Gleichung vom Gewicht. gy 1) T2.. . Tn+2- 

Es ergibt sich jetzt leicht 

Satz 6. Eine ganze automorphe Form c {G, 0, 1} ist notwendig konstant. 

Sei nimlich g(t) c {G, 0, 1}, dann liegt auch 

P= M+ apt + ey 
in der Klasse {G, 0, 1}. Fir 
7ZJm, M> Ge 

und ein geeignetes Zahlsystem Oo, ..., 0, + 0, ..., 0 ist nach Satz 4 D=0, 
d.h. » konstant, q. e. d. 


§ 4. 
Der Kérper der automorphen Funktionen. 
Eine automorphe Funktion /(t) zu G definieren wir als Quotient 
f=- =~ (@e #0) zweier ganzer Formen 91, 2 < {G, —r, v} von beliebiger 
reeller Dimension —r < 0 mit einem Multiplikatorsystem v vom Betrag 1. 
37* 
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Die automorphen Funktionen bilden offenbar einen.Kérper. Mit der Fest- 
stellung, da8 es sich hierbei um einen algebraischen Funktionskérper handelt, 
kommen wir jetzt zum Kern der Theorie. Eine wesentliche Beschrinkung 
in der nachfolgenden Untersuchung gestattet 
Satz 7. Jede automorphe Funktion f(r) 2u G lapt sick als Quotient ¢ = = 
2 
(we # 0) zweier ganzer Formen y,, y2 < {G, —g, 1} mit ganz rationalem g >0 
darstellen. 


Wenn namlich {f = a (ge #0) und 9, ge ¢ {G, —r, v}, dann ist v-? 
2 


ein Multiplikatorsystem zur Dimension — g, + 7, wobei g; ganz rational, 
und es gibt fiir g, — r> 2 nach Satz 2 eine natiirliche Zahl m derart, daf 
{G, —(g: — r) m, o—"} eine nicht identisch verschwindende ganze Form y 
enthalt. Dann ist — 


m—1 


Vi? ¥ = = 
{=———.,, atv. gt yciG—oam)), 
? ¥ 
q. e. d. 
Unter den automorphen Funktionen von G kann es héchstens n alge- 


braisch unabhiangige as denn fiir » + 1 willkiirlich vorgegebene auto- 
morphe Funktionen /, = a (Pn+2 #9, 7 = 1, 2,..., © + 1), dié immer 


mit gemeinsamer Nennerform ¢,.2 ¢ {G,—g,1} mit ganz rationalem g 
dargestellt werden kénnen, entspringt aus der isobaren algebraischen Gleichung, 
die auf Grund von Satz 5 fiir die ganzen Formen 9), ¢2, - . ., Qns2 besteht, 
eine algebraische Gleichung fiir die Funktionen /,, fz, .. ., /,.1. Es handelt 
sich darum, jetzt wirklich n algebraisch unabhingige cutemembe Funktionen 
nachzuweisen. Dazu dienen die folgenden Uberlegungen. Mit Gp bezeichnen 
wir ein volles System von Matrizen aus G, deren zweite Zeilen nicht assoziiert 
im weiteren Sinne sind, d. h. fiir zwei Matrizen M,, Mz C Sp soll nicht gelten 
M, =1M,. 


Die zusitzliche Einschrankung A> 0, die wir oben bei der Definition von 
S (E,G) gemacht haben, wird hier fallen gelassen. Offenbar ist 
1 
S(E,G) = 2 E...Br S 


bon = 


und Maher fiir eine gerade natiirliche Zahl g > 2 


1 
131 G_,(t;1;£,G;0) =2* XY ————, 
an) “2 (5158, G50) LOG, N(yt + of 


wobei L = (y, 5). Wir wiahlen fiir gerades natiirliches g > 2 eine nicht 
identisch verschwindende ganze Form g_, (t) c {G, —g, l}, z. B. die eben 
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notierte Eisensteinreihe G_,, und machen wie beim Beweis von Satz 2 einen 
Ansatz 


(132) ra = 2 (2 — ga (t) Nyt + 4). 


In der Potenzreihenentwicklung der nicht identisch verschwindenden 
Funktion 


(133) —F@) = 5 fale) 
. m=1 
sind die Koeffizienten 
fm (t) = 2-* (p_ 9 (t))-™G_ om (4; 1; B, G; 0) 
automorphe Funktionen zu G. Es wird gezeigt, daB es unter den Funktionen 
hi, fe, fy, ...  algebraisch unabhangige gibt. Wir fiihren den Beweis in- 


direkt, indem wir annehmen, da8 alle Funktionen /,,(t) von » — 1 speziellen, 
etwa 


(134) ; fe, (t) =i (t) j =1,2,...,.#— 1), 


algebraisch abhangen, und daraus einen Widerspruch herleiten. Nach An- 
nahme gibt es zu jeder natiirlichen Zahl k ein Polynom «, (z), welches von - 
abhingt, Polynome in 7, ..., %n-1 als Koeffizienten und /, als Nullstelle 
hat. ,(z) soll iiber dem von 7), ..., %¥n—1 erzeugten Kérper als irreduzibel 
vorausgesetzt werden; demnach ist die Diskriminante d, von ,(z) nicht 
identisch gleich Null. d, ist ein Polynom in 7;, ..., %,-1. Die Funktions- 
matrix 

(135) (Fe) (u=1,....%—1; »=1,...,2 

habe den Rang 7; mit 4 bezeichnen wir eine r-reihige Unterdeterminante 
von (135), welche nicht identisch verschwindet. Bei den folgenden Uber- 
legungen beachte man, daB die Funktionen y_,, /, und damit auch 4, d, 
(k = 1, 2,...) an jeder Stelle tr von T als Quotienten von Potenzreihen 
in t dargestellt werden kénnen. Mit 8), 8,, Be, ... bezeichnen wir offene 
n dimensionale Punktmengen in T. Zunichst bestimmen wir By derart, da& 


1. p_o(t), 41 (T), - - +» Xn-1 (tT) regular fiir tC Bo, 

2. p_,(t), A(t) + 0 fir tC Bo, 

3. Nilyt + 4| >1 fir ZC So, L = (y, 4), y + 0, tC Bp. 
Die dritte Forderung kann wegen N |yt + 6| > N|yy| und der Beschrankt- 
heit von N |y|-} fiir y + 0 leicht erfiillt werden und besagt, daS fiir alle 


1 © Bo die Funktion F(z) nach (132) genau eine Polstelle vom kleinsten 
Betrag hat, nimlich z = g_,(t). Fiir eine geeignete Anordnurg 


(136) L,, Ly, Ly, .:. ad inf. 








570 H. MaaB: 


der Substitutionen L aus GS, mit y + 0 und eine extsprechende Gebiets- 
schachtelung 


(137) BS > 8B, > B. > B, >... ad inf. 


kann ferner mit L, = (y,, 4;) (j = 1, 2, ...) fiir alle natiirlichen Zahlen k 
angenommen werden, dab 


a) d,(t) regular und + 0 fiir r CB,, 
b) N |vet+ be] <N [yt + 4,| fir 1>k, 1B). 


Wir fiihren den Beweis durch vollstandige Induktion nach k und nehmen an, 
da8 in der Anordnung von Sp der k-te Schritt vollzogen und ebenfalls der 
Abschnitt 8, > ... > B, schon geeignet bestimmt sei. Z,,, und B,,; 
werden durch die folgende Betrachtung geliefert. d,,,(t) ist als Polynom 
iM Yi, ---» X¥n-1 nach 1. in Bo regular und sei auf der offenen  dimensionalen 


Teilmenge 8, , , C B, von 0 verschieden. Fiir jeden Punkt < c 8, , , und 
k 


S. = So — z L,, Lo S, mit L = (y, 4) betrachten wir 
)= 
Min Nilyt+6| =m, 
LCS, x0 

und bestimmen die Anzahl a, der Substitutionen LZ Cc S,, fiir welche 
Niyt + 6| = m,, y + 0. Da die Werte von a, diskret liegen, so wird das 
Minimum von a, in einem Punkt tr, , , c 8, , , angenommen. Die zugehérigen 
Substitutionen aus S,, fiir welche also N |yt + 4| = mp = 9, werden 
mit D,.,, Dy.s,..., Dr, (@ = a, a bezeichnet. Da nur fiir endlich 
viele L © Sp) der Betrag von N (yt + 5) unterhalb einer vorgegebenen 
Schranke liegt, wie auch immer t C’S,,, gewahit sei, so miissen die Be- 
ziehungen 

N Yeea ow a 6x41 =... = N lYe+aTt > Ox+ al < N lyt + 6j 
mit Les; = (Yess, bx +5) (j = 1, eer a), L -_ (y, 6), 7 = 0, L c So — 2h 
die zuniachst nur fiir t,,, gelten, auf Grund der Extremaleigenschaft von a 
auch noch fiir eine volle Umgebung 8,,, C B,., von t, ,, erfiillt sein. 
Man braucht nur noch a = | zu zeigen. Fiir« = 1, 2,.... a, TC By, ist 

Yet tt Oey, 
: eet ined 

eine analytische Funktion mit konstantem Betrag, infolgedessen gilt 

(Y%.,T 7 40 -_ A, (Ye+1 he 541) fiir t CBr. (¢ = 1, ery a) 


mit konstanten 4,, d.h. die Substitutionen L,,;, Ly, ..-, by,_ haben 
im weiteren Sinne assoziierte zweite Zeilen. Nach Definition von Gp folgt 
also a = 1, q.e.d. Wir kénnen, wie man leicht sieht, die Auswahl der 
Mengen %, so vornehmen, daB ein Hiufungspunkt t» der Folge t,, tz, Ts, - - - 
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im Innern aller Punktmengen 8, enthalten ist. Die Koeffizienten aller 
Polynome w,(z) (k = 1, 2, ...) sind nach 1. als Polynome in 7;, ..., %.-1 
in Bo regular. Da ferner die Unterdeterminante 4(r) regulir und + 0 fir 
t C Bo ist, so gibt es eine analytische Kurve t(t) CB) (— 1 S¢ S 1) durch 
T (= 1 (0)), fiir welche 

Py 


r=l1 


(*) 
a \>0 (-1<t<}) 





und 

(138) Xs (t () = x; (To) (j = 1, 2,...,"—1) 

gilt. Hiernach ist d, (t (t)) = d, (to) + 0, mithin /, (t) regular lings t (¢) und 
fe(t @) = fe(%) (—1 StS1; k =1,2,...). 

F (z) andert sich also langs t(t) nicht, und die Lage der Polstellen, insbesondere 


derjenigen vom kleinsten Betrag bleibt erhalten. Aus (132) entnimmt man 
dann 


9 (t ©) = 9» (to), 
atin N (yt (0) +8? = N (pt + dp 


wobei L, LZ cS mit L = (y, 4), L = (7, 4), y +0 und LL eine gewisse, 
noch von t abhiangige Permutation der L < Sy mit y + 0. Wir bestimmen 
eine Folge positiver Zahlen ¢, (k =: 1, 2,3, ...) derart, daB 


t(t) cB, fir —e, Sts e, 

und bemerken, daB auf Grund von b) 

N lyst) + 4)) <N|yjar 7 + S41] G =), 2,...,k—1) 

N |vet () + Oe <N ly t (0) + 6,| (l > k) 
fiir |¢| < e,. Diese Ungleichungen kénnen zusammen mit (139) nur dann 
bestehen, wenn 
Da also é 

N (7; t ) + 4)? = N (vy; 0. +45," fiir 7 SK, |t) Se, 
so folgt 
n 


(140) SNOT) +4) O = 0 far j Sh It] S oe 





Wahlen wir k >" und n beliebige Werte ~ cs im Intervall 1 Sj Sk 
und beachten, daB nicht alle Ableitungen 4 iS > far t=0 verschwinden, 
so zieht (140) das Verschwinden der Gleichungsdeterminante 


SN vst +6 5): =0 
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nach sich, woraus also folgt, daB die Determinante 
5 
Ww + Li 


¥? 


(141) = 





fiir n beliebige Werte von j aus der natiirlichen Zahlenreihe. 

Sei L ©G mit L = (y, 5), y + 0 vorgegeben, und j so bestimmt, daB 
L=AL,, dann ist —L™* @ = a = *. Ersetzt man L durch LU**, 
U*« <G (u = 1, 2, ..., n), 80 geht - in : +a, tiber und nach (141) muB8 


: 





= 0 (y, 4 = 1,2,..., 2) 
+ +e 








gelten. Das fiihrt zu eimem Widerspruch, wenn wir die Translationen «, 
so auswihlen, daB |a\”| <1 und |e? | fiir » + w hinreichend groB wird. 
Die Annahme, da8 es unter den /,,(t) (m = 1, 2, 3, ...) héchstens n — 1 
algebraisch unabhangige Funktionen gibt, ist also falsch. Speziell fiir 
p-, (t) =G@_, (t; 1; B,G; 0) erhalten wir das folgende Resultat. 


Satz 8. Unter den Funktionen 
G_om (t; 1; £,G;9)G=™(r;1;£,G;0) (m= 1, 2, 3,...) 


fiir eine feste natiirliche gerade Zahl g > 2 befinden sich n tiber dem Kérper 
der komplezen Zahlen algebraisch unabhingige. 

Wir verschaffen uns noch die Einsicht, da8 die rationalen Funktionen 
von » + 1 geeigneten automorphen Funktionen zu G den Korper aller auto- 
morphen Funktionen vollstandig ausschépfen. Sei /(r) eine beliebige auto- 
morphe Funktion und /,(t), ..., /,(t) ein festes System von algebraisch 


unabhangigen automorphen Funktionen. Es gibt dann Darstellungen durch 
Quotienten ganzer Formen: 


f=, i; = = (vu Po 0), y. ¢ (G, — Fr, 1}, 9, c {G, — 7, 1} 


mit ganz rationalen r, 79. Fiir die beiden Formensysteme y,, Yo, $1; ---> Gn 
(k = 1.2) gibt es auf Grund von Satz 5 isobare algebraische Gleichungen 
(142) Qy (We; Po: cers Pn) ae 0 (k = 1, 2), 
die in y, einen Grad < g,r),*' haben. In jeder dieser Gleichungen muB y, 
bzw. wy, wirklich vorkommen, da die Formen qo, ..., @, isobar algebraisch 


unabhingig sind wegen der vorausgesetzten Unabhangigkeit der Funktionen 
fi, .--. f,- Setzt man ye = fy, und eliminiert aus den Gleichungen (142) 





ir 


er 


on 
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durch Resultantenbildung die Form ‘y; , so erhilt man eine isobare algebraische 
Gleichung fiir /, go, ..., @, und damit eine algebraische Gleichung 


Q (f; hh, eens fn) = 0, 
die in / beschrankten Grad hat. 

Wir bestimmen eine automorphe Funktion /,,; von maximalem Grad 
iiber dem System /,, ..., f,. Auf Grund des Satzes vom primitiven Element 
wird der Kérper der automorphen Funktionen zu G von f;, .. ., f,41 rational 
erzeugt. Das Hauptergebnis dieses Paragraphen fassen wir zusammen in 


Satz 9. Im Kérper K der automorphen Funktionen 2u G gibt es n iiber 
dem Kérper Z der komplexen Zahlen algebraisch unabhiingige Funktionen 
fy (t), fe (t), .. -. fy (0). KE ist eine endliche Erweiterung von Z (f,, fo, .. ., fn). 


§ 5. 
Der Vollstindigkeitssatz. Charakterisierung der Poincaréschen Reihen. 


Fiir die Substitutionsgruppe G seien bis zum SchluB die Voraussetzungen 
von §3 erfiillt, d. h. es soll nur endlich viele paarweise iniquivalente para- 
bolische Spitzen und einen Fundamentalbereich § fiir G von der Gestalt (113) 
geben. Die aus zwei belic.igen ganzen Formen f(r), g(t) c{G, —r, v} 
mit r > 0, |v| = 1 gebildete Differentialform 
(143) f(t) P(e) N (y’~*dady)") 
wird durch eine beliebige reelle unimodulare Substitution t > St in 

#8(t) g8(t) N (y’*dxdy) 
iibergefiihrt, bleibt also invariant gegeniiber den Substitutionen L CG, wie 
eine einfache Rechnung zeigt. Wir nennen (rt) eine Spitzenform, wenn in 
den Entwicklungen von g(t) zu saimtlichen parabolischen Spitzen die kon- 
stanten Glieder verschwinden. Es sei /(t) oder g(t) eine Spitzenform. Aus 
den Transformationsformeln 
(144) jf... ff @) @CNW-*dady) = J... [48 '(x) ot (e) N(y—2dady) 
5 And 


(kK = 1, 2,..., 4) entnimmt man leicht die Konvergenz der mehrfachen 
Integrale, wenn man beachtet, da eine Spitzenform bei Annaherung inner- 
halb des Fundamentalbereichs an die parabolische Spitze oo exponentiell 
gegen 0 geht. Die Invarianzeigenschaft der Differentialform (143) hat zur 
Folge, daB die Integrale (144) von der Auswahl des Fundamentalbereichs § 
nicht abhingen. Das berechtigt uns, das Integral 


(145) = Pe =J.. Jae) PIN (y’~*dedy) 


11) @ bedeutet die konjugiert komplexe Zahl zu a. 
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als das skalare Produkt von / und @ zu bezeichnen. Fiir eine Spitzenform y(t) 
ist offenbar 

(py, y) 29, 
und das Gleichheitszeichen gilt gerau dann, wenn @ identisch verschwindet. 
Ferner ist 


(146) (/, y) = (9. f), 
(147) ( 2 2 f;, 2 8; 9) = ZS abi (ty gs 
j=l j=1 jk 


wenn /,, gp; ¢{G, —r, v}, z,, &, beliebige komplexe Zahlen und 9, samtlich 
Spitzenformen (j = 1, 2, ..., m), und schlieBlich nach (144) 

(148) , pe = (f, *).-165 

fiir eine beliebige reelle unimodulare Substitution S. Eine Spitzenform 
hei8t zu einer anderen Form / der gleichen linearen Schar {G, —r, v} ortho- 
gonal, wenn (/, g) = 0. Wir berechnen das skalare Produkt einer beliebigen 
Form f/ und einer Poincaréschen Reihe. Nach (71) und (148) gilt fiir 
k= 1,2,...,h4 


(149) a) (Ay, A; *) 0 (Ay) (F(t), G_,(z, 0; Au w+ *))e 


= (f (t), G_,(t; v ; E, A,G A," M+ Me ))4,@4;" , 
woraus hervorgeht, da8 man sich auf den Spezialfall k=ldh. 4,=E 
beschranken kann. In diesem Fall lassen sich die Poincaréschen Reihen fiir 
ut + x; >.0 formal etwas einfacher als in der Gestalt (54) schreiben. Durch- 
lauft naimlich Lp alle Substitutionen von §, in (63) und L alle Substitutionen 
von S (EZ, G), dann erhalt man in der Gesamtheit aller Ly Z ein vollstandiges 
System Sp von Substitutionen aus G mit paarweise verschiedenen zweiten 
Zeilen, und man erkennt auf Grund der Darstellungen (54), (63) und (66) 
sofort, daB 


ee tiS(et ale 
(150) G_,(t;v; E,G; 4+) = ; 
siiedlta i. o(L) Nye oy" 


falls L = (y, 6), «+, >0. Fiir eine beliebige ganze Form 
(15)) f(t) = Pi C(v + x) e& 74S + ent 


,Cm 


r+ 420 
aus {G, —r, v} und fiir « + x, > 0 nimmt die Berechnung des Skalarprodukts 
folgenden Verlauf. 


(f(t), G_, (130; B, G; ue + »)) 
-— [1 (t) 0 (L) Nyt Fyre B88 + LEN (yr 2dzdy) 








oe,*: 


= Zf. Jie test nly tdady) 


=f. u file) 28804 Ny 2dady). 
R 
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Dabei ist 8 = z L § ein Fundamentalbereich fiir die Gruppe T der Trans- 
LCE& 


lationen in G, und zwar ist jeder Punkt 2*-fach iiberdeckt, weil nach (16) 
je 2" Substitutionen von G mit paarweise verschiedenen zweiten Zeilen auf 
die Punkte t C T die gleiche Wirkung haben. Da der Integrand des Integrals 
iiber 8 gegeniiber den Substitutionen von T invariant ist, so kann 8 offenbar 
durch das 2" fache des (einfachen) Fundamentalbereichs %, der durch das 
erste der Ungleichungssysteme (110) fiir k = 1 beschrieben wird, ersetzt 
werden. Die Vertauschbarkeit von Summation und Integration in der oben 
ausgefiihrten Rechnung laBt sich mit der in § 2 ausgesprochenen und bewiesenen 
gleichmaBigen Konvergenz der Poincaréschen Reihen rechtfertigen. Tragt 


man nun in 


- (1,42) = 2. -fit) e- 2218+ x)* N (y—2 da dy) 


die Entwicklung (151) ein, so erhalt man nach elementarer Gleichung 
(152) (f(t), @_, (t; 0; B,G; ue + m%)) = 2" N (u + %)!—" ef c(u + ™) 


mit 
(153) ri = Ay? {(4 a)-"T'(r - 1)}*. 


Der Fall « + x, = 0 kann nur dann eintreten, wenn x, C m;. Das sei jetzt 
angenommen. Die Eisensteinsche Reihe G_,(t;v;Z,G;0) verschwindet 
genau dann nicht identisch, wenn es iiberhaupt eine nicht identisch ver- 
schwindende Form in {G, —r, v} gibt, in deren Entwicklung zur Spitze o 
ein von 0 verschiedenes konstantes Glied vorkommt. Gibt es namlich eine 
solche Form /,(t), so folgt nach (44), angewandt auf u + x, = 0, 





also nach (64) 
ae . —_ 1 
(155) G(s EGO) = >) sna EI 


Als Reprasentanten der Substitutionen mit y = 0 denken wir uns die 2" Potenz- 
produkte Z der in (16) genannten Substitutionen Z,, E,, ..., Z, ausgewahlt. 
Fiir diese gilt 
f(t) = (Lt) = o(LZ) N (yt + 4)’ f(t), 
wegen /,(t) #0 also v(L) N (yt + 6)’ = 1. Das konstante Glied in der 
Entwicklung von G_, zur Spitze oo lautet daher 2", ist also ebenfalls von 0 
verschieden. Diese Aussage ist offenbar mit G_, #0 gleichwertig. Unter 
der Voraussetzung (154) bilden wir das skalare Produkt von G_, mit einer 
beliebigen ganzen Spitzenform /(t) c {G, —r, v}, fiir welche eine Entwicklung 
von der Art (65) gilt: 
f(t) = Llu) ZL et xtSator, 


«cmt lo C Oz 
“>0 
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LOSE.) 
(f(t), G_,(t; 0; B,G; py 


= J. Jf) oD Nt +47 N (y-? da dy) 
Eli 


= £ iY JPEN (yPdady) 


LCS{¢E,@) 5% 


Setzen wir B = 2 Lund beachtenS = 2s Io Bo, 80 ergibt sich 
/COe 


(156) = J e(n) f... J e@a*S" tor N (y-*8da dy) 
ucm? oS o5 8, 
a>o 
= = 0) J .[ &**S#*N (yr-*dedy) = 0. 
zcm 
u>0 


Die entsprechenden Uberlegungen gelten fiir alle parabolischen Spitzen, da 
eine beliebige immer nach o transformiert werden kann. Wir setzen 


(157) g—r(t; 0; Ay,G; w+ x) 
aa 2-* gf”) (A,,A, \v(A,)N (uw +2)’ — 1 G_ r(t; 0; Ay, G; u+%,) fiir u+*%, > 0, 
2—* gt”) (A, Ay) v (A,) G_ , (1; 0; Ay, G; 0) fir u+x,=0 


und erhalten zufolge der allgemeinen Transformationstheorie fiir eine beliebige 
Form f(t) c{G, —r,v} mit den h Entwicklungen 


(158) pA (r) = oy (ut my) eS te 
scm 
ut =o 
nach (149) und (152) das Resultat 
(159) (f(t), g-+ (43.0; Ag, G; we + %x)) = ef ey (u + m2) 
mit 


& = Ay ((4x)'~’ P(r — 1)}". 
Auf Grund von (156) bleibt (159) auch fiir « + x, = 0 giiltig, wenn man 
dann / (t) auf Spitzenformen beschrankt. Fiir die Koeffizienten der Formen 


gt (30; Ay Giu +m) = gor(ti0"® ; BAG Ar; «+ mi) 
- 2 Cy (¥ + Hy, B+ My) e2 FSC + xe 


*Cm 
v+x~—0 


bestehen wegen 


(160) (9_, (t;0;44,G;4 + m),g-¢ (730; Ap, G; » +) = ef” ep ( + rey, ft + >) 
und (146) die Beziehungen 





(161) Cy (¥ + Hyp ft + Kp) = Cy (Ue + Hp, ¥. + %), 
falls v + x, oder u + x, > 0, speziell fiir ~« = » auch 
Cy (u + Xe, M+ %) | 0. 
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Nach (160) verschwindet g_,(t;v;A,,G;-+,) genau dann identisch, 
wenn ¢, (u + x,, «4 + x,) = 0. Wie wir schon sahen, ist das auch fiir die 
Eisensteinreihen g_,(t;v;A,,G;0) richtig. Die Gleichung (159) ist die 
Quelle einer Reihe von wichtigen Erkenntnissen (vgl. 1. c.5)), die wir zu- 
sammenstellen in 

Satz 10. Die Poincarésche Reihe g_,(t;v;A,,G; u+x,) ist durch die nach- 
folgenden Eigenschaften bis auf einen konstanten Faktor eindeutig charakterisiert : 

l. ut+x, > 0.9, ist eine Spitzenform, die auf allen denjenigen Spitzen- 
formen, in deren Entwicklung zur parabolischen Spitze Az* co der Koeffizient 
zum Exponenten u + x, verschwindet, senkrecht steht. 

2. u+x, =0. In den Entwicklungen von g_, zu den simtlichen para- 
bolischen Spitzen A>‘ wo, 1+ k, verschwinden die konstanten Glieder. g_, 
steht auf allen Spitzenformen senkrecht. 

Beim Beweis kann auf Grund von Satz 4 von der Tatsache Gebrauch 
gemacht werden, da8 jede der linearen Scharen {G, — r, v} von endlich vielen 
Formen erzeugt wird. Wie wir schon sahen, lat sich eine beliebige Form 
mit Hilfe der Eisensteinreihen (u +, = 0) stets auf eine Spitzenform 
reduzieren. Zur weiteren vollstandigen Reduktion reichen die Poincaréschen 
Reihen g_,(t;v;A,,G;u+%,), »+%x,>0 zu beliebigem aber festem / 
bereits aus. Wahlen wir naimlich aus der von diesen Reihen erzeugten linearen 
Schar nach bekanntem Verfahren eine Basis von orthogonal normierten 
Formen 9, G2,---; Pm @us, so ist eine beliebige Spitzenform gp aus 
{G, —r, v} durch die zugeordnete Linearform 


4 . ° 
x% Pj mit (Y ?;) = a; ©) =z ],2,;. ” m) 


zufolge (159) eindeutig bestimmt. Da diese Linearform bei diesem ProzeB 
sich selbst zugeordnet wird, ist sie mit p identisch. Es gilt also der wichtige 

Satz 11. Die nicht identisch verschwindenden Eisensteinrethen g_,(t; 0; 
A,, G; 0) zw den parabolischen Spitzen AT‘ © mit x, Cm, lassen sich durch 
endlich viele der Poincaréschen Reihen g_,(t;v;A,,G; u¢ + *), w+x,>0 
mit beliebigem aber festem | aus der Reihe 1, 2, .. ., h zu emer Basis der linearen 
Formenschar {G, — 1, v} ergdénzen. 

Dieser sogenannte Vollstandigkeitssatz wird erginzt durch den Zusatz, 
da8 die Maximalzahl der linear unabhingigen unter m vorgegebenen Poincaré- 


schen Reihen 
g_,(t; 0; Ay, G; wy + %), My +% > 0 (9 = 1, 2,..., m) 
mit dem Rang der Matrix 
(Cx (M4, + %es Muh *x)) 


iibereinstimmt. Den sehr einfachen der Methode angemessenen hier wieder- 
gegebenen Beweis fiir diese Aussage verdanke ich einer Mitteilung von 
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Herrn Petersson. Die beliebig ausgewahlten Spitzenformen ¢, (t), . Ae Pa (Tt), 
41 (*), «- +» X(t) C {G, —r, o} werden zu Formenvektoren 


Q(t) = {G1 (4), ~~ -» Pa (t)}, t (tT) = {x1 (t), -- - Zo (T)} 
zusammengefaBt. Sei & die von den g,, B die von den 7, aufgespannte 
Schar, D der Durchschnitt von UH und % und schlieBlich A, B bzw. D von der 
Dimension «, 8 bzw. 6. Fiir den Rang @ der Matrix (q,r) = ((¢;, z,)) gilt dann 


6S oe S Min (c, A). 


Zum Beweis beachte man, da8 o offenbar nur von & und $ abhangt. Ersetzt 
man namlich z. B. das Erzeugendensystem g,.von &% durch ein anderes, so 
andert sich die Maximalzahl der linear unabhiangigen unter den Zeilenvektoren 
von (q,t) nicht. Da jede lineare Relation zwischen den y, bzw. z, auch 
zwischen den.entsprechenden Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von (q,r) be- 
steht, so ergibt sich die angegebene obere Schranke fiir 9. Wahlt man fiir D 
eine orthogonal normierte Basis und erginzt diese zu einem. Erzeugenden- 
system einerseits fiir % von der Gliederzahl a, andererseits fiir 8 von der 
Gliederzahl 6, so folgt unmittelbar 6 < 0. Speziell fir UCB oder B c UW 
ist 6 = Min («, 8), also d= 9. Wir machen folgende Anwendung. Sei a = m, 
q(t) ={91 (),..-» Pm (t)} eine Basis fiir die Spitzenformen aus. {G, —r, v} und 


a) = E(u tm) eaisint ms 
“Cm 
u+xe>0O 
in verstandlicher Vektorbezeichnung die Entwicklung von q(t) zur Spitze 
Az* ow. Mit (cy (ui + x2), Ce (ue + 2), -- +5 Ce (Me + ed sei die konstante 
Matrix mit den Spaltenvektoren ¢c,(u; + x,) (1 = 1, 2, ..., 6) bezeichnet, 
wobei y, beliebig aus m, derart ausgewahlt ist, daB u, + x, > 0. Ferner sel 
xi (t) = g_,(t; 0; Ay, G; uw, + *,) (1 = 1, 2,..., 5). Dann ist 
(q(t), t (t)) = ef? (cx (ur + 2), Ce Nay + Xx), «+5 Cx (Me + *x)), 

woraus hervorgeht, daB die Maximalzahl der linear unabhangigen unter 
den Vektoren ¢, (u; + x,) (1 = 1, 2,..., 5) gleich der Maximalzabl der 
linear. unabhangigen unter den Poincaréschen Reihen g_, (t; 0; Ax, G; 4: +) 
(i = 1,2, ..., 6). Wahlt man schlieBlich fiir q (t) und r(t) das gleiche System 
von Poincaréschen Reihen, so erhalt man die oben formulierte spezielle 
Aussage. 

Die von Petersson (1. c. 5)) eingefiihrte Klasse der Formen Q, (t, z) kann 
ebenfalls auf n Verinderliche verallgemeinert, aber in ihrer Bedeutung fiir 
die gesamte Theorie noch nicht restlos verstanden werden. Das mag vor allem 
daran liegen, daB man in » Verinderlichen das richtige Analogon zum Riemann- 
Rochschen Satz fiir eine Veranderliche noch nicht gefunden hat. 


(Eingegangen am 29. 3. 1940.) 











Hypergeometrische Funktionen zweier Verinderlichen 
im Schnittpunkt dreier Singularititen. 
Fortsetzung der Arbeit in Bd. 115. 


Von 


J. Horn in Darmstadt. 





Zu der unter gleichem Titel in 115 (1938), 8. 435—455 erschienenen 
Arbeit!), und zwar zum Abschnitt I, werden hier Zusitze und Berichtigungen 
gegeben. 

1. Das in Fig.1 (C., 8.438) dargestellte Konvergenzgebiet, namlich 
der nicht schraffierte Teil des Quadrats |z| <1, |y| <1, mége ausfiihr- 
licher hergeleitet werden. 

Die zu einem reellen g gehérigen reellen t > 0 liegen unterhalb der 
kleinsten der GréBen 

lao larel bane + as 
cos |’ ie cosp ' sin @ |" 
Diese drei GréBen bleiben ungedndert, wenn man g durch % — oder 


durch x + @ oder durch = - ¢ ersetzt. Die Geraden z — y = 0 und 


xz + y = 0 sind daher Symmetrieachsen des gesuchten Konvergenzgebietes. 
Wir brauchen also nur das Teilgebiet aufzusuchen, welches dem Sektor 


a nm es 
Z=PS—F_ angehirt. 
Fir 0 < 9 SZ ist cos y sin g, 








1 1 1 1 
ose = dap < one sin 9’ 
mithin 
1 
t< cos’ tcosy <l, 
also 


z<l. 


1) Diese Arbeit wird hier mit C. zitiert. 
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Im Sektor 0 > p => — = ist cos » 2 sin (— 9), 











4 
1 l 
csp — sing’ 
Je nachdem in diesem Sektor 
tg(— 9) St 
ist, hat man 
Wel Tes te eee 
C08 @ sin @ sing  cosm ~ cos@ 


Im Falle tg(— ¢) S ¢ ist 
t< re tcosg <1, 
cos p 
also 


Im Falle tg(— ¢) = ¢ ist 


oder nach Multiplikation mit ¢ cos g sin g <0 


2 cos g sin p + tcos gy + tsin p> 0, 
also 
zy+arz+y>0. 
Durch Spiegelung an den Winkelhalbierenden erhalt man das gesamte 
Konvergenzgebiet 


|z| <1, |y| <1, 
zy+2z+y>0, ry—zr—y>d. 
Fiir das in Fig. 1 schraffierte Gebiet ist 
zry+2+y<0, ry—zr—y<0. 


2. Der Doppelwurzel ¢ = — y®) der determinierenden Gleichung des 
Differentialgleichungssystems (D.) der Funktionen z, p, g, s von t (C., 8. 437) 
entsprechen die Reihen 


z= t-*}, p=t-’p,..., 
3= = 3. #, Pp = = Pp, t", , 
n=0 n=0 
deren Koeffizienten 3,,~,,--- nach C., 8.439 bestimmt werden; po, qo 


sind zunachst unbestimmt; s,, P,, Gn, 3n Sind ganze lineare homogene Funk- 
tionen von Pp, go und rationale Funktionen von a, b, die homogen vom n-ten 


2) Ganzzahlige Werte von +7 sind ausgeschlossen. 
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Grad sind; die Nenner dieser rationalen Funktionen sind Potenzen von a + 5, 
und zwar hat s, den Nenner (a + 6)"*?, p, und gq, (mn ]>1) den Nenner 
(a + 6)*—*. Es ist fir n = 1,2,... 


Bn = Po fn (a, b) a Go Gn (2, 5); 
die rationalen Funktionen f,,9,, die homogen vom n-ten Grad in a, } sind, 
haben fiir n = 2 den Nenner (a + 5)"~*. 


Der einfachen Wurzel e = — y —1 der determinierenden Gleichung 
entsprechen die (logarithmenfreien) Reihen 


g=r-15, por %,..., 
i= Sie, b- Tie, 
deren Koeffizienten 3,, P,,... nach C., 8.441 bestimmt werden; so ist 


zunachst unbestimmt; 3n > Pn» Gn S, sind mit So multiplizierte rationale Funk- 
tionen von a,b, die in a,6 homogen vom Grad n sind; s, hat den Nenner 
(a + 6)", p, und q, fiir » => 2 den Nenner (a + b)"-* und 


3n = 50» (a, 6) 


fiir n > 3 den Nenner (a + 5)"—*. 
Die in der Lésung 
z=2z2+2, p=pt+Pp,... 
enthaltenen unbestimmten GréBen po. go. So ergeben sich als Funktionen 
von ¢ aus den Differentialgleichung.n (D,) der Funktionen z, p, 7, 8 von 
(C., §. 437). 
In den Reihen 


z=t-7 Pune zr dno", 
n=0 
fassen wir die Glieder mit gleichen Potenzen von ¢ zusammen. Indem wir 
nur das jeweilige Anfan lied anschreiben, haben wir 


= t- r+1SPot ites. 


z "* 
—— 

p=t' po + 

q=to+..., 


8 = (“1-16 + eeee 


Wir setzen diese Reihen in die Differentialgleichungen (D,) ein und ver- 
gleichen in der zweiten und dritten Differentialgleichung die Koeffizienten 
Mathematische Annalen. 117. 38 
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von ¢~’, in der vierten die Koeffizienten von t~’~'. Wir erhalten so fir 
die Funktionen po, Go, %o von. die folgenden Differentialgleichungen: 

ave = yb po + So, 

ose = — ya — So, 
(+b) abs — —a'B' dy + a8 a% 

+ [(a +B —y)a—(a’ + f —y)b— (y + 1)(a — b) ab) S>. 

Folgendes sei dazu bemerkt. 

Die Differentialgleichungen (D,) haben ein Fundamentalsystem von 
vier Lésungen, welche den Wurzeln 9 = 0, — y, - y, — y — 1 der deter- 
minierenden Gleichung entsprechen. Aus diesen Lésungen lassen sich vier 
lear unabhingige Verbindungen mit von g abhangigen Koeffizienten 


bilden, welche auch den Differentialgleichungen (D,) geniigen. Wenn eine 
Gleichung 





z= ote +" + oat" + 2a e+ +...=0 
a=0 a= n= 
gilt, gelten auch die Gleichungen 


E c, te’ +* = 0, 5 ce, te" +" — 0, 5 c, te'"+e = 0, ..., 
a=0 n=0 n=O 
vorausgesetzt, daB zwischen 9’, 0”, o’”,... keine ganzzahlige Differenz 
besteht. Sind aber die Differenzen 0’ — 9”, 0” — o”,... ganze Zahlen, 
wahrend 9” — o’ keine ganze Zahl ist, so kann man nur die Giiltigkeit der 
Gleichungen 


E c.tets = 0, 

a=0 

= cnt" +8 + Dy co, "+e... a O 
a=0 n=O 


behaupten. . 

Deshalb miissen die Gleichungen fiir po, qo in C., 8. 439—440, fiir so 
in C., 8. 442 durch die obigen Differentialgleichungen fiir po, Go, $0 als Funk- 
tionen von @ ersetzt werden. Die in C., 8. 440 und 442 als Lésungen des 


Differentialgleichungssystems von F; angegebenen Ausdriicke miissen des- 
halb ersetzt werden durch eine Lésung, welche mit Benutzung der Diffe- 


rentialgleichungen fir die Funktionen po, 40,0 von g gebildet ist. 
Fir 
u=t-'po, V=t-"G, w=—t-’—' S% 











ist 
Ow y dv Ow y+1 
aes 7 SR eet 
Ow b 1 
ig ~VGSte™ 








aw —eFetefe . @+h— y)a — (a’ + p’ — —v)b—(y +1) (@—B)ad 


de (at+bjabt (a + b)ab 
In 
du = oat +3 = oP 
ist 
dt =adz+bdy, dp=—°dz+ “dy, - 
also 


Ou b du @ du 

du = (05) — 7 5y)4e + (65 + F 5p) eo 

usw. Wir erhalten fiir die Funktionen u, v, w von x, y die Differentialgleichungen 
du = Let Y" dat way, 


eras 








dv = wdz — ~—"—- dy, 
d Sila-\iitiaiante hemes +p — y)n)w 3 
abe 3 z(z+ y) 
a= 'Pu+apo+ ((a+f—y)z—(2'+f'- +) yw p 
y (z+ y) dy 


Wir hatten (C., 8.439 und 441) 
in = Po fn (@, 6) + Go Gn (2, 6), 
in = 50 Ba (a, 6), 
wo f,, Ga» 5, homogene Funktionen n-ten Grades von a, b sind. Es ist demnach 
an = Po fa (2, ¥) + G0 Gn (2; y), 
ant = So bn (2, 9). 
Die Differentialgleichungen der hypergeometrischen Reihe F; haben die Lésung 
s=u Shae y=o La.(zy) + F bale). 


Fiir p,q,s hat man entsprechende Ausdriicke. 
38° 
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3. Nachdem die Funktion F; behandelt ist, ist eine cirekte Behandlung 
der Appelischen Funktion F, nicht mehr erforderlich, da sich die Funktionen F, 
und F; aufeinander zuriickfiihren lassen*). 


Die Funktion 
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- m (x,m + #) (B, m) (f’, n) i gM 
F,(«,6,8'.y.y,2,y) = (Lm) (La)Gm+ay” 4 


geniigt den Differentialgleichungen 
z(1 — 2)r — ys + [y —(@ +8 + 1) 2] p — Byg — ape =0, 
—ayst+y(l—y)t—Paep+ ly —@+h + lylqg—af’z=0, 
welche durch die Substitution 





z= yan, ember 


rl — 


tibergehen in 
a(¢— 1 25 — eng Fp + (e—y +2) —-20-o+atp—MeE Ss 





+ (B—o)n5=+le(e—7 + Eo — 00 +(a+A)e+fo—aflt =0 
usw. Setzt man 
e=f, o=f', 
so gelten die Differentialgleichungen 
ca -—8 55+ 05¢e- 
++ —a+1—(28—-7 +2852 -BG—y+ NE =0 
usw., d.h. die Differentialgleichungen der Funktion 
F;(6,8',B -—y+1, B —y +1, 8+ 6 —a+1, 6,7). 
Demnach geniigt die Funktion 
F; (a, B, B’, y, 9’, 2, y) 


denselben Differentialgleichungen wie die Funktion 
, B 4 

a? y-* F5(B,B', B—y+1,8' —y +1,pe+8 —a+ 1, z’ =). 

Dae Differentialgleichungssystem der Funktion F, hat die singularen 
Linien se = 0, y= 0, 2=1,y=1 2+y=1, 2= wo, y= ew. Durch 
den Punkt z = @, y = o, durch den Punkt z= 0, y = 1 und durch 
den Punkt z = 1, y = 0 geht die weitere singulare Linie z+ y = 1. Das 
Verhalten der Lésungen des Differentialgleichungssystems von F, bei der 
_Annaherung an eine dieser drei singuliren Stellen kann nach den Unter- 
suchungen iiber F; als bekannt gelten. 


%) Appell-Kampé de Fériet, 8.43 u. 51. 
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Um die Lésungen des Differentialgleichungssystems von F, in der Nahe 
von 2 = @, y = @ zu erhalten, setzen wir 
ee ee 
he: ” 
und bestimmen die Lésungen des Differentialgleichungssystems von 


F; (8,8, B -—y+1, 8 —y +1, 8+2 —a+1, é, n) 
in der Nahe von = 0,47 = 0. Wir erhalten Reihen, welche nach C., 8. 438 
in dem Quadrat 
1g] <1, In| <1 
mit Ausschlu8 des Gebietes 
En+&+n30, En -—E—NH SO 
konvergieren. In dem ausgeschlossenen Gebiet ist §7 <0 (abgesehen von 
= 0, 7 = 0), also 
1+54+-20, 1-4 
€ ” , § 
Nach Wiedereinfiihrung der Veranderlichen z, y haben wir das Gebiet 
|z|>1, |y| >1 
mit Ausschlu8 des Gebietes 


oder anders ausgedriickt, die zy-Ebene mit Ausschlu8 des Streifens zwischen 
den beiden parallelen Geraden zs = — 1 und z = 1, des Streifens zwischen 
den beiden parallelen Geraden y = — 1 und y = 1, sowie des Streifens 
zwischen den beiden parallelen Geraden z + y = —1 und 2+ y = 1. 

In der Dissertation von L. Borngiisser, 8. 42—43, sind zwei in der Um- 
gebung von z= 1, y = 0 giiltige Reihen hergeleitet, welche den Diffe- 
rentialgleichungen von F, geniigen. Entsprechend wird die Umgebung 
von z = 0, y = 1 behandelt, und von F, kana man wie oben gezeigt zu F; 
iibergehen. Wir gehen unmittelbar von den Differentialgleichungen von Fy 
(C., 8. 436) aus, die durch die Substitution y = 1 + n die Form erhalten: 


z(l1—z)r+(1+n)s+[y—(«+f+1)2]p—afz=0, 
zs—n(l1+n)t+ly—a’ — 6 —1—(@' +f’ +1) yg —a' Bz = 0. 
Wir setzen die Reihe ein: 
z= JC,, 2°-*n°** (m, n = 0, 1, 2,...). 
Aus der zweiten D.fferentialgleichung ergibt sich durch Vergleichung der 
Koeffizienten von z°~™ 7° *" die Rekursionsformel 


Cm+in ___ (g+n+a')(o+"+F') 
Cun HB +I\(— ot mpotata th —yFh) 


~zse@ 
" 
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und aus der ersten Differentialgleichung durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten von z°~"~—' °** die Rekursionsformel 
(e —m)(e—m+o+n+y— 1) Can + (@ —m)(o+n+ 1) Casn+1 
- (o—m+a-— 1) (eo —m+B—1) Carin: 
Setzt man den Wert von C,,,,,; aus der ersten Rekursionsformel ein, so 
erhalt man 
Om+in _ (—e+™)(—e+m+a’'—y+1)(—e+m+f'—y+)) 
Can (—e+m—a+1)(—o+m—6 +1) (—e+m+o+n+o'+f'—y+)) 
Die Rekursionsformeln werden befriedigt durch 
(o + @’,n)(o + B',m) 
é..«(- 5 (— om) (— e+ 2’—y + Lm) (—e +h —y+ Lm)! 


(o+ 1,8) (o—e+a' +P —y+ ‘Sinaia 
(—e—a+1,m) (—e—f+1,m) 


Wenn man inder ersten Differentialgleichung die Koeffizienten von z¢-*—" n°-* 
und von z¢ 7°*" vergleicht, erhilt man die Bedingungen 
a (@ — m) Cuno = 0, 

(@ + a) (@ + B) Con = 0. 
Durch Vergleichung der Koeffizienten von z*~™ 7°—" in der zweiten Diffe- 
rentialgleichung erhalt man die Bedingung 

o(—e+m+aot+a’+ & —y)Cuo = 0. 

Die besonderen Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn 9 = — a, 
o = 0 oder 0 = — 8, c= 0 ist. Das Differentialgleichungssystem vom Fy 
wird demnach, wenn wie C., 8. 442 








1 
s=y y=l+o 
gesetzt wird, befriedigt durch die hypergeometrische Rethe 
— ge (a, m) (a + a’ —y + 1,m) (2+ p’~—y+ 2.) (2, 9) (B®) em (_ ny 
(1, m) (a—B +1, m) (I,m) (a+ a’ +f’—-y+ 1,m+n) 
und durch die Reihe, welche aus dieser durch Vertauschung von a wind B hervor- 
geht. Die beiden Reihen sind fiir [€| <1, |y| <1 konvergent. 
Der Ansatz 





Z=3, P=ff,.. 
C., 8. 444f. braucht daher nicht durchgefiihrt zu werden. 
Das Konvergenzgebiet der C., 8. 446—448 aufgestellten Reihen ist das 
Quadrat || <1, |7| <1 unter Ausschlu8 des Gebietes 
En +&—n >0, En—E+n>0, 
welches aus dem in Fig. 1 schraffierten Gebiet durch Spiegelung an einer 
Koordinatenachse hervorgeht. 


(Eingegangen am 13. 1. 1940.) 











Uber die ganzen Lésungen 
einer gewoéhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 
Von 


Franz Rellich in Dresden. 





Wenn eine lineare gewéhnliche Differentialgleichung nach der héchsten 
Ableitung aufgelést ist und die Koeffizienten der Differentialgleichung im 
Endlichen nirgends singulér werden, dann sind auch alle Lésungen im End- 
lichen ohne Singularitéten; das hangt damit zusammen, daB alle Lésungen 
einer linearen Differentialgleichung sich aus endlich vielen Lésungen durch 
Linearkombination aufbauen. 


Bei nichtlinearen Differentialgleichungen ist das anders. So ist die rechte 
Seite der Differentialgleichung $¥— y* (im Endlichen) nirgends singular, 
aber nur die Lésung y = 0 ist eine ganze Funktion, alle anderen Lésungen 
sind von der Form y =——— haben also im Endlichen eine Singularitat. 


c—2z’ 
Fir partielle Differentialgleichungen sei an die Gleichung der Minimalflachen 
(1 + 22) zee — 222%, Sey + (1 + 22)2,,= 0 erinnert. Nach 8. Bernstein 
sind die einzigen ganzen Lésungen dieser Gleichung die Funktionen 
z=az+by+c. Auch der Satz von Hilbert, wonach jede Flache 
konstanter negativer Kriimmung Singularitéten aufweist, kann hier auf- 
gefiihrt werden. 

Danach scheint es sinnvoll, nach Satzen zu suchen, die fiir nichtlineare, 
singularitatenfreie Differentialgleichungen sicherstellen, daB ihre Lésungen 
»im allgemeinen“ Singularitéten aufweisen, und zu versuchen, die Gesamtheit 
der ganzen Lésungen anzugeben. 

Im folgenden geschieht das fiir den einfachsten Fall, namlich fiir gewéhn- 
liche Differentialgleichungen erster Ordnung, in der wir die gesuchte Funktion 
als analytische Funktion der komplexen Veranderlichen z auffassen. Es wird 
bewiesen: In der Differentialgleichung a = f(z, y) set f(z, y) eine fiir alle 
2, y konvergente Potenzreihe mit komplezen Koeffizienten. Wenn es dann zwei 
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verschiedene Lisungen y = u(x) und y = v(x) gibt, die ganze Funktionen 
von x sind, dann ist jede ganze Lisung y = w (x) von der Form 
w (x) = u(x) + (v(x) — u(z))e 

mit geeigneter Konstanten c. Wenn { (x, y) in y nichtlinear ist, dann gibt es 
héchstens abzithibar viele Konstanten c,,, fiir die w (x) = u (x) + (v (x) — u (z)) c, 
Lésung ist und es kinnen sich die Zahlen c, nicht im Endlichen héufen. 

Zum Beweis darf man annehmen, daB es drei verschiedene ganze Lé- 
sungen u (x), v (z), w(x) gibt. Dann ist v (x) — u (z) iiberall von Null ver- 
schieden (Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungen erster Ordnung). 
Desgleichen w(z)—v(z). Also ist ote eine ganze Funktion, die 
nirgends verschwindet. Sie la8t aber auch den Wert 1 aus, weil sonst 
w (x) = v (xz) wire. Nach Picard ist sie eine Konstante, also oe nel =c¢ 
oder w(z) = u(z) + (v(z)—u(z))c. Gibt es umendlich viele c, fiir 
die u(z) + (v(z) — u(z))c, Lésung ist, dann ist (bei festem 2) 
v' (z) — u’ (z) 
v(x) — u(z) (y 9% (z)) 
fiir die Zahlenfolge y = y, = u (x)+(v(z)—u(z))c,. Dav(z)—u(z) + 0, 
ist y, eine Folge von Zahlen, die sich im Endlichen hauft, wenn die 
Folge c, sich im Endlichen hiuft. Also wire in diesem Fall 


v (z) — u’ (z) 
sine "eS 


fiir alle z, y, d. h. es wire f (z, y) lear in y. Damit ist der Satz vollstandig 
bewiesen. 

Wegen v (xz) — u (z) + 0 gilt lim {u (xz) + (v (x) —u (z)) c,} = oo, wenn 
es unendlich viele c, gibt. Man kann also auch sagen: Eine Differential- 
gleichung s = f(z, y), bei der f (z, y) in z, y ganz und in y nichtlinear ist, 
hat héchstens abzahlbar viele ganze Lésungen y,(z), yo(z), ... Wenn sie un- 
endlich viele ganze Lésungen besitzt, dann gilt fim ¥, (x) = @ fiir jedes z. 

Speziell ist bei der Differentialgleichung $Y = f(y) mit ganzem, nicht- 
linearem f (y) jede ganze Lésung eine Konstante. Denn eine nicht konstante 


ganze Lésung y = u (z) wiirde zu den kontinuierlich vielen Lésungen u (x + c) 
fiihren. 


Zu zwei ganzen Funktionen u (z), v (x), fiir die iiberall v (x) — u (x) + 0 
ist, und zu vorgegebenen Konstanten ¢;, cz, . . ., die sith nicht im Endlichen 
haufen, gibt es immer eine Differentialgleichung a = {(z, y) mit ganzem 
f(z, y), deren ganze Lésungen genau aus den Funktionen « (z), v (z) und 





f(z, y) = # (z) + 


f(z, y) = w (x) + 
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u (xz) + (v (x) — u (z))¢, bestehen. ‘Um das einzusehen, wahle man fiir g (z) 
eine ganze Funktion mit den Nullstellen 0, 1; c,, cg, ... und setze 
f(z,y) = u’ (z) +e (y _ u(z)) + (v(z) = u(z))-g(¥— "2 


v (z) —u(z) 


w (x) — u(z) 


Ist y = w (x) irgendeine ganze Lésung von y’ = f (z, y), soistz = taLeen 

eine ganze Funktion und Lésung der Differentialgleichung z’ = g (z). Also 

ist z = c = const, g(c) = 0 und w(z) = u(z) + (v (xz) — u(z)) c, wobei c 

einen der Werte 0, 1; c,, cg, ... haben mu8, und umgekehrt ist jedes solche 
(z) Lésung von y’ = f(z, y). Das ist die Behauptung. 


(Eingegangen am 26. 5. 1940.) 











Statistik der Léisungen 
geoditischer Probleme vom unstabilen Typus. II. 
Von 


Eberhard Hopf in Leipzig. 


Einleitung. 
i sei eine zweidimensionale Riemannsche, d.h. mit positiv definitem 
Bogenelement ds, 
ds? = g,, (4, Ug) du, du,, 


versehene Mannigfaltigkeit, kurz Fliche genannt. Sie wird dreimal stetig 
differenzierbar vorausgesetzt, d. h. die g,, und die Parametertransformationen 
sollen dieser Bedingung geniigen. % sei vollstiindig. Q sei der Raum der 
gerichteten Linienelemente auf §. Unter der geoditischen Strémung in 2 
versteht man die in den Phasenraum 2 verlegte Bewegung lings den Geo- 
datischen von mit der Geschwindigkeit ds/dt = 1. Das strémungs- 
invariante Volumelement in 2 ist 


dm = dodi, 


wo d# das Winkel- und do das Flichenelement auf § bedeuten. Damit 
ist auch ein strémungsinvariantes Lebesguesches Ma8 m in 2 definiert. 

In seiner Abhandlung ,,Statistik der geoditischen Linien in 
Mannigfaltigkeiten negativer Kriimmung*) hat der Verfasser den 
statistischen Gesamtverlauf der Geodatischen auf Flachen § mit folgender 
Eigenschaft untersucht: A). Die Kriimmung K verlduft zwischen festen nega- 
tiven Grenzen. B). Die Richtungsableitung dK /ds ist beschrankt. 

Die Gesamtheit dieser Flichen wurde in zwei fundamentale Klassen 
geteilt.  gehért zur ersten Klasse, wenn die Anfangsrichtungen derjenigen 
von einem festen Punkte von § ausgehenden geoditischen Halbstrahlen, 
welche auf § in unendlicher Entfernung enden, eine Menge vom Winkelma’ 
Null bilden. Die zweite Klasse ist die zur ersten komplementare Klasse. 
Zur ersten Klasse gehéren offenbar alle geschlossenen Flachen negativer 
Kriimmung. Durch Anwendung des Poincaréschen Wiederkehrsatzes auf 
die geoditische Strémung wurde geschlossen, da8 ihr allgemeiner alle § 
mit den Eigenschaften A und B und mit endlichem Flacheninhalte ange- 
héren. 


') Leipziger Berichte 91 (1939), S. 261—304. Im folgenden als Hopf I zitiert. 
In der Einleitung findet man auch eine von Nullmengen freie Formulierung von Satz 1. 
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Auf Grund eines neuen Gedankens, der Methode der asymptotischen 
Geoditischen, gelang u.a. der Beweis der beiden folgenden Hauptsitze. 


Satz I. Ist § von der ersten Klasse, so ist die geoddtische Strémung in Q 
ergodisch. Hat %& endlichen Flacheninhalt, so bedeutet dies: Das Zeitmitiel 
irgendeiner in Qm-summierbaren Funktion ist lings jeder Stromlinie, abge- 
sehen von gewissen Stromlinien, die in Q eine m-Nullmenge bilden, gleich dem 
Raummittel tiber Q. Oder: Die allgemeine Geoddtische ist auf nach Flache 
und Richtung gleichverteilt. Im Falle unendlichen Flacheninhalts ist diese 
Aussage in naheliegender Weise zu modifizieren. 

Satz II. Ist § von der zweiten Klasse, so ist die geoddtische Stromung 
in Q dissipativ: Die Stromlinien enden im allgemeinen im Unendlichen von Q. 
Oder: Die allgemeine Geodatische endet auj §& in unendlicher Entfernung. 

Die Tragweite der Methode der asymptotischen Geoditischen reicht 
indessen tiber diese Anwendung auf Flichen negativer Kriimmung weit 
hinaus. In Hopf I wurden bereits n-dimensionale Mannigfaltigkeiten kon- 
stanter negativer Kriimmung untersucht. Aber auch auf viel allgemeinere 
Variationsprobleme mit einer unabhiangigen Verinderlichen la8t sich die 
Methode anwenden. Dabei ist als Hilfsmittel die Finslersche Geometrie 
des Problems zu benutzen. Damit ist ein weites Feld von Differential- 
gleichungs-Problemen angedeutet, bei welchen es nunmehr méglich sein wird, 
den Gesamtverlauf der Lésungen im Sinne des ungenau messenden makto- 
skopischen Beobachters zu bestimmen. 

Die Probleme, auf welche die Methode anwendbar ist, haben eine ge- 
wisse Unstabilitét der Lésungen miteinander gemein. Welche Rolle diese 
Unstabilitét dabei spielt, wird in der vorliegenden Arbeit am Beispiel des 
geoditischen Problems fiir die folgenden Flachen § gezeigt. Man betrachte 
diejenige Lésung y(s) der lings irgendeines geoditischen Halbstrahls, s = 0, 
gebildeten Variationsgleichung 


Get Ky=0, 
welche den Anfangsbedingungen y, = 0, y, = 1 geniigt. Wir verlangen 
dann von der Fliche: A’). K ist beschrinkt. Die Geodatischen geniigen gleich- 
miipig der Unstabilitatsbedingung y'/y>c >0*). B’) = B). dK/ds ist be- 
schrinkt. Alle Flichen mit den Eigenschaften A und B erfiillen diese Be- 


dingungen. Dariiber hinaus (Flichen mit K 20) kann natiirlich eine Be- 
dingung, welche etwas iiber die ganze unendliche Geoditische voraussetzt, 








2) Sie ist wesentlich enger als die von Morse und spéter von Hedlund zur Unter- 
suchung des topologischen Verlaufs der Geodatischen eingefihrten Unstabilitate- 
m. Vgl. M. Morse, Instability and transitivity. Journal de Mathém. 14 

(1935), 8S. 49—71; G. A. Hedlund, Two-dimensional manifolds and transitivity. Annals 
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nur eine provisorische Bedeutung haben. Es ist wiinschenswert und wohl 
auch méglich, sie durch Voraussetzungen finiter Natur zu ersetzen oder 
anzunahern. Uber einen primitiven Schritt in dieser Richtung (§1) soll 
hier nicht hinausgegangen werden. 

Im folgenden wird bewiesen: Die Gesamtheit der obigen Flichen zerfallt 
in die beiden erwaihnten Klassen. Die beiden Hauptsdtze bleiben wortlich be- 
stehen. ; 

Einige Anderungen der Beweisdetails waren gegeniiber Hopf I erforder- 
lich. Aus diesem Grunde, und um ankniipfende Untersuchungen in den an- 
gedeuteten Richtungen zu erleichtern, ist der Beweisgang unter schirferer 
Hervorhebung der Hauptpunkte noch einmal vollstindig dargestellt worden. 


$1. 
Eine direkte Bedingung dafiir, da8 § der Unstabilitétsbedingung geniigt. 


Auf § sollen endlich viele getrennte Bereiche B angebbar sein, welche 
alle Punkte mit K => 0 enthalten. Es existiere eine endliche obere Schranke 1 
fiir die Bogenlangen der in irgendeinem B enthaltenen geoditischen Segmente. 
L sei eine untere Schranke fiir die Langen der geodatischen Segmente auBer- 
halb Z B und mit beiden Fndpunkten auf dem Rande von J B. Ferner 
sei K < m? iiberhaupt und K <— ,»? in § — J B, wu + 0. Bestehen dann 
die Ungleichungen 


(1.1) ml< =, mtgml< wIgul, 


so geniigt der Unstabilititsbedingung A’). 
Der Beweis beruht auf den Sturmschen Vergleichssitzen. Die logarith- 
mische Ableitung u = y’/y ist eine Lésung der Riccatischen Gleichung 


u’ = — K — vw, 
u(+0)= +2. 


of Math. 37 (1936), S. 534—542. Unsere Bedingung kann zweifellos gemildert werden. 
Z. B. ist die in ihr enthaltene Forderung y’ > 0 unwesentlich. Man kommt sicher 
auch mit folgender Bedingung aus. Es gibt zwei positive Konstante C und c derart, daB 


a aaver-*, s>3>0 


gilt. Genauere Angaben dariiber findet der Leser im Text. Im Zusatz bei der Korrektur 
wird der Beweis unter dieser Bedingung nachgeliefert. — Durch unsere Bedingung 
wird das Vorkommen von Geodatischen ausgeschlossen, langs welchen K = 0 gilt. 
Liegen auf einer geschlossenen § mit K < 0 die Punkte mit K = 0 auf endlich vielen 
glatten Kurven, unter denen ganze Geodatische auftreten kénnen, so gilt vermutlich 
noch Satz I. Der Beweis hat eine zusdtzliche Schwierigkeit zu iiberwinden, indem die 
Hilfssitze 3. 3 und 3. 4 von § 3 etwas modifiziert werden miissen. Der Haupthilfssatz 3. 5 
bleibt vermutlich richtig. 
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8 = 8 sei eine Stelle, wo die Geodatische J B verlaBt, s = s, die nichste 
Stelle, wo sie wieder in J B eintritt, und schlieBlich s = s2 die darauf folgende 
Stelle des Wiederverlassens. Dann gelten die Ungleichungen 


(1.2) —Kope, —g S8583;; —K2—m; 3, -H 20, s.—38, 51. 
Es sei nun v (s) die bei s = s, stetige Lésung der Hilfsgleichung 

(1.3) vw =e@—e, oSsSs; vf = —m—v, 3, 58 Sh, 

mit der Anfangsbedingung (s)) = 0. Dann gilt wegen (1,2) und nach 
Sturm im ganzen Intervall (s, s,) die Ungleichung « > v, sobaid sie im An- 
fangspunkt desselben erfiillt ist. Rechnet man v aus, so ergibt sich folgendes. 


Infolge der ersten der Ungleichungen (1. 1) bleibt » im Intervall (s;, 82) stetig. 
Man findet 
nIguL—mtgml 


1+ Igub-tgml 


Infolge der zweiten Ungleichung (1, 1) hat also v (s,) auf der ganzen Fliche 
eine positive untere Schranke. Bildet man schlieBlich diejenige Lésung w/s) 
von (1, 3), fiir welche w(s ) gleich dieser Schranke a ist, so gilt, wie leicht 
zu sehen, w(s) >a. Durch Betrachtung der aufeinanderfolgenden Austritts- 
stellen aus J B, 


v(%) = 





& S0< 8% <8 <8 <... 
ergibt sich dann wegen u(0) = + o > w(0) sukzessiv u(s) >a fiir alle 
s 20. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Wir erwihnen noch eine finite Bedingung, die auch hinreicht, aber 
schwicher als die obige ist. Bereiche B und Zahlen L und / seien wie oben 
zugrunde gelegt. Hat jede geoditische Strecke der Linge L + /, deren erstes 
Stiick der Lange L in § — J B liegt, die Eigenschaft, daB die im Anfangs- 
punkt verschwindende Lésung von u’ = — K — u® auf der ganzen Strecke 
positiv ist, so ist die Unstabilitatsbedingung 4’) erfiillt. Hierbei ist § ge- 
schlossen vorausgesetzt. Allgemein ist die Behauptung richtig, wenn etwas 
mehr als bloBe Positivitat verlangt wird. 

Damit die Bedingung L > 0 iiberhaupt erfiillbar ist, mu8 jeder Bereich 
extremalkonvex sein. Dies ist der Fall, wenn B einfach zusammenhingend 
und von einer Linie positiver geoditischer Kriimmung (bei Durchlaufung 
in einem bestimmten, in B festgesetzten Drehsinn) begrenzt ist. Haben 
alle B diese Eigenschaft, so ist die untere Grenze L die kleinste der folgenden 
Zahlen. Die erste ist die Kleinstentfernung verschiedener B voneinander. 
Jede der anderen ist die Minimallinge derjenigen Linien auBerhalb Y B 
und mit Endpunkten auf einem bestimmten B, welche bei festgehaltenen 
Endpunkten nicht auf § — 2 B einem Randbogen dieses B homotop sind. 
Dies ergibt sich aus folgender Tatsache: 
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B sei ein von einer geschlossenen Kurve positiver geoditischer Kriim- 
mung (im obigen Sinne) begrenzter Bereich auf einer Fliche. AuSerhalb B 
sei die Flichenkriimmung negativ. Dann kann ein geoditischer Bogen, 
welcher auBerhalb B zwei Randpunkte von B verbindet, unter Festhaltung 
derselben nicht in einen Randbogen von B stetig deformiert werden. 

Wire dies falsch, so wiirde der Bogen zusammen mit jedem der beiden 
Randbégen von B auf der Flache ein Gebiet beranden. Doppelpunkte auf 
dem ersten Bogen sind ausgeschlossen, sonst ergibe die Anwendung der 
Formel von Gau8-Bonnet auf eine Schleife einen Widerspruch. Eines jener 
Gebiete liegt nun auBerhalb B. Anwendung derselben Formel auf dieses 
Gebiet fihrt dann ebenfalls zum Widerspruch. 

Der Sinn jeder Unstabilitatsbedingung der eingefiihrten Art ist, da8 
dem Vorkommen von K > 0 auf § Beschrinkungen auferlegt werden. Solche 
Beschrinkungen sind aber notwendig, wenn die Hauptsitze auf § und auf 
allen durch hinreichend kleine und gleichmaBig glatte Deformation von § 
erhaltenen Flachen gelten sollen. 


§ 2. 
Verlauf der Geodatischen auf der universellen Uberlagerungsfliche. 

§ ist vollstandig und zweimal stetig differenzierbar. Daher gibt es 
zwischen irgend zwei Punkten unter allen denjenigen Verbindungswegen, 
welche einer vorgegebenen Verbindung homotop sind, stets einen kiirzesten. 
Er ist geoditisch’). 

Wir bezeichnen mit @ den Anfangswinkel der von einem festen Punkte po 
von  ausgehenden geoditischen Halbstrahlen, s = 0, und fassenr = s/(s + 1) 
und # als Polarkoordinaten in der Kreisscheibe r< 1 auf. Damit ergibt 
sich eine Ein-viele-Korrespondenz zwischen den (nach obigem allefh) Punkten p 
von § und den Punkten von r < 1. Dabei variiert p(r, #) stetig. Infolge 
der Unstabilitatsbedingung A’) ist stets y > 0, s > 0, auf einem ganz be- 
liebigen Halbstrahl, d. h. es gibt keine konjugierten Punkte auf §. Aus der 
letzteren Tateache allein folgt nun die Unverzweigtheit jener Korrespondenz: 
Zu einem beliebigen Punkte in r < 1 gibt es eine Umgebung, welche nicht 
zwei verschiedene Punkte mit demselben Spurpunkt auf § enthilt (kon-. 
gruente Punkte). Im entgegengesetzten Falle wire nimlich, wie leicht zu 
sehen, der Grenzpunkt dieser Spurpunkte zu pp konjugiert. Aus der Un- 
verzweigtheit ergibt sich in geliufiger Weise folgendes. Einer stetigen 
Linie p(A) in § entspricht, wenn man einen bestimmten Bildpunkt von p(Ao) 

*) H. Hopf und W. Rinow, Uber den Begriff der vollstindigen differentialgeo- 


metrischen Fliche. Comm. Math. Helvet. 3 (1931), 8. 209. Statt der dort vorausgesetzten 
Analytizitét genigt die obige Voraussetzung. 
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in, r < 1 vorgibt, genau eine stetige Linie durch denselben in r <1. Zwei 
verschiedenen Wegen zwischen zwei Punkten auf § mégen in r <1 zwei 
Kurven mit gleichem Anfangspunkt entsprechen. Dann fallen ihre Endpunkte 
dann und nur dann zusammen, wenn die beiden Wege auf § einander homotop 
sind. 

Die Kreisscheibe stellt hiernach eine Verwirklichung der universellen 
Uberlagerungsfliche § von § dar. Wir denken uns durch die Korrespondenz 
die Metrik ds* auf sie iibertragen. In diesem Sinne sprechen wir von Langen, 
Winkeln, geoditischen Linien, infinitesimaler Parallelverschiebung usw. 
auf %. Da konjugierte Punkte nicht existieren, und da § einfach zusammen- 
hangend ist, bilden die von einem festen Punkte von § ausgehenden Strahlen 
auf § auBerhalb dieses Punktes ein Feld von Geoditischen. Zwei verschiedene 
Geoditische kénnen sich auf § nur einmal schneiden. Zusammenfassend: 
Zu irgend zwei Punkten von % gibt es auf % eine und nur eine kiirzeste Ver- 
bindung; sie ist geoddtisch. Von zwei Punkten von & gilt dasselbe, wenn man 
sich auf Wege einer Homotopieklasse beschrinkt. Da auf § ein geoditischer 
Bogen die kiirzeste Verbindung seiner Endpunkte ist, folgt: Auf % konvergiert 
jeder geodatische Strahl gegen die Grenze von §. 

Die Entfernung zweier Punkte auf oder auf § wird im folgenden 
mit s(p,, Pg) bezeichnet. Dabei wird in Zweifelsfillen stets angegeben, 
ob oder § zugrunde gelegt ist. Offenbar ist s (p;, pa) auf F der Kleinstwert 
aller s (p1, Pz) fiir irgend zwei Bildpunkte 7), p2 auf §. 

Wir bezeichnen mit 2 (Q) den Raum der gerichteten Linienelemente P 
auf (3). Die Korrespondenz zwischen und § definiert eine analoge 
Korrespondenz zwischen 2 und Q. Eine Metrik wird in 2 und Q durch 
(2. 1) do® = ds* + dy? 
eingefiihrt. Dabei bedeutet ds die Entfernung der Trigerpunkte und dy 
den Winkel, welchen die lings der geoditischen Verbindung ds unter fest- 
gehaltenem Winkel mit ihr verschobene erste Richtung im zweiten Punkte 
mit der zweiten Richtung bildet (Parallelverschiebung lings ds). Damit 
ist ein regularer Entfernungsbegriff o (P,, P,) in Q und Q definiert. Auch 
von ihm gilt das iiber s Gesagte. Von irgend zwei Elementen P,, P, und 
ihren Tragerpunkten p,, p2 gilt in §, Q und auch in §, 2 


(2. 2) 8 (Pi, Pe) So (Py, Ps) S 8 (pi, po) + 2. 


Die zweite Ungleichung ergibt sich, indem man das erste Element lings der 
geodatischen Verbindung von p, mit pz parallel verschiebt und dann durch 
eine Drehung mit dem zweiten zur Deckung bringt. Dieser Weg von P, 
nach P, besteht aus zwei Stiicken; auf dem ersten ist dy = 0, auf dem zweiten 
ds = 0. SchlieBlich sei noch folgendes iiber das Lebesguesche Volumma8 m, 
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das durch dm = dod@ in Q und Q definiert ist, bemerkt. Carathéodorysche 
m-MeBbarkeit einer Menge M in Q ist mit der m-MeBbarkeit der Menge M 
aller Bildpunkte aller Punkte von M in Q gleichbedeutend. Insbesondere 
kénnen M und M immer nur gleichzeitig m-Nullmengen sein. Zum Beweis 
beachte man, da8 die Gruppe der Decktransformationen von 2 in sich, durch 
welche aus 2 wieder 2 entsteht, eigentlich diskontinuierlich ist. In & laBt 
sich ein m-meBbarer Fundamentalbereich B angeben, der mit seinen abzaihlbar 
vielen Kopier Q einfach iiberdeckt. Es gilt allgemein m(M) =.m(BM’). 
Die Behauptung folgt, wenn man die Invarianz von m gegeniiber der Gruppe 
beachtet. 


§ 3. 


Asymptotische Geodiitische. Formulierung der Hilfssitze. 
Klasseneinteilung. 


Zwei geoditische Halbstrahlen  heiSen zueinander asymptotisch, wenn 
mit einer passenden Zahl a auf § 


(3. 1) 8 (Pp 44> P,) > 9, t+ @ 


gilt; dabei bedeuten p, bzw. p, den laufenden Punkt auf dem einen bzw. 
anderen Halbstrahl und ¢ die Bogenlinge. Analoges definieren wir auf § 
(mit dem Distanzbegriff auf ). Zwei Halbstrahlen in § sind sicher in § 
asymptotisch, wenn zwei geeignete Bildstrahlen in § asymptotisch sind. 
Die Umkehrung hiervon wird im folgenden nicht gebraucht. Sind auf ¥. 
zwei Halbstrahlen zu einem dritten asymptotisch, so sind sie es offenbar 
zueinander. 

Wir fiihren nun eine Reihe von Satzen, die fiir den Beweis der Haupt- 
sitze von groBer Wichtigkeit sind, ohne Beweis an. Ihre Beweise werden 
der Ubersichtlichkeit halber im letzten Teil der Arbeit dargestellt werden. 

Zunachst: Die in der Strahlrichtung orientierten Linienelemente auf 
zwei asymptotischen Halbstrahlen haben die Eigenschaft 


(3. 2) a (P1,4, P,) +9, t> @. 


Dies gilt in O und erst recht in Q bei entsprechend aufgefaBtem o. 
Auf § gelten zwei fundamentale Siatze. 


Satz 3.1. Auf § geht von einem beliebig gegebenen Punkt ein urid nur 
ein Halbstrahl aus, der zu einem beliebig gegebenen Halbstrahl asymptotisch ist. 

Eih Halbstrahl auf § heiSt positiv asymptotisch zu einer gerichteten 
Geodatischen auf %, wenn er es zu einem positiven Teilstrahl derselben ist. 
Zwei Strahlen (gerichtete Geodatische) auf sind zueinander positiv (negativ) 
asymptotisch, wenn positive (negative) Halften derselben es sind. 
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Satz 3.2. Zu 2wei Halbstrahlen auf %, die nicht zueinander asymptotisch 
sind, gibt es einen und nur einen Strahl auf §, 2u welchem der erste positiv und 
der zweite negativ asymptotisch ist. 

Zufolge der Satze 3.1 und 3.2 lassen sich auf § die gerichteten Geo- 
datischen = Strahlen durch zwei Winkelkoordinaten 9, v2 charakterisieren. 
Man lege auf § einen festen Punkt po und eine feste Richtung in demselben 
zugrunde. H, sei der von po aus in dieser Richtung laufende Halbstrah]. Zu 
einem beliebigen Strahl S gehéren dann zwei Winkel 9, 2; 91 (2) ist 
der in pp gebildete Winkel von Hy bis zu demjenigen, von pp ausgehenden 
Halbstrahl, welcher zu S negativ (positiv) asymptotisch ist. Die Winkel 
charakterisieren die ,,unendlich fernen Punkte“ von S. Es ist stets p,; + go. 
Sonst waren zwei Halften von S zueinander asymptotisch, was nach Satz 3. 1 
(Eindeutigkeit) unméglich ist. Umgekehrt bestim- 
men nach Satz 3.2 zwei voneinander verschiedene 
Winkel 9, m2 genau einen Strahl auf §. Aus 
dem Vorangehenden folgt: Zwei Strahlen in § sind 
dann und nur dann zueinander positiv asymptotisch, 
wenn sie dieselbe g_-Koordinate, negativ asympto- 
tisch, wenn sie dieselbe g,-Koordinate besitzen. 

Diejenigen Strahlen in {, welche den Halb- 
strahl H, schneiden (sie schneiden ihn dann nur ‘% 
einmal), sind auch durch die Entfernung s des Schnitt- Fig. 1. 
punktes von pp und den Schnittwinkel « charakterisiert (Fig. 1). Die Para- 
metertransformation 

(P1, P2) +— (8, a) 
ist eineindeutig und hat die folgende Eigenschaft. 
 Hilfssatz 3.3. Die ersten partiellen Ableitungen von 9, 2 nach 8, a 
sind stetig in 8,a. Die Funktionaldeterminante der Transformation ist fiir 
«a + 0, 2 von Null verschieden. 

Der Beweis dieses Satzes griindet sich auf den 

Hilfssatz 3.4. Ordnet man vermittels asymptotischer Halbstrahlen die 
Richtungen in einem Punkte von % den Richtungen in einem anderen Punkte 
von % zu und sind B,y ihre Winkel mit festen Richtungen in diesen Punkten, 
so ist dy/dB vorhanden und stetig. Zusatz: Lapt man den wweiten Punkt auf 
eimem festen Strahl durch den ersten variieren, so haingt die Ableitung auch 
stetig von B und der Bogenlinge s auf dem Strahl ab. y wird dabei vom Strahl 
an gerechnet. 

Man betrachte nun eine gegeniiber der geoditischen Strémung in 2 
invariante Punktmenge in 2, m:.a.W. eine Menge von Stromlinien in 2. 
Jeder dieser Stromlinien entsprechen viele Stromlinien in Q. Jede der letzteren 
ist wiederum durch ein Winkelpaar ,, gy: charakterisiert. 
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Haupthilfssatz 3.5. Hine strémungsinvariante Punktmenge in Q hat 
dann und nur dann das m-Maf Null, wenn die gesamte entsprechende Punkt- 
menge auf dem (1, 92)-Torus das Maf {{dqdq_ Null besitzt. 

Die zwei Klassen von Flachen §. Wir sagen von einem Halbstrahl 
auf §, er ende auf § im Unendlichen oder in unendlicher Entfernung, wenn 
seine Punkte p der Grenzbeziehung s (pp, p;) > ©, t-> @, geniigen. Hat 
von zwei auf § zueinander asymptotischen Halbstrahlen einer diese Eigen- 
schaft, so hat sie auch der andere, wie man sofort einsieht. Die Anfangs- 
richtungen derjenigen, von einem festen Punkte py von  ausgehenden Halb- 
strahlen, welche auf im Unendlichen enden, bilden nun, wie leicht zu zeigen, 
eine im Sinne des gewéhnlichen WinkelmaBes meBbare Winkelmenge. Ist 
sie eine Nullmenge, so ist die in einem anderen Punkte py von § analog defi- 
nierte Richtungsmenge ebenfalls eine Nullmenge. Dies folgt durch Richtungs- 
zuordnung vermittels asymptotischer Halbstrahlen aus dem Hilfssatz 3. 4; 
da die Ableitung von Null verschieden sein mu8, gehen Nullmengen in Null- 
mengen iiber. Durch diese Tatsache ist die in der Einleitung beschriebene 
Klasseneinteilung gerechtfertigt. 

Hat % endlichen Flacheninhalt, so gehért § zur ersten Klasse. Wegen 
der in 2 geltenden Ungleichung (2.2) endet naimlich ein Halbstrahl in § 
dann und nur dann im Unendlichen, wenn dasselbe bei der entsprechenden 
Stromlinienhalfte in Q der Fall ist. Nach dem Poincaréschen Wiederkehr- 
satz bilden aber die Stromlinien, welche diese Eigenschaft haben, eine m-Null- 
menge M von Punkten P in 2. Bezeithnet man mit u (p) das WinkelmaB 
der vom Punkte p von  ausgehenden und im Unendlichen endenden Halb- 
atrahlen; so gilt nach Fubini 


m (M) = | u (p) do. 
Daraus folgt die Behauptung, da entweder stets 1 = 0 oder stets u > 0 ist. 


§ 4. 
Beweis der Hauptsatze. 


Beweis von Satz I. Wir beschrinken uns auf Flachen endlicher Ober- 
flache O (#). Dann ist auch m (Q) = 2 a O (%) endlich. Von der geoditischen 
Strémung T,(P) = P, gilt daher der Birkhoffsche Ergodensatz: 

Ist die Funktion /(P) in 2 m-summierbar, so existieren, wenn man von 
einer m-Nullmenge in 2 absieht, in jedem P die langs der Stromlinie kon- 
stanten Limites 

T 
if 


0 
fE(P) = Jim a | 1(P)de, MFP) = Jim % | 1(Pode 
-—T 
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Jedes der beiden Zeitmittel /*(P) ist summierbar und geniigt fiir jede be- 
schrinkte, m-meBbare und stromungsinvariante Funktion p(P) der Gleichung 


fr gdm = (ft pdm. 
a 2 
Fast iiberall in 2 ist 
ff = ff. 
Die Strémung heiSt ergodisch, wenn /*(P) fiir beliebiges /(P) fast 


iiberall konstant ist. /* ist dann gleich dem m-Mittel von f. Fiir die Ergodizitat 
ist die Konstanz von /* fiir solche / hinreichend, welche im Sinne der Distanz 


S\t-glam 


im Raume aller obigen / dicht liegen. 

Wir kénnen voraussetzen, da8 f(P) im Sinne der Distanz ¢ in Q gleich- 
maBig stetig ist. Liegen nun P und P’ auf zwei zueinander positiv asympto- 
tischen Stromlinien, so gilt bei passendem a 

lim [f (P,,.) — f (P)] = 0. 


Also miissen die Zukunftsmittel /$(P) und /}(P’) einander gleich sein, wenn 
eins von ihnen existiert. Analoges gilt von den Vergangenheitsmitteln, wenn 
die Linien negativ asymptotisch sind. Wegen /f = ff kénnen sich die beiden 
Mengen 


(4.1) f* (P) =z 
und 
(4. 2) it (P) Sz 


nur um m-Nullmengen unterscheiden. Die behauptete Konstanz folgt nun, 
wenn bei beliebigem z gezeigt wird, daB entweder die Menge (4. 2) oder ihre 
Komplementarmenge eine m-Nullmenge sein mu8. Dieser Nachweis gelingt 
aufs .einfachste, wenn man die den Stromlinienmengen (4. 1) und (4. 2) ent- 
sprechenden Punktmengen auf dem Torus ®,x®, betrachtet; mit ®, sind 
die beiden g,-Kreislinien bezeichnet. Nach Obigem hat die Menge (4. 1) 
die Eigenschaft, mit einem Punkte (9, p2) auch alle Punkte (9, gy) zu 
enthalten, also eine Produktmenge A; ®, zu sein. Ebenso ist (4. 2) von der 
Form ®, x Ag. Nach dem Haupthilfssatz 3. 5 kénnen sich diese beiden Mengen 
von ihrem Durchschnitt A, A, nur um Mengen vom Ma8 ff 29,492 Null 
unterscheiden.. In diesem Sinne ‘sind also A, x A, und A,X A, Nullmengen, 
A, = ©, — A,. Ist nun (4. 2) keine m-Nullmenge, so ist A; keine Nullmenge 
auf ®,. Daraus folgt, daB A, auf ®, eine Nullmenge ist, und schlieBlich, 
da8 A, auf ®, das Ma8 Null hat. Nach dem Haupthilfssatz ist also die Kom- 
plementirmenge von (4.2) eine m-Nullmenge. Damit ist Satz I bewiesen. 
39° 
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Fiir gleichmaBig stetiges / (P) ergibt sich aus obigem eine etwas schirfere 
Fassung des Satzes. Ist p ein beliebiger Punkt auf der Fliche, so ist im Sinne 
. des WinkelmaBes fiir fast alle P in p das Zeitmittel /* von f gleich dem m-Mittel 
von f. 

Die Formulierung des Satzes im Falle, da8 § zur ersten Klasse gehért, 
aber unendliches O (#) hat, findet der Leser in Hopf I. 

Beweis von Satz II. Aus der Zugehérigkeit von § zur zweiten Klasse 
folgt, daB die fiir ¢-+ +o im Unendlichen von 2 endenden Stromlinien 
in-2 eine Menge positiven m-MaBes bilden. Nach einem allgemeinen Satze 
iiber solche Stromlinien kann sich diese Menge von der Menge derjenigen 
Stromlinien, welche fiir t-» —oo im Unendlichen enden, nur um m-Null- 
mengen unterscheiden. LaSt man nun die beiden Mengén an die Stelle der 
Mengen (4. 1) und (4. 2) im vorangehenden Beweis treten, so ist der Beweis 
wortlich derselbe wie oben. 


§ 5. 
Beweis von Satz 3. 1. 


Statt A’ wird die schwichere Voraussetzung zugrunde gelegt, dab K 
beschrinkt ist und daB die Lésung y(s), s > 0,. von 


(6. 1) SY 4+ Ky =0, 


welche y (0) = 0, y’ (0) =1 erfiillt, fiir beliebige Halbstrahien den Un- 
gleichungen 


(5. 2) LE > Cem, & > 8, > 0, 


mit festen C > 0, c > 0 geniigt. Sie reicht fiir die Giiltigkeit aller Satze 
von § 3 aus; nur dem Beweis von Satz 3. 2 wurde A’ zugrunde gelegt. Wahr- 
scheinlich ist aber auch er unter der schwiacheren Bedingung richtig. 

Wir ziehen zunichst einige einfache Folgerungen. Durch Integration 
von (5.1) iiber (0, s) folgt leicht 


Law 3 
(5. 3) z— <G 


auf {. Zwei verschiedene Lésungen von (5.1) schneiden sich héchstens 
einmal. Es gibt eine und nur eine Lésung z(s) von (5.1), die den Rand- 
bedingungen z(0) = 1, z(+o) = 0 geniigt. Man betrachte nimlich die 
eindeutig bestimmte Lésung z(s;A) mit z(0)=1, z(A)=0. Wendet 
man (5. 2) auf den Halbstrahl an, der bei s = A beginnt und die umgekehrte 
Richtung hat, so folgt 


(5. 4) O< 20) Ss 5e-, sm 0, 
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mit z = z(s; A), s< A. Diese GréBe nimmt nun bei festem s mit A > o 
monoton zu. Die Grenzfunktion existiert und erfiillt (5.4). Offenbar ist 
z (s) eindeutig bestimmt. z kann durch y ausgedriickt werden. Aus zy’ — 2’ y 
= const = 1 folgt 


—, > 


(5. 5) z(s; A) = y(s) a z(s) = z(8; o). 


Weiter folgt 2’ (A; A) y(A) = —1 und daher 
A 

(5. 6) £(0; A= — tgs + | 26:4) Kae, 
0 


Nun hangt y stetig von s und dem Anfangselement des Halbstrahls ab. Also 
ist es auch bei z(s; A) der Fall. Aus leicht ersichtlichen GleichmaBigkeits- 
eigenschaften der Konvergenz fiir A — oo folgt Ahnliches fiir z(s) und 


(5. 7) 2'(0) = {2(s) K ds. 
0 
Die von einem Punkte von § ausgehenden Halbstrahlen bilden nun in 
§ ein Feld. In geoditischen Polarkoordinaten r = Entfernung vom Pol 
und # = Winkel mit fester Richtung im Pol lautet das Bogenelement 


(5. 8) ds? = dr? + y (r, 0) d#?2, 


wo fiir # = const das y (r, 8) die oben betrachtete Lésung von (5.1) mit 
r statt s ist. Die Kreise schneiden die Radien senkrecht. 

S sei ein Strahl, der die Radien schneidet. Der Schnittwinkel « = Winkel 
zwischen der positiven Richtung von S und der negativen Richtung des 
Radius geniigt dann lings S der Gleichung 


(5. 9) 5 = % sin a.) 


*) Far das Bogenelement ds* = du? + Edv* ist nach GauB lings einer Geo- 
datischen G 
da _ soa VE 
dv ou 
Vgl. etwa Bianchi, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie, S. 155. Ist ds das Bogen- 
element lings G, so wird wegen VEdv = sinads 


dx l oye 





is VE Oe 
Diese Gleichung gilt fiir den Winkel « zwischen ds und der Richtung wachsender u 
auf » = const. Daher das umgekehrte Vorzeichen in (5, 9). 











602 E. Hopt.- 


Beweis von Satz 3. 1. Wir erinnern an die am Anfang von § 3 gegebene 
Definition des Symbols p,. H sei nun der gegebene Halbs*rahl in § mit dem 
Anfangspunkt p, p’ der auBerdem vorgegebene Punkt. H(T) sei der Strahl, 
welcher p’ mit dem Punkte py auf H verbindet. Wir betrachten p’ als An- 
fangspunkt. q (7') sei auf H (7) vor pr derjenige Punkt, der von pz ebenso- 
weit entfernt ict wie p, 

8 (q(T), pr) = 8 (Pp, pr) = T. 
Dann ist, gq = q(T), 
(5. 10) s(p’,q) = |8(P’, pr) — 8 (q, P2)| 

= |s(p’, pr) — 8 (Pp, Px)| S8 (Pp, P’)- 

Fiir 7 -> @ haben die Punkte g daher mindestens einen Haufungspunkt q’. 
Man darf g’ + p’ annehmen, denn sonst kénnte man statt p den Punkt p,, 
s > 0 fest, auf H als Anfangspunkt von H betrachten, und die neven Punkte q 
waren dann die Punkte g, auf H (7). Fiir eine passende Folge von Werten 
T + @ gilt nun g(T) > q’, und H (T) konvergiert gegen den Halbstrahl H’ 
von p’ durch q’ 5). Gleichzeitig konvergiert q (7), auf H (7) gegen q¢; auf H’. 
Wir zeigen, da8 H’ zu H asymptotisch ist. 

Wir kénnen annehmen, daB p’ nicht auf H oder seiner Verlingerung 
liegt, da sonst alles trivial ware. Der Bogen pp’ schneidet dann H in p (und 
nur in p). Wir betrachten nun alle Strahlen von den Punkten dieses Bogens 
zum Hilfspunkt p; auf H. Sie erfiillen bei py einen Winkelraum einfach. 
Wir betrachten ferner alle in diesem Raum enthaltenen geodatischen Kreis- 
bégen um pr und bezeichnen mit /(t) die Lange desjenigen von ihnen, welcher 
im Punkte p, auf H beginnt. Er endet in ¢ (7), auf H (7). Betrachtet man 
pr als Pol, so ist 

1) = fy, 0 de, r= ft, 
wo iiber jenen Winkelraum integriert wird. Wegen (5. 2) ist nun 


(5. 11) IQ) < Zenet-L(e), O<<t. 


Hieraus kann man leicht schlieBen, daB H’ zu H asymptotisch ist, wenn 
gezeigt werden kann, daB | (t’) etwa fiir t’ = s (p, p’) bei dem Grenztibergang 
T — © beschrinkt bleibt. Verschiebt man p’ lings pp’ und wendet man 
(5. 10) an, so sieht man, daB der besagte Bogen ganz im geoditischen Dreieck 
pp’ p, liegt. Die Behauptung ist dann eine Folge des Lemmas: 

Die Lange eines um eine Ecke eines geodatischen Dreiecks gezogenen und 
innerhalb desselben liegenden geoditischen Kreisbogens ist kleiner als C-} 
mal der gegeniiberliegenden Seite (C ist das C von (5. 2)). 


5) Man sieht ibrigens sofort, daB <j pp’p, mit wachsendem T zunimmt und 
kleiner als x bleibt. 
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Der Beweis ergibt sich leicht mit Hilfe von (5. 2), wenn man den Bogen 
vermittels der von der Ecke ausgehenden Strahlen auf die Seite abbildet. 

AnschlieBend beweisen wir (3. 2). Eine obere Schranke von o (P,, ,, P,) 
bei festem ¢ erhilt man in derselben Weise wie bei der Ableitung von (2. 2) 
durch Parallelverschiebung der ersten Richtung lings der geoditischen 
Strecke p,,, p, und eine nachfolgende Drehung. Der Winkel Aa dieser 
Drehung ist nicht gréBer als das Streckenintegral fiir den Winkel « mit 
der Asymptotenschar 


Hier kann man vor dem obigen Grenziibergang T —~ © (5.9) und (5. 3) 
anwenden. Nach erfolgtem T -> o folgt dann 


da 
ds 





ds. 





o (Py 4 gsPi) S (i + 61) 8 (Pes os Pi)s 
und damit (3. 2). 

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von H’ zu beweisen. Sie folgt aus der 
schirferen Aussage: Haben zwei verschiedene Halbstrahlen H’, H’’ denselben 
Anfangspunkt p’ =-p” und beziehen sich die Symbole p, bzw. p, auf H’ 
bzw. H"’, so wichst s (p; , p,) fiir t > oo tiber alle Grenzen*). Wire dies nicht 
der Fall, so wiirde auf Grund des obigen Lemmas folgen, daB es geoditische 
Kreisbégen von H’ nach H” um p’ gibe, die bei beliebig groBem Radius 
beschrankte Lange hitten. Dies wiirde der Voraussetzung (5. 2) widersprechen. 
Damit ist Satz 3.1 vollstaéndig bewiesen. 


§ 6. 
Beweis von Satz 3, 2. 
(5. 9) gilt langs eines Strahles S in einem Felde von Halbstrahlen mit 
gemeinsamem Anfangspunkt. « war der Schnittwinkel mit der negativen 


Richtung des Halbstrahls. Ist A die jeweilige Distanz des Pols vom Schnitt- 
punkt und setzt man t = A —r, so folgt 


yr _ 2 yr, 6) |* 
Y lr=A or y (A, ?) r=A 


Verlegt man nun den Pol. lings einem Feldstrahl riickwarts ins Unendliche, 
so wird aus (5.9) formal 


= — %(t; A)|r—o. 
(6. 1) = — 29 s8ina 


6) Bei der Anwendung auf die Eindeutigkeit beriicksichtige man: Fir zwei 
asymptotische’ Halbstrahlen mit gleichem Anfangspunkt ist notwendig a = 0. 
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fiir den Schnittwinkel mit der positiven Richtung in einem Felde positiv 
asymptotischer Strahlen; 2, =2z’(0) wurde am Anfang von §5 definiert 
und bezieht sich hier auf (5.1) lings dem im Schnittpunkt beginnenden 
(positiven) Feldhalbstrahl. Die strenge Rechtfertigung des Grenziiberganges 
gelingt leicht bei der integrierten Form von (5.9), wenn man die erwahnte 
GleichmaBigkeit beziiglich des Anfangselementes in z’ (0; A) — z’ (0) beriick- 
sichtigt ”). 


Aus (5.3) folgt 
(6. 2) l%| Se 
auf §. Ist die schirfere Voraussetzung A’ erfiillt, so ist dariiber hinaus 
(6. 3) A’: —%2c>0 
auf §. 


Beweis von Satz 3.2. Man kann die beiden gegebenen Halbstrahlen 
durch solche, H, und H,, mit gemeinsamem Anfangspunkt p ersetzen. Nach 
Voraussetzung ist dann H, + Hz. Man betrachte einen Strahl S durch p 
derart, daB H, und H, auf verschiedenen Seiten von S liegen. Ferner betrachte 
man die beiden Asymptotenfelder, welchen H, bzw. Hz angehéren, und die 
Anderung der beiden Schnittwinkel a und a, lings .”, a; = a, (s). Wegen 
(6.1) und (6.3) wichst a, mit wachsendem s von a,(— «) = 0 bis 
a,(+ ©) = m. Genau einmal tritt daher «,; + a, = a ein. Dann erginzen 
sich aber die beiden Feldhalbstrahlen zu einem Strahl mit den gewiinschten 
Eigenschaften. 

Wir -wollen die Eindeutigkeit noch unter der schwacheren Bedingung 
beweisen. Sind zwei Strahlen S, und S, zueinander sowohl positiv wie negativ 
asymptotisch, so ist notwendig S, = S,. Dies folgt aus dem folgenden Satz. 

6 > 0 sei beliebig vorgegeben. Zu jedem ¢ > 0 gibt es dann ein L > 0 
mit folgender Eigenschaft. Sind B, , By, zwei geoditische Bogen der Lange > L, 
deren Anfangspunkte ebenso wie ihre Endpunkte um weniger als 6 voneinander 
entfernt sind, so hat B, Punkte in der e-Umgebung des Mittelpunktes von B,. 

Wie leicht zu sehen, kann man sich beim Beweise mit dem Fall eines 
gemeinsamen Anfangspunktes p begniigen. Die Endpunkte seien p, und po. 
Der geoditische Kreis vom Radius | — b, | = Lange von B,, um p wird 
durch B, und B, in zwei Bogen zerlegt, von denen einer ganz im Dreieck ppp; 
liegt. Seine Liinge ist nach dem Lemma von § 5 kleiner als C-1 b. Die Lange 
des Bogens durch den Mittelpunkt von B, ist daher wegen (5. 11) kleiner als 


C'-2 b exp {— c(l — b — 41)} < C-* b exp{—c(§L — 5)}. 
Daraus folgt der Satz. 


7) Man beriicksichtige ferner, daB bei dem Grenziibergang jedes « bei festem 3 
sich monoton Aindert und kleiner als 2 bleibt. 
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, $7. 
Beweis der Hilfssitze von § 3. 

Wir betrachten noch einmal die in §5 definierten Lésungen z (s; A) 
= 2(s,a; A) und z(s) = z(s, a) von (5. 1) lings eines Halbstrahls mit festem 
Anfangspunkt, aber beliebigem Anfangswinkel « mit einer festen Richtung. 
Es war bereits bewiesen worden, daB z, = z’(0) eine auf § stetige Funktion 
des Linienelementes ist. Es ist nun entscheidend fiir den Beweis der Hilfs- 
sitze, daB 

dz 
“da 
existiert. Wir behaupten, daB diese Ableitung ebenfalls stetig vom Linien- 
element abhiangt. : 

Bisher wurde nur von der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit 
von § und allein von Vor. A’) Gebrauch gemacht. Wir benétigen zum Be- 
weis der Behauptung auch die dritten Ableitungen und Vor. B’). Da8 


u = u(s,a;A) = 2, (8, a; A) 


vorhanden ist und stetig von s,a abhangt, folgt aus klassischen Sitzen. 
u geniigt der formal differenzierten Variationsgleichung 


(7.1) Fa + Ku = — Ku2(s,0; A) 


und verschwindet fiir s = 0,A. Nach (5.8) kann unter Verwendung der 
Richtungsableitung normal zum Strahl K’, = y(s,a)dK/ds geschrieben 
werden. Aus (5.1), mit z statt y, und (7.1) folgt 
(uz —uz2') = — es 2zy, 

und durch Integration wegen der Randbedingungen fiir uw und z = z (8, a; A) 

A 
(7. 2) u, (0,a; A) = - z,(0,a; A) = - zt yds. 

0 


Zum Beweise unserer Behauptung geniigt der Nachweis, daB der Integrand 
(7.8) SH (5,0) 2*(8,0; A) y (8, a), 


der fiir beliebiges festes A stetig von s, a abhingt, 0 < s < A, in allen diesen 
Intervallen absolut unter einer festen integtablen Funktion von s allein 
liegt®). Die Behauptung folgt dann durch Grenziibergang A —> o. Nun 


8) An der betreffenden Stelle in Hopf I war beim Beweise ein Versehen unter- 
laufen. Seine Berichtigung ist leicht, und ich nehme an, daB der Leser sie selbst aus- 
fihren konnte. — Bei dieser Gelegenheit sei noch bemerkt, daB der Passus in der 
dritten Zeile auf S. 293 falsch ist, aber ohne weiteres weggelassen werden kann. 
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ist nach (5.5) die Wurzel zy* aus dem Produkt des sweiten und dritten 
Faktors gleich 


A 


A 
v0) |r — vol Fa dt. 


Wegen (5. 2) ist fir 9 < s< A das Integral rechts kleiner als 





1 
2cC?° 





O-*fe-teu-odt = 
’ 


Fiir s > 1 hat also (7.3) die Majorante 


ce y (1) < C**e-¢# 
5 ya) ye) ~ ; 
Fiir s < 1 ist die gleichmaBige Beschrinktheit von (7. 3) direkt zu erkennen. 
Aus alledem folgt 


dz; 
0 
z = z(s,a), und man sieht leicht, daB diese GréBe eine stetige Funktion des 
Linienelementes ist. 

Beweis von Hilfssatz 3.4. Man verbinde beide Punkte durch eine 
geoditische Strecke 8,0 < s < s*. 8, y seien von S an gezahlt. Der Schnitt- 
winkel « (s) in dem jeweiligen Asymptotenfelde, welchem die beiden Halb- 
strahlen angehéren, erfiillt lings S die Differentialgleichung 


$2 = — sing, % = f (s,a). 





Dabei ist « (0) = 8, a (s*) = y. Nach obigem wissen wir, daB f und 0//d« 
stetige Kunktionen von s,a sind. Nach einem wohlbekannten Satz ist also 
die Ableitung von « (s;#) nach dem Anfangswert § vorhanden und in s, 8 
stetig. Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen. Aus Symmetriegriinden 
isi’ natiirlich dy/dfp + 0. 


Beweis von Hilfssatz 3.3. Aus der vorangehenden Betrachtung 
folgt in Verbindung mit den Satzen iiber stetige Abhingigkeit von Anfangs- 
werten, daB 9, (s,«), p2(s,a) stetige Funktionen sind. Ebenso « (s, 7;) 
und « (8, @). 


Q 
— 





a9, = 
da | 


Fai 
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(bei festem s) hingt nach dem vorangehend bewiesenen Satze stetig von 
8, 1, also auch stetig von s,a ab. Analoges gilt von wg: Nach dem Theorem 
iiber implizite Funktionen, angewandt auf « (@,, 8) = const, ist 


asl, 
“Oi Et 


08 |e 








9, 
Die Anwendung ist berechtigt, denn vom Nenner gilt Hilfssatz 3.4, d. h. 
Stetigkeit in s, m, und Nichtverschwinden, und der Zahler ist nach (6. 1) 
gleich — 2, sina, was ebenfalls stetig von s, m, abhingt. Die linke Seite 
hangt damit stetig von s,« ab. Gleiches gilt von m2. Der erste Teil des Hilfs- 
satzes ist also bewiesen. Die Funktionaldeterminante ist nun nach obigem gleich 


Oa da 
e, 8 1 


ae 

Oa] dal 

Era s I, 

Der Zahler ist nach (6.1) gleich sin « [(z5); + (2)2]; die Vorzeichenanderung 
riihrt daher, daB bei dem Subtrahend im Zahler x — « der Winkel ist, von 
dem (6.1) gilt. Das Verschwinden der eckigen Klammer ist aber unméglich. 
Sonst hatte man namlich eine Lésung z (s) der Gleichung (5. 1) lings eines 
ganzen Strahles, welche den Bedingungen z(+ o) = 0, z(0) = 1 geniigen 
wiirde. Die Unméglichkeit hiervon folgt leicht aus (5. 2), wenn man den Null- 
punkt auf dem Strahl nach — o verlegt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Beweis des Haupthilfssatzes 3.5. Die Menge von Stromlinien 

hat dann und nur dann das Ma8 m = 0 in 2, wenn es bei der Menge aller ent- 
sprechenden Stromlinien in Q der Fall ist. Oder: Wenn es bei derjenigen 
Teilmenge dieser Menge zutrifft, bei welcher die Strahlen einen festen Halb- 
strahl H, in § schneiden; denn man kann abzahlbar viele Hy so angeben, 
da8 jeder Strahl in  mindestens einen von ihnen schneidet. Fiir festes Hy 
sind die Schnittstrahlen durch s,« gekennzeichnet. Die Linienelemente 
auf ihnen lassen sich durch die Koordinaten t, s,« charakterisieren, we T 
die MaBzahl der Strecke vom Schnittpunkt zum Trigerpunkt bedeutet. 
Man iiberlegt sich leicht, daB dm = sina da ds dt ist. Daraus ergibt sich: 
Fiir eine Menge der erwahnten Art ist dann und nur dann m = 0, wenn die 


Menge der Schnittelemente das Ma8 fj ds da = 0 besitzt. Hieraus und aus 
Hilfssatz 3.3 folgt der Haupthilfssatz. 














Zusatz bei der Korrektur. 


Beweis der Hauptsdtze auf Grund der schwdcheren Unstabilititsbedin- 
gung (5. 2). Es braucht nur noch die Existenzbehauptung des Satzes 3. 2 aus 
dieser Bedingung hergeleitet zu werden. Man gehe wieder von zwei verschie- 
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denen Halbstrahlen H’, H” auf § mit gemeinsamem Anfangspunkt p, aus und 
betrachte die geoditische Verbindungsstrecke eines Punktes p’ auf H’ mit 
einem Punkte p” auf H’’. Zum Beweise der Behauptung geniigt der Nachweis, 
da8 fiir p’ > o und p” — o d-: Minimalentfernung A zwischen pp und p’ p”’ 
beschrank’ bleibt. 

Der Flacheninhalt des Dreiecks pop’ p” ist wegen (5.8) mit p» als Pol 


(1) F = [{y(r, 0) drdo. 
Es sei h > 1. Dann folgt mit Riicksicht auf (5. 2) 


a ; A 
fydr >{udr > Cy(l, 6) [ e¢—dr, 
i 


also 
(2) F > C*0,(¢°-» — 1), 
unter #, den Winkel bei p, verstanden. (2) gilt natiirlich auch fiir h < 1. 
Andererseits zerlege man das Dreieck durch die kiirzeste Strecke von p, zur 
Strecke p’p” in zwei Teildreiecke D’, D’’. Auf sie wende man (1) mit p’ 
bzw. p” als Pol an. Nach (5. 2) ist nun in jedem Falle 
fydr < 0%, 

wo y der Wert im Endpunkt der Integrationsstrecke — der letztere liegt auf 
der gemeinsamen Seite der Teildreiecke — ist. Wegen yd? < ds = Bogen- 
element auf jener Seite gilt von den Dreiecksinhalten 

F< C**h, F” < C**h. 
Hieraus folgt in Verbindung mit (2) die Behauptung. Zugleich folgt, daB die 
Flache des Dreiecks beschrankt bleibt. 

Topologische Natur der Flichen %. Die geschlossenen Flaichen der be- 
trachteten Art stellen gestaltlich keine anderen Typen als die speziellen 
Flachen negativer Kriimmung dar. Die curvatura integra einer Fliche § ist 
némlich negativ. Zum Beweise dieser Tatsache beachte man, daB die in § 5 
und 6 betrachtete GréBe z,, die im Elementraum 2 eine stetige Funktion 
w(P) darstellt (w + 0), lings einer Stromlinie die Riccatische Gleichung 
dw 
qi = — K —* befriedigt. Wegen 

| w(t, P) dm = | w(P)dm 
a 2 
ergibt sich 
2a | Kdo = [Kam = —f wdm. 
R 


(Eingegangen am 19. 4, 1940.) 
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§ 11. 
Ein allgemeiner Satz tiber dreigliedrige Zyklen. 


Wahrend in.. Teil (Math. Ann. 117, 8.415) nach Gewinnung einiger Siatze, 
die sich auf ein beliebiges m beziehen, der Beweis der Minkowskischen Ver- 
mutung im R,, fiir » < 5 trivial war und auch fiirm = 6 nur wenig Miihe 
kostete, war fiir » = 7 und erst recht fiir n = 8 noch.eine ziemliche Kraft- 
anstrengung erforderlich. In diesem zweiten Teil wird nun der Beweis fiir 
n = 9 erbracht. Dabei steigen erwartungsgemaB die Schwierigkeiten. Me- 
thodisch kommt zwar nicht viel Neues dazu, aber die Zahl der Fille und 
Unterfille bei den einzelnen Beweisabschnitten ist betrichtlich. Um die 
Ubersicht zu erleichtern, wurden viele Zwischenresultate als Hilfssitze formu- 
liert, von denen die meisten nur den Rang von Hilfshilfssitzen haben, waihrend 
die markanteren als Stationen bezeichnet sind. Die Kette der sieben Stationen 
bildet den Ariadnefaden durch das Labyrinth des Beweises. Man kann den 
Beweis an vielen Stellen mannigfach variieren und ich zweifle nicht, daB eine 
kiirzere!) Beweisanordnung méglich ist als die hier gegebene; aber ohne 
zahlreiche Fallunterscheidungen wird man kaum auskommen. 








1) Natiirlich sind hier keine Kirzungen gemeint, die nur dadurch erreicht werden, 
daB man dem Leser die Ausfiillung von Liicken tiberlaBt. Ich war darauf bedacht, den 
ganzen Beweis liickenlos darzustellen und jeden EinzelscbluB genau zu begriinden. 

Mathematische Annalen. 117. 40 
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Wir beginnen mit einem auf allgemeines » beziiglichen Satz. Wenn der 
Zyklus «?a}a} von 0 verschieden ist, so mu8 nach Satz 14 jeder der drei 
Grundwiirfel W,, W., W; auBer dem Einser noch wenigstens fiinf von 0 ver- 
schiedene Koordinaten haben. Man kann aber noch manche Figuren, bei 


denen diese Bedingung erfiilit ist, ausschlieBen. In dieser Richtung liegt 
Satz 17. In einer Grundfigur des R,,, won = 9, kinnen, wenn der Zyklus 
a2a3a von 0 verschieden ist, die drei Grundwiirfel W,, W:, Ws nicht das fol- 
gende Aussehen haben: 
Wi: 3, ‘a Ocak aw oh. A. 4 a8... 
os 
Ws: a}, 0, 1, af, af, af, 0, 0, a 0, ..., 0. 


Beweis. Wenn die Grundwiirfel dieses Aussehen haben, diirfen wir wie 
in §4 annehmen, daf 


ri GAiiliageea&dse, © .. 


(11. 1) —aj+aj+a}=1, 
(11. 2) ap —ap+af =l, 
(11. 3) af+af—as=1 


ist. Nun gehdért unsere Grundfigur zu einer gewissen modulartigen liickenlosen 
Ausfiillung des R,, und genau wie beim Beweis von Satz 14 ergibt sich, daB 
in dieser Ausfiillung auch die folgenden zwei Wiirfel enthalten sind (die dortige 
Zahl o ist jetzt gleich «!): 

W: 1, 1, 1 af +P, af +f5, af + Be, B7,..., Br 
W": 0, 1, L+ay, af ty, agt+y5, ast+y® y7,..., 7%, 
wobei 0 < f’ < 1, 0 Sy’ <1 ist. Nun folgt unter Beriicksichtigung von 

(11. 1), (11. 2), (11. 3) 
aus W, + W, — W’: pt = 0, aus W, + W; — W”: 4 = 0, 
aus W, + W, — W’: > =0, aus W, + W, — W”: y5 = 0, 
aus W, + W, — W’: pf = 0, 
und sodann mit Beriicksichtigung dieser Resultate 
aus W,—W,-—W’: a? +p%=1 
und aus W;+ W'—W": a? + p89 —y% = 1. 
Hiernach ist y? =0, und dann folgt weiter 
am W,—W,+W": 2af—af+y*=1 
und aus Wy — W’ + W": af +y%=1. 


Aus diesen beilen Gleichungen folgt aber af = a’, was im Widerspruch mit 
(11.3) steht. 
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§ 12. 
Hilfssitze tiber dreigliedrige Zyklen im R,. 


In einer Grundfigur des R, sind nach Satz 2 alle zweigliedrigen Zyklen 
gleich 0. Wir wenden uns jetzt den dreigliedrigen Zyklen zu. Wenn der 
Zyklus «?a3a} von 0 verschieden ist, so haben die ersten drei Grundwiirfel 
nach Satz 3 das Aussehen 


W,: 1, &, Cie a, a. @ @, € 

W,: 0, 1, ag ag, as, ag, as, ag, af 

Ws: as, 0, 1 ag, a, ag, as, as, Qs, 
wobei in jeder Zeile des rechts abgeteilten Rechtecks nach Satz 14 héchstens 
zwei Nullen stehen. Wegen a! «1 = 0 (Satz 2) sind dann bei den iibrigen sechs 
Grundwiirfeln 

W.3.a.,|.4 t) 1, a>. = 

Wa. a.’ acid. 1. of @ &. ed 


ee ee es 


Wo: ag, a, a9 | a9, ay, Oy, Oy, ap, | 


in jeder Spalte des links abgeteilten Rechtecks héchstens zwei «' von 0 ver- 
schieden. Wir beweisen jetzt weitere Einschrinkungen. 

Hilfssatz 4. Wenn in einer Grundfigur des Ry der Zyklus aaa} von 0 
verschieden ist, so ist es unméglich, daB bei zweien der sechs Grundwiirfel 
W,, ..., Wo ein und dieselbe der ersten drei Koordinaten und bei zwei anderen 


dieser Grundwiirfel ein und dieselbe andere der ersten drei Koordinaten von 0 
verschieden ist. ° 


Beweis. Angenommen, es wire doch so, so kénnen wir die Koordinaten 
und Grundwiirfel so numerieren, daB es sich um die zweite Koordinate von 
W, und W, und um die dritte Koordinate von W, und Wy, handelt. Dann 
ist also 


ag +0; af +0, af +0, aj +0 
und folglich (nach Satz 2) 
af=0, ag =0, af =0, af =0. 
Nach Satz 14 ist alsdann 
a, +0 fiir » = 4, 5, 8,9 
at +0 fiir » = 4, 5, 6, 7. 
40* 
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Die ersten drei Grundwiirfel haben daher das Aussehen 











W,: 1, a¥, 0 . ? ; , . 
We: 0, 1, af] af, af, 0, 0, af, of 
Ws: a3, 0, 1 | af, ag, as, ay, 0, 0 
und die letzten sechs haben das Aussehen 
we >, & BS 1, ‘ ’ , 
W,;: , 0, O _ ’ , 
We: , af, 0 —Ttk > oe 
W,: , a, 0 ;  s) + oS 
wa: » 'O a3 : ; ; a & 
Ws: . & € : , , , » I, 





wobei jedesmal die eingesetzten «/ von 0 verschieden sind,. wihrend die 
Platze fiir diejenigen «, von denen noch nicht feststeht, ob sie = 0 oder + 0 
sind, leer gelassen wurden. 

Nun zeigen wir zundchst, daB das in der letzten Figur eingerahmte 
Quadrat keinen von 0 verschiedenen dreigliedrigen Zyklus enthalten kann. 
Wenn es namlich doch so wire, so miiBte nach Satz 14 


a} + 0, a! + 0, a? + 0, a? + 0 
a; + 0, a, + 0, af + 0, a? + 0 


sein. Wegen der beiden vorderen Ungleichungen ware dann nach der Fest- 
stellung, die unmittelbar vor Hilfssatz 4 getroffen wurde, a} = 0 fiir 
4 = 6, 7, 8, 9; also insbesondere a} = und folglich wieder nach Satz 14 


a, +0, af +0, af +0. 
Aus diesen verschiedenen Ungleichungen wiirde nun u. a. folgen: 
af =0, af = 0, af = 0. 


Nach Satz 14 kénnte dann W, an keinem von 0 verschiedenen dreigliedrigen 
Zyklus beteiligt sein, wahrend andererseits doch «? a} a? + 0 wire. 

Also enthalt das eingerahmte Quadrat wirklich keinen von 0 verschiedenen 
dreigliedrigen Zyklus und folglich mu8‘es in wenigstens einer Zeile zwei Nullen 
enthalten. Ist es die erste Zeile, so kann W, nach Satz 14 an keinem von 0 
verschiedenen dreigliedrigen Zyklus beteiligt sein: also ist a/a?a} = 0, 
aja2a$ = 0, afasas = 0, aj'x3a} = 0 und folglich a} = 0, a] = 0, af = 0, 
a; = 0. Daher ist a; = 0 fiir alle y -+ 4, was dem Satz 5 widerspricht, nach- 
dem ja die Minkowskische Verinutung im Rg zutrifft und der Zyklus a?a3a} 
von 0 verschieden ist. Stehen die zwei Nullen in der zweiten Zeile des Quadrats, 
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so stéBt man auf denselben Widerspruch, wenn man die Indizes 4 und 5, 
die ja in unserer Grundfigur ganz gleichberechtigt auftreten, ihre Rollen 
tauschen la8t. Demnach sind die zwei Nullen in der letzten Zeile des Quadrata, 
d. h. es ist 

af =0, af = 0. 


Da W, an dem von 0 verschiedenen Zyklus aza}af beteiligt ist, muB 
jetzt nach Satz 14 u. a. ag + O sein. Nun treten aber in unserer Grundfigur 
die Indizes 6 und 7 gleichberechtigt auf und kénnen ihre Rollen tauschen; 
also mu8 auch «? + 0 sein. Hiernach ist der Zyklus aja) von 0 verschieden, 
wahrend doch alle zweigliedrigen Zykien gleich 0 sind. Damit ist der Hilfs- 
satz 4 bewiesen. 

Hilfssatz 5. Wenn in einer Grundfigur des Ry der Zyklus a2a3a} von 0 
verschieden ist, so kann jede der ersten drei Koordinaten hichstens bei einem der 
sechs Grundwiirfel W,, ..., Wo von 0 verschieden sein. 

Beweis. Wir nehmen an, daB im Gegenteil etwa die dritte Koordinate 
bei den zwei Wiirfeln W,, Wy, von 0 verschieden sei, also 

as +0, a + 0, 
und folglich 
ag =0, af = 0. 
Nach Satz 14 ist dann 
a +0, af +0, af +0, af +0 
und folglich 
al =0, a =0, af = 0, a? = 0. 
Ferner sind nach Satz 14 wenigstens vier der sechs Zahlen a}, a}, ..., ay 
von 0 verschieden, also sind wenigstens zwei der vier Zahlen a}, a, af, ag 
von 0 verschieden. Da die Indizes 4, 5, 6, 7 bis jetzt gleichberechtigt auf- 
getreten sind, kénnen wir durch eventuelle Umnumerierung erreichen, daB- 
ag +0, af +0 
und folglich 
a? =0, a =0 
ist. AuBerdem ist «2a$ = 0, und da die Indizes 4, 5 bis jetzt gleichberechtigt 
auftreten, kénnen wir so numerieren, daB 


5 
a, =0 
ist. Alsdann haben die ersten drei Grundwiirfel das Aussehen 
W;: 1, a2, 0 ’ , ’ ? ’ 
(12. 1) eS ee Se ee 


Ws: aj, 0, 1 | af, af, af, as, 0, O 
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und die letzten sechs haben das Aussehen 


v.: , &’@ Ee = ; ’ 

a a ghey . . ’ 

We: , .ia , —. * ; . 
(12. 3) W:: =, , O : ; ‘oa ° : 

a: Cl _ & ; - : a 

“6 lg oe : ci, ul be i, ee 





wobei die eingesetzten «; wieder von 0 verschieden sind. 

Wir nehmen jetzt zuniachst an, daB eine der Zahlen a, «a? von 0 ver- 
schieden ist. Dann ist W, an dem von 0 verschiedenen Zyklus afa3a/ bzw. 
azasas beteiligt, so daB nach Satz 14 

af +0, af +0, af +0, af +0, a? +0 
sein mu8*). Wegen der vordersten Ungleichung und Hilfssatz 4 ist dann 
a} =0, aJ =0, at =0 
und aus afa; = 0, ajat = 0 folgt weiter 
af=0, af = 0. 


Da die Indizes 6, 7 bis jetzt gleichberechtigt auftreten und aja* = 0 ist, 
diirfen wir auBerdem 
aj =0 


annehmen. Nunmehr kann W, nach Satz 14 an keinem von 0 verschiedenen 
dreigliedrigen Zyklus beteiligt sein, also ist afajaf = 0, afazaf = 0, 
afasas = 0 und folglich 

al=0, af=0, af = 0. 
Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, muB jetzt 

ag + 0 
sein und aus aja? = 0, afagas = 0 folgt dann 
af =0, af =0. 

Nunmehr kann auch W, nach Satz 14 an keinem von 0 verschiedenen drei- 
gliedrigen Zyklus beteiligt sein, also ist a2ajaf = 0, a2a3a? = 0 und folglich 
af=0, af =0. 

*) Es empfiehlt sich jetzt, die Figur (12. 2) laufend zu erginzen, sobald von einem 
af festgestellt ist, ob es = 0 oder + 0 ist. Dann werden die einzelnen Schliisse, ins- 


besondere die hdufige Anwendung von Satz 14, stets ohne weiteres einleuchten. Ahn- 
liches gilt auch sp&terhin fir die ganze Arbeit. 
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Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, muB jetzt 
a, + 0 
sein. Aus aJa> = 0, afaza® = 0 folgt dann aber weiter 
a? =0, af = 0. 
Jetzt kann auch W, nach Satz 14 an keinem von 0 verschiedenen dreigliedrigen 
Zyklus beteiligt sein; also ist a?a3aj = 0, afazaj = 0, aSazaj = 0 und 
folglich 
af=0, a =0, a? = 0. 

Somit hat sich nun a; = 0 fiir alle v + 7 herausgestellt, so daB W, gegen 
Satz 5 verstéBt. 


Die Annahme, da8 in (12. 2) eine der Zablen «}, «} von 0 verschieden ist, 
hat sich somit als unméglich herausgestellt. Folglich ist 


- p= 
a; =0, as =0. 
Nach Satz 14 kann dann W, an keinem von 0 verschiedenen dreigliedrigen 
Zyklus beteiligt sein; daher ist afaja} = 0, also 
a} = 0. 


Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, mu8 nun eine der Zahlen «{, aj von 0 
verschieden sein, und da die Indizes 6, 7 bis jetzt gleichberechtigt auftreten, 
diirfen wir speziell 


a? + 0 
annehmen. Nun ist afa/ = 0, afafag = 0 und folglich 
af =0, af = 0. 


Aus der Figur (12.2) bekommt man daher eine Teilfigur von folgendem 
Aussehen: 


W,: 0, 0, O}1, 0, af, , 0, 0 
W;: 9 0, 0 , l, ’ , ’ 
12.3 
( ) Ws: : 0, 0 0, , z ’ , 
W:: ’ , 0 ’ , ’ 1, ’ 


Wir nehmen jetzt zunichst an, daS eine der Zahlen af, «} von ° ver- 
rewy ist. Dann ist W, an dem von 0 verschiedenen Zyklus «fa; aj bzw. 
aaa? beteiligt, so daB nach Satz 14 


af +0, af +0, af +0, af +0, af +0 
sein mu8. Wegen der vordersten Ungleichung und Hilfssatz 4 ist dann 


aj =0, a} =0 
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und aus afaf = 0, afagas = 0, aja? = 0, afazat =: 0 folgt weiter 


af =0, af =0, af =0, af = 0. 
Nunmebr sind auch W,; und W, nach Satz 14 an keinen von 0 verschiedenen 
dreigliedrigen Zyllen beteiligt; also ist «x}a? = 0, aga3a> = 0, aFa3a7 = 0, 
asasa; = 0, afasay = 0 und folglici: 
af =0, af = 0, a? = 0, af =0, a? =: 0. 

Damit W, und W; nicht gegen Satz 5 verstoBen, muB jetzi a? + 0, a5 + 0 
sein, wihrend doch aja? = 0 ist. 

Die Annahme, da in (12. 3) eine der Zahlen a, a} von & verschieden ist, 
hat sich somit als unméglich herausgestellt. Folglich ist «f =: 0,4? = 0 und 
die Figur (12.3) gewinnt das Aussehen ' 


oe a O° O'S ee + omy @ 
W;: 9 0, 0 ’ 1, ’ ’ ’ 
12. 4 
( va «6 dC G&S 0, 2 ; = w 
WwW: 9 9 0 | ’ ’ ’ 1, ’ 


Nach Satz 14 sind dabei W, und W, an keinen von 0 verschiedenen drei- 
gliedrigen Zyklen beteiligt. 
Wenn wir nun annehmen, da8 
ag + 0 
ist, so folgt aus afaf = 0, afagas = 0: 
af =0, af = 0. 

Nach Satz 14 ist dann auch W, an keinem von 0 verschiedenen dreigliedrigen 
Zyklus beteiligt; daher ist a}a?a$ = 0, afaSa? = 0, aaa? = 0 und folglich 
a; = 0, af = 0, a? = 0. 

Damit W, nicht gegen Satz 5 versté8t, mu8 dann 

a, + 0 
sein und aus aja; = 0, afajsa? = 0 folgt. weiter 

af=0, af = 0. 

Wenn jetzt «} + 0 wiire, so wiirde aus ata] = 0,ataSa7 = 0 folgen: a] = 0, 
a, = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + W, — Wz, gegen Satz 1 verstieBe. 
Daher ist 

at = 0. 


Nach Satz 14 kann jetzt auch W; an keinem von 0 verschiedenen dreigliedrigen 
-Zyklus beteiligt sein. Daher ist a?afaj = 0, aSa3a] = 0, a?aday = 0 und 
folglich 


a? = 0, aS = 0, a? = 0. 
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Damit W, nicht gegen Satz 5 versté8t, muB jetzt 
a; +0 
sein und aus aja) = 0, atazaj = 0, aJata? = 0 folgt weiter 
af =0, a =0, af = 0. 
Nun verst6Bt aber der Wiirfel W, — W, + W, + W? gegen Satz 1. 


Die Annahme «a; + 0 hat sich somit als unmdglich erwiesen. Folglich 
ist a2 = 0 und die Figur (12.4) gewinnt das Aussehen 


W.: 0, 0, O| 1, 0, af , 0, 0 
W;: : 0, 0 ’ 1, ’ , , 
12.5 
ties i Se a Set ee 
W;: > > 0 > ’ , l, ’ 


Wenn nun a} + 0 wiire, so wiirde aus afajaf = 0, ajaf = 0, ajazaf = 0 
folgen: af = 0, a? = 0, a = 0, und dann wiirde der Wiirfel W, — W.+ 
+ (W, — We) wenigstens bei einem der beiden Vorzeichen gegen Satz i ver- 
stoBen. Also ist 


at = 0. 
Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, mu8 dann 

ag +0 
sein und aus aja° = 0, afaja* = 0 folgt weiter 

ay=0, af = 0. 

Wenn nun «; + 0 wire, so wiirde aus ada? = 0, ajaca? = 0 folgen: a; = 0, 
af = 0, und nach Satz 14 wire dann W, an keinem von 0 verschiedenen drei- 
gliedrigen Zyklus beteiligt. Daher wire aja?a} = 0,afaga? = 0, afaja$ = 0; 
also a} = 0, af = 0, a? = 0, und damit W, nicht gegen Satz 5 verstieBe, 
wire weiter af + 0. Dann wiirde aber der Wiirfel W,+ W; + W, — W, 
gegen Satz 1 verstoBen. Daher muf 

af = 0 
sein und nach Satz 14 ist jetzt auch W, an keinem von 0 verschiedenen dfei- 
gliedrigen Zyklus beteiligt. Daher ist a?a3a7 = 0, aSazaj = 0, afajaj = 0 
und folglich 

af = 0, af = 0, af = 0. 

Damit W, nicht gegen Satz 5 versté8t, muB jetzt 

a} + 0 
sein. Aus aja; = 0, agataf = 0 folgt dann weiter 


a’ = 0, af = 0, 
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so daB wegen Satz 14, angewandt auf den Wiirfel W,, gewiB a; + 0 sein 
muB fiir vy = 4, 5, 8, 9; also insbesondere 


4 
a; + 0. 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, + W, + W. — W7 gegen Satz 1. 
Damit ist der Hilfssatz 5 bewiesen. 


§ 13. 
Das Verschwinden der dreigliedrigen Zyklen im R,. Station I. 


Station I. In einer Grundfigur des R, sind alle dreigliedrigen Zyklen 
gleich 0. 

Beweis. Wir nehmen an, daB der Zyklus «?a3a} von 0 verschieden sei. 
Dann erhalt die Figur der letzten sechs Grundwiirfel 


~<a S cll teSy of of 
We: ag, Ger, Ge | 1, Gg, Ges Mgr Mer Me 


(13. 1) Wa, & cid. 1, & gd. Ge 


Wo: ag, a, Op | Og, @, Op, Oy, &, 1 
in jeder Spalte des links abgeteilten Rechtecks nach Hilfssatz 5 wenigstens 
fiinf Nullen. Dann kann aber das rechts stehende Quadrat keinen von 0 ver- 
schiedenen dreigliedrigen Zyklus enthalten. Denn wenn etwa ajafa} + 0 
wire, so hatte man nach Satz 3 nebst Zusatz die Teilfigur 

Wy: al, a2, ad | 1, &, 0 | aj, af, a? 

Ws: a3, a2, a? | 0, 1, af} af, af, a? 

Wed, «, cid. &@ tid. d. & 
und diese wiirde nur dann keinen Widerspruch gegen Satz 14 aufweisen, wenn 
in dem linken Quadrat jede Zeile und Spalte genau ein von 0 verschiedenes a 
enthielte (und das Quadrat rechts lauter von 0 verschiedene «‘). Dann wiirde 
aber diese Teilfigur nach entsprechender Umnumerierung genau das nach 
Satz 17 unmégliche Aussehen bekommen. 

Das in (13. 1) abgeteilte Quadrat enthalt aber auch keinen von 0 ver- 

schiedenen viergliedrigen Zyklus. Denn wenn etwa aSafaja* + 0 wiire, so 
hatte man nach Satz 3 nebst Zusatz die Teilfigur 


W,: a), a2, a | 1, ad, 0, O |} ad, a? 
Vad, a 21a 1, & Cid. & 
Wo: ag, ag, ae] 0, 0, 1, af | ag, ag 
W,: a}, a?, at | at, 0, 0, 1 | af, a? 
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und da in jeder der vordersten drei Spalten héchstens ein von 0 verschiedenes a 
vorkommt, wiirde der Wiirfel W,+ W;+ We-+ W, bei passender Vor- 
zeichenwahl gegen Satz 1 verstoBen (vgl. die ausfiihrliche Begriindung dieser 
SchluBweise in I, 8. 434, obere Hilfte). 

Das Quadrat enthalt aber auch keinen von 0 verschiedenen fiinj- oder 
sechsgliedrigen Zyklus, wie man auf analoge Art noch rascher erkeant. 
Somit sind in dem Quadrat bei passender Numerierung der letzten sechs 
Koordinaten und Grundwiirfel unterhalb der Diagonale lauter Nullen (vgl. die 
SchluBweise in I, 8.420), und nach Satz 14 kénnen dann die Wiirfel W,, W, an 
keinen von 0 verschiedenen dreigliedrigen Zyklen beteiligt sein. Damit W, 
nicht gegen Satz 5 verstéBt, kénnen die Zahlen a}, «3, a} nicht alle gleich 0 
sein. Nétigenfalls durch zyklische Umnumerierung der Indizes 1, 2, 3, wodurch 
der uns interessierende Zyklus «?a}«} in sich tibergeht, kénnen wir erreichen, 
da8 speziell 

aj + 0 
ist. Nach Hilfssatz 5 ist dann 
ai =0, af =0, af =0, a =0, af =0 
und aus aja? = 0, aja?a? = 0 folgt weiter 
af =0, af = 0. 

Die ersten drei bzw. letzten sechs Grundwiirfel haben hiernach das 

Aussehen 
W,: 1, a¥, 0 
We: 0, 1, af 0 
Ws: as 9 0, 1 ’ 


W,: 0 
W;: 0 
W,: 0, 
0 
0 


- ~ 
e - 
a . 
- ~ 
e 7 


- 


’ 1, ae 

Ws: ’ 0, 1, 

Wy: a, ’ 0, 0, ’ 0, 0, 1, 
wobei die eingesetzten aj‘ von 0 verschieden sind. Nach Satz 14 kénnen 
W.,, W., Wy an keinen von 0 verschiedenen dreigliedrigen Zyklen beteiligt 
sein. Jetzt unterscheiden wir zwei Fille: 

Fall I: af + 0, Fall Il: af = 0. 
Im Fall I folgt aus ajafa? = 0, ajafa? = 0: 


W:: 


esscer 
ooo 


, > , , 


oo © = 





a3 =0, af =0. 
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Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéB8t, muS dann 
a? + 0 
sein, folglich nach Hilfssatz 5 u. a. 
af=0, a? =0, a2 = 0. 


Wegen x2a$ = 0 ist ferner 
af = 0 


und sodann nach Satz 14, angewandt auf We, u. a. 
af +0, af + 0. 
Aus azaza? = 0, a2afae = 0, azaja = 0 folgt dann weiter 
«ef=0, af =0, a? = 0. 


Wenn jetat «a? + 0 wire, so wiirde aus afaia? = 0 folgen: «7 = 0, worauf 
der Wiirfel W, — W.+(W, — W,) wenigstens bei einem der beiden Vor- 
zeichen gegen Satz 1 verstieBe. Also ist 


a? = 0. 
Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, muB jetzt 
ar + 0 
sein und aus asa, = 0, adaja] = 0 folgt weiter 
a, =0, af = 0. 
Aus Satz 14, angewandt auf W, und W,, ergibt sich jetzt u. a. 
af +0, af +0 
und sodann aus afa? = 0, atafaj = 0, adafa? = 0 auch noch 
ai =0, ag = 0, af = 0. 


Damit hat sich «; = 0 fiir alle vy 4+ 6 herausgestellt, so daB We gegen Satz 5 
verstéBt. Damit ist der Fall I als widerspruchsvoll nachgewiesen. 


Im Fall II folgt zunichst aus Satz 14, angewandt auf W,, u. a. 
a’ +0 
und sodann aus ajaja? = 0, ajala? = 0: 
a? =0, af =0. 


Wenn «a; = 0, so kommt man durch Rollentauschung der Indizes 7, 8 auf den 
Fall I zuriick; also werden wir 


ar + 0 























Ausfillung des R,, mit Warfeln. II. 621 
annehmen. Wenn nun a? + 0 wire, so wiirde aus ala’ = 0, afazay = 0 
folgen: af = 0, aj = 0, so daB Wz, gegen Satz 14 verstieBe; also ist 

a? = 0. 
Wenn a} + 0 wiire, so wiirde aus afaf = 0, aaa; = 0 folgen: a = 0, 
a; = 0, worauf der Wiirfel W, — W,; — W, + We gegen Satz 1 verstieBe; 
also ist auch 

. a2 = 0. 

Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, muB jetzt 
ag + 0 
sein. Dann verstéBt aber der Wiirfel W, — W, + Ws + Wey bei passendem 


Vorzeichen gegen Satz 1. Der Fall II ist also ebenfalls widerspruchsvol] und 
damit ist Station I bewiesen. 


§ 14. 
Zwei allgemeine Satze iiber viergliedrige Zyklen. 


Satz 18. Wenn in einer Grundfigur des R,, alle dreigliedrigen Zyklen 
gleich 0 sind und wenn bei zwei Grundwiirfeln auBer dem Einser noch héchstens 
je zwei Koordinaten von 0 verschieden sind, so ist jeder viergliedrige Zyklus, an 
dem diese zwei Grundwiirfel beteiligt sind, gleich 0. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, da8 es sich um den Zyklus a?ajafa} 
handelt. Wenn er von 0 verschieden wire, so hitten die ersten vier Grund- 
wiirfel nach Satz 3 das Aussehen 


W;: 1, az, 0, 0 ae, se) a; 
Ws: 0, 1, of, 0 | af,..., of 
(14. 1) A ity nd 
We & O 1, gi ap---.% 
Tae, G& & U Pah -- Gy 


und das rechts abgeteilte Rechteck wiirde nach Voraussetzung zwei Zeilen 
enthalten, in denen héchstens je ein «;' von 0 verschieden ist. Ware das etwa 
die x-te und dit 4-te Zeile und wiren o, oc die beiden anderen Zeilenindizes, 
so wiirde der Wiirfel W, — W, + W, + W, bei passenden Vorzeichen gegen 
Satz 1 verstoBen. 


Satz 19. Wenn in einer Grundfigur des R,, alle dreigliedrigen Zyklen gleich 0 
sind und wenn bei vier Grundwiirfeln in n — 6 Koordinatenspalten, deren 
Nummern von denen der Grundwiirfel verschieden sind, héchstens je ein von 0 
verschiedenes a vorhanden ist, so ist jeder viergliedrige Zyklus, an dem diese 
wier Grundwiirfel simtlich beteiligt sind, gleich 0. 
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Beweis. Wir diirfen wieder annehmen, daB es sich um den Zyklus 
a?a3a{a; handelt. Wenn er von 0 verschieden wire, so hitten die ersten 
vier Grundwiirfel wieder das Aussehen (14. 1), wobei aber diesmal rechts vom 
Strich nach Voraussetzung héchstens zwei Koordinatenspalten waren, die 
mehr als ein von 0 verschiedenes aj enthalten. Dann wiirde aber der Wiirfel 
W, + We + Ws + W, bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 verstoBen 
(vgl. die ausfiihrliche Begriindung dieses Schlusses in I, 8. 434). 


§ 15. 
Hilfssiitze tiber viergliedrige Zyklen im R,. Station II. 
Hilfssatz 6. In einer Grundfigur des R, sind die fiinf Grundwiirfel 





vs: Lo & Ole, & «2. > 
We: & 1, & @ _ > & ; 
my: 6 QL die. 1 
W,: a), 0, 0, 1 a. ©. 2 @ 
ve : . L--Ee"™s “ 4 





wo die einigesetzten a{' und folglich auch der Zyklus aZazafa} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
Beweis. Nach Satz 2 und Station I ist 


1,5 23,5 3.5 4n145 
aa, = 0, asaza, = 0, asa; =90, asaa; = 0, 


aga; = 0, agay=0, agasar = 0, 

ararag = 0, afag=0, azas = 0, 
woraus folgt: ; { 
a = 0, a? = 0 a? = 0, a = 3 
aj =0, a =0, af = 0, 
al=0, af = 0, a? = 0. 
Wenn nun a, «2 beide gleich 0 waren, so wiirde W; gegen Satz 5 verstoBen; 
da die Indizes 8, 9 gleichberechtigt auftreten, diirfen wir also a? + 0 an- 
nehmen. Da nun ajaia? = 0, agafaf = 0, agaf = 0 und nach Satz 18, 
angewandt auf die zwei Grundwiirfel W,, W;, auch afafafa? = 0 ist, so ist 
weiter a} = 0,a3 = 0, a; = 0,a$ = 0, so daB die Grundwiirfel W,,..., Ws 
das folgende Aussehen haben: 





W;: 0 0, 0, Of 1, 0, 0, a? | @’) 
Ws: 0, 0, , 0 , 1, , (ag) g 

= 0 oder + 0). 
W,: 0, 0, 0, bat, gue By (a?) 1 tA. 
W,: 0 4 616 | .-e1e@® 
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Nun kann das eingerahmte Quadrat, nach Satz 19 keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten, muB also in wenigstens einer Zeile drei Nullen 
haben (vgl. die SchluBweise in I, 8.420), so daB die folgenden drei Fille zu 


unterscheiden sind: 


Fall I Fall Il 
W;: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, a, W;: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, «8, 
W,: 0,0, ,01|0,1,0, 0, W,: 0,0, , 0 = Se 
W,;: 0, 0, 0, en le W;: 0, 0, 0, aa 3% & 
W,: 0, Swe « «ae W,: 0, ,0,0]0, , 1 
Fall III 

Ws: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, af, 

W,: 0,0, ,0 7 ee 

W,: 0, 0, 0, res 

W,: 0, , 0,0] 0,0, 0, 1, 


Im Fall I ist nach Satz 18 agaja}a? = 0, alsoa? = 0. Damit Ws nicht 
gegen Satz 5 verstéBt, muB danna? + Osein. Da nunafa? = 0,aa%a? = 0, 
ajafas = Ound nach Satz 18 auch aja}afa? = 0 ist, so folgta? = 0,a) = 0, 
a; = 0, af = 0, und man gewinnt das Bild 


W;: 0, 0, 0, 0| 1, 0, 0, a, 
We: 0, 0, 0, 0} 0, 1, 0, 0, af 
W;: 0, 0, 0, oe 
eo ere ook 
SN, | ee Qe 





Hier kann das rechts abgeteilte Quadrat keinen von 0 verschiedenen vier- 
oder fiinfgliedrigen Zyklus enthalten (vier- wegen Satz 19, fiinf-, weil bei 
Annahme des Gegenteils der Wiirfel W;+ We+ W,+ W,+ Wy mit 
Riicksicht auf Satz 3 nebst Zusatz gegen Satz 1 verstéBt). Also miissen in 
wenigstens einer Zeile des Quadrats vier Nullen stehen. Stehen sie bei W;, so 
ist nach Satz 18 afa/a?a; = 0, alsoa} = 0, so daB W, gegen Satz 5 verstéBt. 
Stehen die Nullen bei W,, so ist nach Satz 18 aZazaja% = 0, also aj = 0, 
so daB W, gegen Satz 5 verstéBt. Stehen die Nullen bei Wy, so muB, damit 
W, nicht gegen Satz 5 verst6Bt, a; + 0 sein. Weil dann «x; = 0, a 0 
und nach Satz 18 auch ajaja}a? = 0 ist, folgt dann aber a} = 0, a} = 9, 
a? = 0, worauf der Wiirfel W, — W; + W, + We + Wy gegen Satz 1 ver- 
stoBt. Fall I ist daher unméglich. 
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Im Fall II ist nach Satz 18 afaia?a? = 0, also at = 0, und damit W; 
nicht gegen Satz 5 verstéBt, muB dann a? + 0 sein. Aus ajaja? = 0, 
agaja? = 0, aja? = 0 folgt nun a? = 0, a? = 0, aj = 0, und man gewinnt 
das Bild 
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W,: 0, 0, 0, 0/1, Q QO, ag, 
we & 4, 8 - oe 
W:: 0, 0, 0, 0/0, 0, 1, 0, a 
— os sg ote ,. ; > 
W,: , 0, 9, wae were © 





wo in dem abgeteilten Quadrat wieder kein von 0 verschiedener Zyklus ent- 
halten sein kann, so da8 in wenigstens einer Zeile des Quadrats vier Nullen 
stehen miissen. Stehen sie bei W,, so liegt der erledigte Fall I vor. Stehen sie 
bei Ws, so ist nach Satz 18 azazafa$ = 0, also a? = 0, so daB Wy gegen 
Satz 5 verstéBt. Stehen die Nullen bei Wo, so ist nach Satz 18 ada?aja? = 0, 
also a} = 0, und damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, muB dann a} + 0 
sein. Da nunafa/a? = O-und nach Satz 18 auchajaja?a? = 0,a%asala7 =0 
ist, so folgt «? = 0, af =0; aj = 0. Jetzt verstéBt aber der Wiirfel 
W, — Wo + Wy, + W,+ We gegen Satz’ 1. Fall II ist also ebenfalls un- 
méglich. 

Im Fall III ist nach Satz 18 a2azaSa? — 0, also a? = 0, und damit Ws 
nicht gegen Satz 5 versté8t, muB dann af + 0 sein. Da nun aja? = 0 und 
nach Satz 18 auch ajataSa? = 0, adasasas = 0 ist, so folgta? = 0,a) = 0, 
a; = 0, und man gewinnt das Bild 


Ws: 0, 0, 0, 0/1, 0, 0, af, 
ak ow. ee 
W,: 0, 0, 90, » om , 
We: 0, 0, 0, 0/0, 0, % 1, af 
W,: 0, , 0, > sty ster gues di 





wo in dem Quadrat wieder in wenigstens einer Zeile vier Nullen stehen miissen. 
Stehen sie bei W, oder W7, so liegt der erledigte Fall I bzw. II vor; also 
stehen sie bei Wy. Da nunafa}a? = 0 und nach Satz 18 auch ajajafas = 0, 
agasala® = 0. ist, so folgt, falls af + 0 sein sollte, af = 0, af = 0, af = 0, 
Daher ist*) a} = 0, und damit: W, nicht gegen Satz 5 versté8t, mu8 dann 
a? + Osein. Da nun aja = 0, agaza? = 0, afasaf = 0 und nach Satz 18 





*) Der leitende Gedanke bei diesem Nachweis der Gleichung af = 0 ist der: 
Men nimmt a, + 0 an und sucht sich einen Zyklus, in dem a, vorkommt und in dem 
alle anderen Faktoren gewiB von 0 verschieden sind; ein solcher Zyklus ist hier 
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auch asajazas = 0, afagasa: = 0 ist, so folgt af = 0, a? = 0, af = 0, 
as = 0, a2 = 0, worauf der Wiirfel W. —- W,+ Ws, + We — Wo gegen 
Satz 1 verst6éBt. Daher ist auch Fall III unméglich, womit der Hilfssatz 6 
bewiesen ist. 

Hilfssatz 7. In einer Grundfigur des Ry sind die fiin{f Grundwiirfel (W, 
und We sind ausgelassen) 


W,: 1, a?, 0, 0 af, af, c . 
W:: 0, 1, a3, 0 oe Ge +s 
AS ee eee lh eee oe 
W,: a}, 0, 0, 1/0, 0, 0, 0, 0 
W:: , ‘ , eS Q&-& ’ : 





wo die eingesetzten aft und folglich auch der Zyklus a?a2aja} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
Beweis. Wie beim Beweis von Hilfssatz 6 folgt zunichst 
aj =0, af =0, af = 0, af = 0, 
ai =0, af = 0, af = 0, 


a} =0, aF = 0, aF = 0. 


agaJaPaSa’. Nun baut man die an diesem Zyklus beteiligten Grundwiirfel auf 
(Koordinaten in zweckm&Biger Reihenfolge): 


W,: 1,.a¢, , , ! , 0, 0, 0 
i ok en. 0, 0, 0, 0 
W.: « «© ho oh «af, 0, af, 

W;: ’ , , a, a’ 0, 0, 0, 0 
Tae, wo + 2166 @6 


Die Nullen rechts vom Strich sind alle als solche bekannt. Nun verstéBt der Wirifel 
‘W,i W,+ W,+ W, — Wy bei beliebigen Vorzeichen gegen Satz 1, falls die leeren 
Platze links vom Strich durch Nullen zu besetzen sind. Nun ist das von den meisven 
Plaitzen bereits bekannt. Die a," der anderen Plitze kommen als Faktoren in Zyklen 
mit weniger als fiinf Gliedern vor und man mu8 zunichst ihr Verschwinden durch eine 
vorausgehende analoge Betrachtung feststellen; das ist im Text geschehen. Diese 
Uberlegung hat schon vorher in einfacheren Fallen als Wegweiser gedient und in den 
noch kommenden komplizierteren Fallen liegt sie ebenfalls stets dem Textbeweis 
zugrunde. Vielfach kommt man allerdings mit dem nachstgelegenen Zyklus nicht aus, 
weil dann rechte vom Strich nicht geniigend viele Nullen bekannt sind. Dann mu8 man 
sich erst einen passenden Zyklus verschaffen, wodurch einige Beweise recht umstandlich 
erscheinen. Dafir werden wir links vom Strich den Nachweis der einen oder anderen 
Null gelegentlich ersparen kénnen. Im gegenwairtigen Fall wiirde z. B. der Wiirfel 
W, + W,+ W, — Ws — W, auch-schon dann gegen Satz 1 verstoBen, wenn nicht 
bekannt wire, daB af = 0 ist. 
Mathematfsche Annalen. 117. 41 











Wenn nun a, a? beide gleich 0 waren, so wire nach Satz 18 afaja?a; = 0, 
also auch a} = 0, so daB W, gegen Satz 5 verstieBe. Daher diirfen wir etwa 
a? +0 annehmen. Aus ajaja? = 0, afaja® = 0, aj af= 0 folgt dann 
weiter a? = 0, a3 = 0, a] = 0, so daB die Grundwiirfel Ws, ..., Ws das 
folgende Aussehen haben: 
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Ws: 0, 0, 0, Of1, , , (ag) 
We: 0, 0, , 0 , 1, , (a) 9 

2 = © 0). 
Wy: 0, 0, 0, 10, 0 1, of] “uO TD 
Ws: ’ 0, 0, ? , 0, 1 - (ag) 








Nach Satz 19 kann das eingerahmte Quadrat keinen von 0 verschiedenen vier- 
gliedrigen Zyklus enthalten, mu8 also in wenigstens einer Zeile drei Nullen 
haben. Diese kénnen aber nicht bei W, stehen. weil sonst eine nach Hilfs- 
satz 6 unmégliche Grundfigur vorliegen wiirde. Somit bleiben nur die fol- 
genden beiden Fille: 





Fall I 
W,: 0, 0, 0, 0 | 1, 
W,: 0,0, , 0} 0, 
W;: 0, 0, 0, 0, 
W;,: , 0, 0, A 


Fall II 


Ws 
We 
W, 


W;: 


SOQ Qeih «. 
:0,0, ,0 
: 0, 0, 0, 
, 0, 0, 


Im Fall I ist nach Satz 18 agajalaf =0, also a? = 0. Damit W, nicht 
gegen Satz 5 verstéBt, muS danna? + Osein. Da nunafa? = 0, aJa%a? = 0, 
azafa? = 0 und nach Satz 18 auch afaiaa? = 0 ist, so folgt af = 0, 
ai = 0, a2 = 0, af = 0, und man gewinnt das Bild 


W,:0,0,0,0/1, ,, , 
W,: 0, 0, 0,0) 0,1,0, 0, af 
W,: 0, 0, 0, 0, 0, 1, af, 
Ws: , 0, 0, hoe & * 
W.:0,0, ,01 ,O% , 1, 





wo das abgeteilte Quadrat wieder keinen von 0 verschiedenen Zyklus enthalten 
kann, also in wenigstens einer Zeile vier Nullen hat. Stehen die Nullen bei W;, 
so verstéBt W, gegen Satz 5. Stehen sie bei Ws, so ist zunichst a} = 0; 
denn andernfalls wiirde aus aja? =0, ajavaf = 0, afada? = 0 folgen: 
a? = 0, af = 0, a; =0, worauf der Wiirfel W, — W.+(W, — Ws) bei 
passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Damit W, nicht gegen Satz 5 
verst6Bt, muB jetzt af + 0 sein. Da nun afa}a* = 0 und nach Satz 18 auch 
afaata? = 0, afasala? = 0 ist, so folgt weiter af = 0, af = 0, a? = 0, 
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worauf der Wiirfel W, — W, + (W, — W, — Ws) bei passendem Vorzeichen 
gegen Satz 1 verstéBt. Die vier Nullen kénnen also nicht bei W, stehen. 
Stehen sie aber bei Wo, so ist, damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, a3 + 0. 
Da nun aja? = 0, afaza$ = 0 und nach Satz 18 auch agasaia? = 0 ist, so 
folgt a} = 0, ag = 0, a? = 0, worauf der Wiirfel W, —W; + WwW, + WwW, + Ws 
gegen Satz 1 verstéBt. Der Fall I ist damit als unméglich erkannt. 

Im Fall II ist zunichst a} = 0; denn andernfalls wiirde aus aja? = 0, 
apata® = 0, afaja; = 0 folgen: af = 0, af = 0, a7 =0, und dann wiirde der 
Wiirfel W, — W. + (W, — W,) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 ver- 
stoBen. Ware nun aj + 0, so wire, weil afajaf = 0 und nach Satz 18 auch 
afalaza? = 0, afafajia; = 0 ist, af = 0, af = 0, af = 0, und aus 
W, — W, + W,+ W, wiirde dann bei passendem Vorzeichen weiter folgen: 
af = 0, worauf der Wiirfel W, — W.+ (W,+ W,— Ws) bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Also istaj = 0. Damit W, nicht gegen 
Catz 5 verstéBt, muB jetzt a? + 0, alsoa$ = 0 sein. Ware danna; + 0 fiir 
vy = 2 oder 3, so wiirde aus aja’a? = 0 folgen:a? = 0, und dann wiirde die 
Ungleichung «5a’a?aj +0 dem Satz 18 widersprechen. Also ist a? = 0, 
a? = 0, und man gewinnt ‘das Bild 


“=. ee PER 2 e's 
ve & @ ,-8 gh Eur & : 
W:: 0, 0, 0, 0, 0, 1, a8, 
We: 0, 0, 0, 0] 0, 0, 0, 1, af 
VW. , % @ yo ke” 





wo das abgeteilte Quadrat wieder in einer Zeile vier Nullen haben mu8. Stehen 
die Nullen bei W;, so verstéBt W,; gegen Satz 5. Stehen sie bei Wg, so liegt 
der erledigte Fall I vor. Also stehen die Nullen bei Wy. Dann ist aja? = 0, 
adara? = 0,afada% = 0 und nach Satz 18 auch afaia?u? = 0, afagaday = 0. 
Wenn daher a) + 0 wire, so wire a! = 0, a} = 0,a = 0,a8 = 0, a] = 0, 
worauf der Wiirfel W, — W. + W,+ W, — We gegen Satz 1 verstieBe. 
Daher ist 
aj =0, 
und damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, mu8 dann 
ay + 0 
sein. Nunistafa}a? = Ound nach Satz 18 auchaja}a?a = 0,afajaja? =0, 
also 
af’ =0, af =0, af = 0. 
Aus W,— W,+ W,+ Ws + Wy folgt dann weiter 
as = 0. 
41* 
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Wenn a} + 0 wiire, so wiirde aus afa}a; = 0 folgen: «a? = 0, worauf der 
Wiirfel W, — W, + W, + Wy gegen Satz 1 verstieBe; also ist 
- af =0. 

Nach Satz 18 ist jetzt a?afaja7 = 0. Wenn daher a) + 0 wire, so wire 
a? = 0 und der Wiirfel W, + W,+ W, + Ws + Wy wiirde gegen Satz 1 
verstoBen. Also ist «] = 0, womit aber der Wiirfel W, — Ws: + W,+We+ 
+ W, — W, gegen Satz 1 versté8t. Der Fall II ist also ebenfalls unméglich, 
womit der Hilfssatz 7 bewiesen ist. 

Hilfsatz 8. In einer Grundfigur des R, sind die fiinf Grundwiirfel (W, ist 
ausgelassen ) 





W,: 1, a, 0, -O | a, «, , , 
We: 0, 1, aj, O — a Sp 
Ws: 6 @& Lich iq. . a) «+ 
ve ae, &@ @ 1 S°,. Q@ +@-@ «® 
Ws: - s oe.’ S&S P > 


wo die eingesetzten a; und folglich auch der Zyklus a?a2a$a} von 0 verschieden 
sind, unmédglich. 
Beweis. Wie beim Beweis von Hilfssatz 6 ist zuniichst wieder © 
al =0, af =0, af =0, af 0, 
a= 0, f= 0, af =0, 
at =0, af = 0, a? = 0. 


Wenn nun a; + 0 wiire, so wiirde aus ajajaf = 0, ajaja$ = 0 folgen: 
a? = 0,a° = 0. AuBerdem miiBte natiirlich aja? = 0, also eine der Zahlen 
a;, a2 gleich 0 sein, so da eine nach Hilfssatz 6 bzw. 7 unmégliche Grund- 
figur entstehen wiirde. Also ist a3 = 0. Damit W, nicht gegen Satz 5 ver- 
stéBt, mu8 dann etwa af + 0 sein. Da nun ajafaf = 0, azafas = 0, 
afa% — 0 und nach Satz 18 auch afaia*a? = 0 ist, so folgt: a} = 0, a? = 0, 
af = 0,4} = 0. Die Grundwiirfel W;, ..., Ws haben daher das Aussehen 





W,: 0, 0, 0, of 1,., . 1 @) 

W,: 0, 0, 0, Of} O, 1, 0, af} Cg) x 

' = 0 of 0). 
W:: 0, 0, 0, bibery) («?) a ee 
W;: 0, 0, ’ 0 , 0, ’ 1 (a3) 











Nach Satz 19 kann das eingerahmte Quadrat wieder keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten, muB also in einer Zeile drei Nullen haben. 
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und zwar, damit nicht eine nach Hilfssatz 6 oder 7 unmégliche Grundfigur 
vorliegt, in der letzten Zeile. Nun ist aa? = 0, agaga$ = 0 und nach Satz 18 
auch afafaia® =.0. Wenn also a3 + 0 wiire, so wire aj = 0, aj = 0, 
a® = 0, worauf der Wiirfel W, — W,; + W,+(W, — Ws) bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz.1 verstieBe. Also ist a} = 0. Damit W, nicht gegen 
Gets 5 verstt, muB jetzt «? + Osein. Da aga? = 0 und nach Satz 18 auch 
aaratae = 0, arafasa? = 0 ist, so folgt weiter a? = 0, a} = 0, a? = 0, 
und man gewinnt das Bild 


i ow ee |e Seen 
We: 0, 0, 0, 0} 0, 1, 0, af, 
W,: 0, 0, 0, rk ae 
Ws: 0, 0, 0, 010, 0, 0, 1, af 
Wo: 0, 0, , AOU 44 * 





wo nun das abgeteilte Quadrat wieder in einer Zeile vier Nullen enthalten 
muB8. Bei W, oder W, kénnen die Nullen a? Hilfssatz 6 bzw. 7 nicht stehen, 
also stehen sie bei Wy. Alsdann ist afaja) = 0 und nach Satz 18 auch 
afalata? = 0, a2afata® = 0. Wenn daher af + 0 wiire, so wire a? = 0, 
af =0, a? =0, womit der Wiirfel W, + W,+ We+ We+ We gegen 
Satz 1 verstieBe. Also ist 

as = 0. 
Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéSt, mu8 dann 

a; +.0 
sein. Da nun ofa? =0, a2aiae =0 und nach Satz 18 auth aSafaia? = 0, 
agasagns = 0, 60 ist 

as = 0, af = 0, a? = 0, as =0 

und aus W,-—W,+W,+W,+ Wy, folgt weiter 

af = 0. 
Jetzt versté8t aber der Wiirfel W, — W, + W,+ We + Wy — We gegen 
Satz 1, womit der Hilfssatz 8 bewiesen ist. 


Station II. Wenn in einer Grundfigur des R, ein Grundwiirfel auBer dem 
Ewnser nur noch eine von 0 verschiedene Koordinate hat, so ist jeder vierghedrige 
Zyklus, an dem dieser Grundwiirfel beteiligt ist, gleich 0. 


Beweis. Wir nehmen etwa an, da8 der Grundwiirfel W, die Voraus- 
setzung erfiillt und da® der Zyklus a?ajafa} doch von 0 verschieden ist. 
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Dann haben die ersten vier Grundwiirfel das Aussehen 


W,: tL, a? 0, 90, “ 7 . - 
W,: O, 1, aj, 0, : : ; . 
Ws: O, 0, 1, af, . . ba , 
Wea, &@G@1646 6@ @ & 


Damit nun die Wiirfel 

W,—W.+W,+W,, 01+ W.—W,+W,, —W,+8.+034+, 

nicht gegen Satz 1 verstoBen, mu8 etwa 
a?—as+aS=1, also af +0, ab + 0, 
af+af—as=1, also af +0, af +0, 
—aj+ay+as=1, also af +0, af +0 

sein, so da8 man folgendes Bild erhilt: 





P2 12 oh Oaa eww + 
WW: 6°23, &° oT, & dC, 
AP te Fb eee Oe 
W,:a}, 0, 0, 1/0 0, 0 0, O 
W;: , . . 1, : ‘ 
Wer s - ; Rae. * ; 
We: ', . : a aaa ° 














Nun muB in dem eingerahmten Quadrat, weil alle dreigliedrigen Zyklen 
gleich 0 sind, wenigstens eine Zeile zwei Nullen enthalten. Je nachdem das | 
die erste oder zweite oder dritte Zeile ist, liegt aber eine Grundfigur vor, die 
nach Hilfssatz 6 oder 8 oder 7 unméglich ist. 


§ 16. 
Weitere Hilfssitze tiber viergliedrige Zyklen im R,. Station III. 
Hilfssatz 9. In einer Grundfigur des R, sind die fiinf Grundwiirjel 


7: 1, a, @& 01, ‘of; ; , 
W,: 0, 1, a, 0 so a, ; 
7: 64 © Leia . a: 
W,: ai, 0, 0, 1 ‘ : , P 
wet P ; 3, @- @ . ; 





wo die eingesetzten ai und folglich auch der Zyklus a2aa$a} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
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Beweis. Wie beim Beweis von Hilfssatz 6 fordern die fiinf Grundwiirfel 
die folgende Erginzung: 








W;: 0, 0, 0, 0 1, 0, 0, as (ag) 

WG) G4 O2-5'1, (3) 4 

W7: 0, 0, 0, Fig aot Be BO 
Ws: 0, , 0, 0, ’ ’ 1 (a2) 








Dagegen kénnen wir nicht wie damals schlieBen, da8 auch a} = 0 ist. Aber 
auch so kann das eingerahmte Quadrat nach Satz 19 keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen ZykJus enthalten, mu8 also in einer Zeile drei Nullen haben. 
Das gibt die folgenden drei Fille: 


Fall I Fall II 
W;: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, a8, Ws: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, af, 
W.: 0,0, ,010,1,0, 0, We:0,0, ,01 1, » 
W;: 0, 0, 0, ee W: 0,0, 0, - | 0,0, 1, 0, 
W,: 0, , 0, — ¢ -. W,: 0, , 0, — ere 
Fall Ill 

W;: 0, 0, 0, 0] 1, 0, 0, af, 

gg ee Sree 

W,: 0, 0, 0, - ae eee 

W;:0, , 0, 0, 0, 0, 1, 


Im Fall I miiBte, wenn a? = 0 wire, wegen Satz 5 a? + 0 sein, und 
dann wiirde der Zyklus aa$a}a? gegen Station II verstoBen. Daher ist a} + 0. 


Aus alata? = 0, azafa? = 0, aga? = 0 folgt dann a} = 0, a? = 0, af = 0, 
und man erhalt das Bild 


W,: 0, 0, 0, O} 1, 0, 0, af, 
WO @ , 014-104 @ ag 
W,: 0, 0, 0, oe * A 
W,:90, , 9, Ss + «+ 
W,: 0, 0, , — i an 





Wenn nun «} = 0, so kann das abgeteilte Quadrat nach Satz 19 keinen von 0 
verschiedenen viergliedrigen Zyklus enthalten. Wenn aber a} + 0, so mu8 
wegen ajasa? = 0 gewiB af = 0 sein, so daB W, nach Station II an keinem 


- yon 0 verschiedenen viergliedrigen Zyklus beteiligt ist; daher ist afajafa? = 0, 
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also a} = 0, und jetzt kénnen auch W,, W,, Ws, W, nicht an ein und dem- 
selben von 0 verschiedenen viergliedrigen Zyklus beteiligt sein, weil sonst 
der Wiirfel W,+ W,-+ W, — Wy gegen Satz 1 verstéBt*). In dem ab- 
geteilten Quadrat miissen hiernach auf jeden Fall alle viergliedrigen Zyklen 
gleich 0 sein; sodann aber auch alle fiinfgliedrigen, weil sonst der Wiirfel 
W, + We+ W: + Ws — W, bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 ver- 
st6éBt*). Daher miissen in einer Zeile des Quadrats vier Nullen stéhen. Stehen 
sie bei W;, so ist wegen Satz 5a + 0 und dann verstéBt der Zyklus afa}a?a; 
gegen Station II. Stehen sie bei W,, so ist nach Satz 18 azazaza$ = 0, 
agalaras = 0; alsoa? = 0, af = 0, so daB W, gegen Satz 5 verstéBt. Also 
stehen die vier Nullen bei Wg. 

Nach Satz 18 ist dann afa}afa? = 0, also 

aj = 0 und folglich af + 0 (wegen Satz 5). 
Aus aja; = 0, ajasas = 0, agaza? = 0, agaga; = 0 folgt weiter 
af =0, af =0, af =0, af =0. 
Nunmehr iw» Station II auf Ws und W, anwendbar; daber ist aJa3asa? = 0, 
adslata? = 0, afelutal = 0, efagaju] = 0; alo 
a= 0; af =0, af =0, af =O. 
Nun sind «$, a nicht beide gleich 0, weil sonst der bereits erledigte Fall vor- 
lage, daB in dem Quadrat vier Nullen bei W; stehen. Wegen adafa; = 0, 
ata? = 0 ist daher 
a, = 0 und folglich af + 0 (wegen Satz 5). 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, + W, — W, — W, — Wy gegen Satz 1. 
Der Fall I ist damit als unméglich nachgewiesen. 

Im Fall IT miiBte, wenn a? = 0 wire, wegen Satz 5 af + 0 sein, und 
dann wiirde der Zyklus afaja?aj gegen Staticn II verstoBen. Daher ist 
a? + 0. Aus azaja? = 0, afaza? = 0, aja? = 0 folgt danna? = 0,a3 = 0, 
a; = 0, und man erhilt das Bild 


Ws: 0, 0, 0, O} 1, 0, 0, a’, 
W,: 0, 0, , 0 ie ae . 
W;: 0, 0, 0,° |0, 0, 1, 0, @ 
WO . @ So . » .& 
W,: , 0, 9, ee - 





*) Man sieht das sofort, wenn man unter Annahme des Gegenteils diese vier 
Grundwiirfel gem48 Satz 3 nebst Zusatz aufbaut. Analog ist spiter noch mehrfach 
zu verfahren, auch mit mehr ais vier Grundwiirfeln. 

5) Vgl. den SchluBeatz von FuBnote *). 
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wo nun das abgeteilte Quadrat wieder keinen von 0 verschiedenen Zyklus 
enthalten kann (wegen Satz 19 und wegen W, + W, + W, — Wz + Wj). 
Daher miissen in einer Zeile des Quadrats vier Nullen stehen. Stehen sie bei 
W., so liegt der erledigte Fall I vor. Stehen sie bei Wz, so ist nach Satz 18 
agazasas = 0, afajara? = 0; also a? = 0, af = 0, so daB Ws gegen Satz 5 
verst6Bt. Also stehen die vier Nullen bei Wy. 
Nach Satz 18 ist dann aja?aja? = 0; also 
a} = 0 und folglich a} + 0 (wegen Satz 5). 
Nun ist ajaf = 0, afaja] = 0, afaja? = 0 und nach Station II, angewandt 
auf Wy, auch avasa}a7 = 0, afajara? = 0, afalara? — 0; also 
af=0, af =0, af =0, af = 0, af = 0, af = 0. 
Nunmehr ist Station II auch auf W; anwendbar. Daher ist aa3a3a$ = 0, 
asatara? = 0; also 
af =0, af =0. 
Ferner ist agaja? = 0, agajajaf = 0, agagasa? = 0. Wenn also af + 0 
wire, so wire af = 0,a = 0,a? = 0, worauf der Wiirfel W, — W,+ W,+ 
+ W.-+ W, bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBé. Daher ist 
af = 0. 
Wenn nun «;, a? beide gleich 0 sind, so ist, damit nicht der erledigte Fall I 
vorliegt, aj + 0, so daB aus ajavasa? = 0 folgt: «f = 0, worauf der Wiirfel 
W, — We+ We + W, + Wy gegen Satz 1 verstéBt. Also sind «?, a8 nicht 
beide gleich 0. Wegen afafaf = 0, aga? = 0 ist daher 
ag = 0 und folglich a] + 0 (wegen Satz 5). 
Da jetzt auch auf W, die Station II anwendbar ist, ist aja?aja; = 0; also 


8 
a, = 0. 
Aus W,+W,-—W,+ W.— W, folgt dann noch 
5 
a, = 0. 


Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, — W, + W,-+ W, — We + Wo gegen 
Satz 1. Damit ist auch der Fall II als unméglich erkannt. 

Wir kommen zum Fall III. Wenn dabei a? = 0 ist, so ist nach Station II 
ajazasa? = 0, also a? =0. Ist dagegen a? + 0 und baut man unter der 
Annahme «a? + 0 die Grundwiirfel W., Ws, Ws, Ws gemaB Satz 3 nebst 
Zusatz auf, so ergibt sich das Bild 


We: 1, a3, 0, Of 0, OF af, af, 
We: @ 1, of, ©1060 a .. 05, 
W,: 0, 0, 1, a | 0 0, 0, 0, a 
Weed, 0, 0 1;0, , % 0, 
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Hiernach versté8t der Wiirfel W,. — W,; + W, + W, nur dann bei keinem 
der beiden Vorzeichen gegen Satz 1, wenn 
ap—aytap+as=2, af—a3—as+o3 = 1, 
also 
d—edtaat. =| 
ist; dann verstéBt aber der Wiirfel W, — W, —2W, + Wz gegen Satz 1. 
Somit ist die Annahme a? + 0 falsch und man hat in jedem Fall 
a; = 0. 
Nach Satz 18 ist dann afajafa? = 0, also 
af = 0 und folglich a? + 0 (wegen Satz 5). 
Auf W, ist nun Station II anwendbar. Somit ist ajaSaSa? = 0, 
asasafa? = 0, aga? = 0; daraus folgt a} = 0, a = 0, af = 0 und man 
erhalt das Bild 


W;: 0, 0, 0, 0/1, 0, 0, af, 
eh ee (OT: |. ‘ 
W,: 0, 0, 0,. ~ : 
W,: 0, 0, 0, 0/0, 0, 0, 1, a? 
wer , @ ek de We 





wo in dem abgeteilten Quadrat wieder in einer Zeile vier Nullen stehen miissen. 
Stehen sie bei W, oder W;, so liegt der erledigte Fall I bzw. II vor. Also stehen 
die vier Nullen bei Wg. 

Nun ist ofafaget—0, afajaf—0, ajo? —0, afatetes = 0, 
ajasa? = 0. Wenn also aj + 0 wire, so wire af = 0, af = 0, a? = 0, 
af = 0, af =0, worauf der Wiirfel W, — W, — W, — Ws + Wg gegen Satz 1 
verstieBe. Daher ist 

a; = 0 und folglich aj + 0 (wegen Satz 5). 
Weiter ist afasafaf = 0, afafa? =0, afafasa? = 0, agasas = 0, aa? = 0; 
also a? = 0,a? = 0,a? = 0,a$ = 0,a? = 0. Jetzt verstéBt aber der Wiirfel 
W, — W,+ Ws; + Ws — We gegen Satz 1. Daher ist auch Fall III un- 
méglich, womit der Hilfssatz 9 bewiesen ist. 


Hilfssatz 10. Bei einer Grundfigur des Ry, sind die fiinf Grundwiirfel (Ws 
und W, sind ausgelassen 


W,: 1, af, 0, O | af, af, Spots. 
W,: 0 1, a, 0 —s = 8 : 
WG @€ 2, thet . td . 
——-,. & & 3 ‘ . . . 
W:: 
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wo die eingesetzten a{ und folglich auch der Zyklus azazasa} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 

Beweis. Wéortlich wie beim Beweis von Hilfssatz 7 mit dem einzigen 
Unterschied, da8 statt ,,Satz 18“ jetzt ,,Station II“ und statt ,,Hilfssatz 6“ 
bei der zweiten Heranziehung ,,Hilfssatz 9 stehen muB, findet man, daB die 
folgenden beiden Fille zu unterscheiden sind: 


Fall I Fall I 
Se GQGaers ». « we Gaegeii,.,», >» 
W,: 0,0, ,0/0,1,0, 0, were G@ «Ot «hs 
W;: 0, 0, 0, 0, 0, 1, af, W;: 0, 0, 0, 0, 0, 1, af, 
W,: , 0, 0, < oo oe W;: , 0, 0, 0, 0, 0, 1, 


Im Fall I miiBte, wenn a} = 0 wire, wegen Satz 5a; + 0 sein, und dann 
wiirde der Zyklus agafaia? gegen Station II verstoBen. Daher ist «? + 0. 
Aus ajafa? = 0, fafa? = 0, afet = 0 folgt dann «} = 0, of = 0, af = 0, 
und man erhalt das Bild 


wae @ ©. @ OL « ‘ 
W,: 0, 0, , 0/90, 1, 0, 9, a? 
W;: 0, 0, 0, 0, 0, 1, a, 
W;: , 0, 9, wee ake * 
W,: 0, 0, , > Te a, .~ 





Nach Satz 19 kann das abgeteilte Quadrat gewi8 keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten, bei dem der Index 6 oder 9 fehlt. Es enthilt 
aber auch keinen anderen; denn sonst verstéBt, 


wenn 5 fehit, der Wiirfel W, + W, + We — Wo, 

wenn 7 fehlt, der Wiirfel W, > WwW. + Ws _ Ws, 

wenn 8 fehlt, der Wiirfel + W, + We + W,— W, 
bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1°). Ein von 0 verschiedener /t'nj- 
gliedriger Zyklus kann aber auch nicht vorhanden sein, weil sonst der Wiirfel 
W;+ W.+ W; + Ws — Wy bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 ver- 
stéBt*). Hiernach enthalt das Quadrat in einer Zeile vier Nullen, aber nicht 


bei W,, weil W, sonst gegen Satz 5 verstéBt. Die Nullen stehen also bei W, 
oder Ws. 


Wir nehmen zuerst an, die Nullen stehen bei Wz. Wenn dann a} + 0 
wire, so wiirde aus aJa® = 0, aja?af = 0, afaia? = 0 folgen: af = 0, 


*) Um das einzusehen, verfahre man nach dem Rezept von FuBnote ‘*). 











af = 0, «7 = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + (W, — Ws) bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 

a} = 0 und folglich a + 0 (wegen Satz 5). 
Auf W, ist jetzt Station II anwendbar. Daher ist aSaja}a7 = 0, afada7 = 0, 


agalaS = 0, afa® = 0, afalafae = 0; also 
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ay =0, af =0, af = 0, af = 0, af = 0. 
Nach Satz 19 ist dann afasa}a® = 0; also 
a? = 0. 
Jetzt ist Station II auch auf W, anwendbar. Daher ist a/afaja} = 0, also 
as = 0. 
Wenn nun a; + 0 wire, so wiirde aus aja? = 0, agajal = 0, agajaf = 0, 
agasasa? = 0 folgen: af = 0, af = 0, af = 0, af = 0. Aus W, —-Wy+ 
+ (W; — W,) wiirde alsdann bei passendem Vorzeichen noch folgen: a? = 0, 
und jetzt wiirde der Wiirfel W,; — W, + W, + (Ws — We) bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1 verstoBen. Daher ist 
a; = 0. 


Wenn «} + 0 wiire, so wiirde aus afaja? = 0, afagaja; = 0, agasaja? = 0 
folgen: a} = 0,a? = 0,a$ = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + We + We + 
+ We, bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist auch 


af = 0. 


Wenn nun aja} + 0 wire, so wiirde ausaja? = 0,ajata? = O,agajataf = 0 
folgen: a? = 0,a? = 0,af = 0, worauf der Wiirfel W, + W,+ W.+ W,— Wy 
bei passendem Vorzeichen gegen Satz1 verstieBe. Daher ist aja* = 0. Wenn 
aj + 0 wire, so wire hiernach «f = 0 und aus aja? = 0, ajaSasa? = 0 
wiirde weiter folgen: a? = 0,a? = 0. Alsdann wiirde aus W, + W, + W,+ 
+ W, — Wy noch folgen: af = 0, worauf der Wiirfel W, + W,+ We+ 
+ W, + .W,— W, bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 


a, = 0 und folglich a} + 0 (wegen Satz 5). 
Wegen aja? = 0, afacae = 0 ist jetzt 
a? = 0, af = 0 und folglich a] + 0 (wegen Satz 5). 


Jetzt ist Station II auch auf W, anwendbar. Daher ist ajafaja? = 0, 
asasa? = 0; also 
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Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, — W, + W, + W, + Wg gegen Satz 1. 
Die Annahme, daB die vier Nullen bei W, stehen, ist hiernach falsch. 
Die Nullen stehen also bei Wy. Nach Satz 18 ist dann ajaja’a? = 0, 
also 
a} = 0 und folglich «3 + 0 (wegen Satz 5) 
Auf W, ist jetzt Station II anwendbar. Daher ist a3a? = 0, a2aja? = 0, 
agazarae = 0, agasao = 0, avazaca® = 0; also 


ags=0, af =0, af =0, af = 0, af = 0. 


Wegen der letzten Gleichung muB, damit nicht eine nach Hilfssatz 9 unmég- 
liche Grundfigur vorliegt, 

a; + 0 
sein. Aus aJa%a? = 0 folgt dann 

ag = 0, 
und damit nicht der erledigte Fall vorliegt, daB vier Nullen bei W, stehen, 
muB jetzt 

as + 0 
sein. Aus afagasa$ = 0 folgt dann 

as = 0, 


worauf der Wiirfel W; — W, — W, + Wz — Wg bei passendem Vorzeichen 
gegen Satz 1 verstéBt. Damit ist der Fall I als unméglich nachgewiesen. 


Im Fall II wiirde, wenn «} + 0 ware, aus aja® = 0, aja?a? = 0, 


asata; = 0 folgen: a? = 0, af = 0, a; = 0, worauf der Wiirfel W, — We + 
+ (W, — W,) bei passendem Vorzéichen gegen Satz 1 verstéBe. Daher ist 


a = 0. 
Wir nehmen jetzt zunachst an, daS 
a: = 0 und folglich a} + 0 (wegen Satz 5) 


ist. Dann ist Station II auf W, anwendbar. Daher ist aja}af = 0, ajaf = 0, 


4ele5_8 — 414608 — rie 844.7 — 0: 
agasaras = 0, agasarag = 0, arasasa; = 0, arasa; = 0; also 


a®=0, af =0, al = 0, af = 0, af = 0, af = 0. 


Jv 


Wenn nun a; + 0 wire, so wire af = 0 und, damit nicht eine nach Hilfs- 
satz 9 unmégliche Grundfigur vorlige, miiBte aj + 0 sein. Sodann wiirde aus 
agafaga? = 0 folgen: a? = 0 und hiernach aus W, — W, + (W; — W7) bei 
passendem Vorzeichen auch a} = 0, worauf der Wiirfel W, — W, = 
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+(W; — W:)+ Wes bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. 
Daher ist 


af = 0 

und damit nicht der erledigte Fall I vorliegt, muB 
a; + 0 

sein. Aus aja?asaf = 0 folgt dann 
af =0 


und hierauf aus W, — W, + (W_. — W;) bei passendem Vorzeichen 

at = 0. 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, — W, + (W, — W-) + Ws bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1. 

Die Annahme af = 0 ist daher unzulissig. Also ist 

ag +0 

und aus aga? = 0, ajafa? = 0 folgt weiter 
af =0, a, = 0. 

Wenn jetzt a; + 0 wire fiir y = 2 oder 3, s0 wiirde aus ajaja> = 0, a;a) = 0, 
aya’ a? = 0 folgen: a® = 0,a° = 0, a? = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + 


+ (W, + Ws) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 
a? = 0, a? = 0, uid man erhalt das Bild 


aS Se ee | 
; oa eS > ee See 
W:: 0, 0, 0, 0, 0, 1, af, 
W.: 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, af 
W,: , 0, 0, * ees 





In dem abgeteilten Quadrat miissen jetzt wieder in einer Zeile vier 
Nullen stehen. Stehen sie bei W,, so verstéBt W, gegen Satz 5; stehen sie 
bei W,, so liegt der erletligte Fall I vor. Also stehen die vier Nullen bei Wy. 
Nun ist aja? = 0, ajaza? = 0, afaja® =O und nach Satz 18 auch 
afgadaraf = 0, afafaia? = 0. Wenn daher a} + 0 wiire, so wire a? = 0, 
af = 0,a° = 0,a8 = 0, a7 = 0 und dann wiirde aus W, — W, + W, — Wy 
weiter folgen: a? = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + W,; — Wy + Wy bei 
passendem Vorzeichen gegen Satz 1' verstieBe. Daher ist 


a; = 0 und folglich af + 0 (wegen Satz 5). 
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Auf W, ist jetzt Station II anwendbar. Daher ist ajaja? = 0, afaja?a? = 0, 
aga, = 0, agagacar = 0, agasay = 0, aragaga; = 0; also 


ay =0, af =0, af = 0, af =0, a = 0, a7 = 0. 


Wenn nun a} + 0 wire, so wiirde aus afa}a; = 0 folgen: «7 = 0 und der 
Wiirfel W, + (We, — W-) + W, wiirde bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 
verstoBen”). Daher ist 


at = 0. 


Wenn a? + 0 wire, so wiirde aus a?asa}a? = 0 folgen: «7 = 0, worauf der 
Wiirfel W, + (W, — W-) + W, + W, bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 
verstieBe’). Daher ist 

ay = 0. 


Jetzt ist auch auf W, die Station II anwendbar und es ist afafala? = 0. 
Wenn also af + 0 wire, so wire «7 = 0 und dann wiirde der Wiirfel 
W, + (W. + W, — Ws) + W, bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 ver- 
stoBen’). Daher ist 


as = 0. 
Aus W, — W,+ W,+ Ws. + Wy folgt dann noch 
a; = 0, 


worauf der Wiirfel W, + (W,+ W,— Ws) +W,+ Wy bei passenden 
Vorzeichen gegen Satz 1 versté8t’). Damit ist auch Fall II als unméglich 
erkannt, also der Hilfssatz 10 bewiesen. 

Hilfssatz11. In einer Grundfigur des Ry sind die fiinf Grundwiirfel 
( Ws tst ausgelassen ) 


y: i «2, @& @ af, af, : - 
WW: &@ 1, a, 0 i aoa 4 
me & 4k wie CC we 
W,: ai, 0, 0, 1 : . ‘ , 
We: , ; : arin © . . 





wo die eingesetzten a‘ und folglich auth der Zyklus a?a3 aja} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
7) Als ganzzahlige von 0 verschiedene Koordinate kommen nur die fiinfte und 
sechste in Betracht. Diese sind gleich 
aptaf+taf, af + af + af, ) 


und bei passenden Vorzeichen ist keine davon eine ganze von 0 verschiedene Zahl 
(vgl. die Begriindung in I, S. 427 unten). 
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Beweis. Wértlich wie beim Beweis von Hilfssatz 8 mit dem einzigen 
Unterschied, da8 statt ,,Hilfssatz 6 bzw. 7“ jetzt ,,Hilfssatz 9 bzw. 10“ stehen 
muB, findet man das Bild 





Rat 8 8 Bie 5. (a?) 
W,: 0, 0, 0, 0/0, 1, -0, a8 | @) 

° — 0 od 0). 
W: 0, 0, 0, deg | (at) 1 Pein 
Ws: 0, 0, ’ ) 0, ) l (a2) 











Dagegen kann nicht wie damals geschlossen werden, daB auch af = 0 ist. 
Aber auch so kann das eingerahmte Quadrat nach Satz 19 keinen von 0 ver- 
schiedenen viergliedrigen Zyklus enthalten, mu also in einer Zeile drei Nullen 
haben, und zwar, damit nicht eine nach Hilfssatz 9 oder 10 unmégliche Grund- 
figur vorliegt, bei Wz. Wenn dann a} + 0 wire, so wiirde aus aja? = 0, 
afaia? = 0, agafaf = 0 folgen: «a? = 0,a$ = 0, af = 0, wotauf der Wiirfel 
W, — W,+(W. — Ws) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. 
Daher ist 

ag = 0. 
Wenn nun a} = 0 ware und folglich wegen Satz 5 «3 + 0, so wire auf W, die 
Station II anwendbar und man hiitte agazafaf = 0, afazaja? = 0; also 
af = 0, af = 0. Damit nicht eine nach Hilfssatz 9 oder 10 unmégliche 
Grundfigur vorlige, miiBte dann a; + 0, a? + 0 sein, wahrend doch aja? = 0 
ist. Daher ist 

ag + 0. 
Aus afa% = 0, agaga$ = 0 folgt dann 

af = 0, a5 = 0. 

Wire a + 0 fiir » = 1 oder 2, so wiirde aus aj a°a} = 0 folgen: af = 0, so 
daB Station II auf W, anwendbar wire; im Widerspruch damit wire aber 
x, a° ata? +0. Daher ist a} = 0, a? = 0, und man gewinnt das Bild 


ea-eh GBEe S 
We: 0, 0, 0, O10, 1, 0, a’, 
W,: 0, 0, 90, are * , 
Ws: 0, 0, , 010, 0, 0, 1, af. 
W,:0, 0 , Rye ° 





Hier kann das abgeteilte Quadrat nach Satz 19 gewiB keinen von 0 
verschiedenen viergliedrigen Zyklus enthalten, bei dem der Index 7 oder 8 
oder 9 fehit. Es enthalt aber auch keinen anderen; denn sonst verstéBt, 


wenn 5 fehlt, der Wiirfel W, + W, + Ws —_ Wy, 
wenn 6 fehlt, der Wiirfel W; — W, — W,+ Wy 
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gegen Satz 1°). Ein von 0 verschiedener ftinfgliedriger Zyklus kann aber auch 
nicht vorhanden sein, weil sonst der Wiirfel W, + W, + W,+ Wz, — Wy 
gegen Satz 1 verstéBt*). Hiernach enthalt das Quadrat in einer Zeile vier 
Nullen, und zwar, damit nicht eine nach Hilfssatz 9 oder 10 unmégliche 
Grundfigur vorliegt, bei Wo. 

Nun ist aja? = 0, ajata? = 0, afasa$ = 0 und nach Satz 18 auch 
afatafag = 0, afasata? = 0, agafasa® = 0. Wenn daher a} + 0 wire, so 
wire a? = 0, a! = 0, af = 0, af = 0, a? = 0, af = 0, worauf der Wiirfel 
W, — W,+ We + We — Wo gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 

a$ = 0 und folglich a3 + 0 (wegen Satz 5). 
Auf W, ist jetzt Station II anwendbar. Daher ist aja} = 0, aaa? = 0, 
agajar = 0, aaa? = 0, afasasas = 0, afagasa®—0, afafasas = 0; also 

ag=0, af=0, af = 0, af =0, af = 0, af = 0, af = 0. 


Ferner ist fiir » = 5 und 7 aja; a°a? = 0. Wenn daher a’ + 0 wiire, so wire 
a? = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + W, — Ws — Wy gegen Satz 1 ver- 
stieBe. Also ist 


af=0, af =0. 


Damit nicht eine nach Hilfssatz 9 oder 10 unmégliche Grundfigur vorliegt, 
muB jetzt a] + 0, a? + 0 sein, wihrend doch aja? = 0 ist. Damit ist der 
Hilfssatz 11 bewiesen. 


Station III. In einer Grundfigur des Ry sind die vier Grundwiirfel 


Aa a a ae a ee 
W,: 0, 1, ad, 0 + ii. 2 
ws & @& 1 a2, , as, ; 


W,: a}, 0, 0, l 


, ’ , , 


wo die eingesetzten a und folglich auch der Zyklus a?a3aa} von 0 verschieden 
sind, unmédglich. 


Beweis. In dem Quadrat 


l, @, &, 


ae, 1, ag 
a? 3 ae, l 
miissen, da alle zwei- und dreigliedrigen Zyklen gleich 0 sind, in einer Zeile 
zwei Nullen stehen. Je nachdem das die erste oder zweite oder dritte Zeile ist, 
liegt aber eine nach Hilfssatz 9.oder 11 oder 10 unmégliche Grundfigur vor. 


*) Um das einzusehen, verfahre man nach dem Rezept von FuBnote ‘). 
Mathematische Annalen. 117. 42 
























Ws: 
Ws: 
W:: 
Ws: 


as =0, a; 


Nochmals Hilfssitze iiber viergliedrige Zyklen im R,. Station IV. 
Hilfssatz 12. In eimer Grundfigur des R, sind die fiinf Grundwiirfel 
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§ 17. 





Pas thy ee & 0 le Se -< 
W,: 0, 1, a, 0 » ’ , 
ss: & @& 1, ile. ; ; , 
W,:a, 0, 0, 1 Pr ay 
ee ee a a a ee 


. 
; = 


0, 





wo die eingesetzten a und folglich auch der Zyklus a?a3a{a} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 


Beweis. Wie beim Beweis von Hilfssatz 6 ergibt sich zunichst 


0, af =0, af =0, a =0, aF =0, af =0 


und aus ata; = 0, afafa] = 0, ata] = 0 folgt auBerdem a} = 0, a3 = 0, 
a+ = 0. Damit W, nicht gegen Satz 5 verstéBt, mu8 etwa aS + 0 sein und 

dann folgt aus ajafa? = 0, afa?aS = 0, ada = 0 weiter a} = 0, a3 = 0, 

a? = 0, so daB man folgendes Bild gewinnt: 

Ws: 
Ws: 
W,: 
Ws: 


0, 0, 0 lt 0, 0, a | (a!) 
0, , 0 : | (ag) 9 
® — 0 od 0). 
gy Foe hey (a) salting | 
| | 0, ; 2 3 Te 





Nach Satz 19 kann das eingerahmte Quadrat keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten, mu also in einer Zeile drei Nullen haben. 
Daher hat man die folgenden drei Fille: 


Fall I Fall I 
0, 0 | 1, 0, 0, a, W;: 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, af, 
, 0/1 0,1, 0. 0, kt ere be See 
cer. .<o & W;: 0, ,0,0/]0,0,1, 90, 
. 0. | es 2 W,: 0, , 0, ia © 
Fall III 
Ws: 0, 0, 0, O| 1, 0, 0, af, 
W,: 0. 0, , O | me * , 
wet gee eee Sh . 


1 
Wa: 0, P 0. | 0, 0, O 


— 
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Im Fall I gelangt man durch wértlich die gleichen Schliisse wie beim 
Beweis von Hilfssatz 9, Fall I zu dem Bild 


W,;: 0, 0, 0, 0} 1, 0, 0, as, 
We: 0, 0, , 010, 1, 0, 0, a 
W,:0, , 0, 0 0 = ; 
W,:0, «, 0, a>, ww. & 
W,: 0, 0, , <a ws ww 2. 





Nach Satz 19 kana das abgeteilte Quadrat gewi8 keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten, bei dem der Index 8 oder 9 fehlt; aber auch 
keinen, bei dem 6 oder 7 fehit, weil sonst der Wiirfel W, + W, — W, + Wy 
bzw. W, + We. + Ws — Wg gegen Satz 1 verstéBt*). SchlieBlich enthilt es 
aber auch keinen, bei dem 5 fehlt. Denn wenn a} + 0, so folgt ausaja3a? = 0, 
aja; = 0,daBa} = 0,a) = Oist, und jetzt folgt die Behauptung aus Satz 19. 
Wenn aber a? = 0, so ist auf W; die Station II anwendbar; ‘also ist 
azazacas = 0, afahaeaf = 0 und folglich a3 = 0, a} = 0, worauf die Be- 
hauptung wieder aus Satz 19 folgt. Das Quadrat enthalt aber auch keinen 
von 0 verschiedenen ftin/gliedrigen Zyklus, weil sonst der Wiirfel W, + Wy + 
— W,+ W, — Wg gegen Satz 1 verstéBt*). Hiernach stehen in einer Zeile 
des Quadrats vier Nullen. Stehen sie bei W;, so ist wegen Satz 5 «? + 0 und 
dann verstéBt der Zyklus «?a}a«] gegen Station II. Stehen sie bei Ws. so 
ist nach Satz 18 ajazajaf = 0, aajafas = 0, also a? = 0, a3 = 0, so daB 
W, gegen Satz 5 verstéBt. Daher stehen die vier Nullen bei Wy. 
Von hier aus ergibt sich wértlich wie beim Beweis von Hilfssatz 9 


af=0, af+0, af=0, a8 =0, a3 =0, af =0, af =0, a2 =0, 
und auf W, ist die Station II anwendbar. Dagegen folgt die Gleichung 


a? = 0 
diesmal aus ajafaja? = 0. Und die weitere Gleichung 
6 


ergibt sich so: Ware af +0, so wiirde aus afafaja] = 0. aaa’ = 0. 
agazata? = 0 folgen: a, =0, af =0, af = 0, worauf der Wiirfel 
W, + W,— W. + W; — W, bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 ver- 
stieBe™). Jetzt geht es wieder wortlich wie beim Beweis von Hilfssatz 9. 
Fall I weiter, wodurch sich Fall I als unméglich erweist. 

Im Fall II miiBte, wenn «? = 0 wire, wegen Satz 5 «? + 0 sein. worauf 
der Zyklus a?a3aia) gegen Station II verstieBe. Daher ist «? +0. Aus 


®) Um das einzusehen, verfahre man nach dem Rezept von FuBnote +). 
10) Das ist analog wie in FuBnote *) einzusehen. 


42* 
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ajaja? = 0, afaja? = 0, aja? = 0 folgt dann weiter aj = 0, af = 0, 
a; = 0, und man gewinnt das Bild 


W;: 0, 0, 0, O| 1 O, 0, af 
W,: 0, 0, Ts 
W,:0, , 0, O| 0, 0, 1, O, a 
W,:0, , 0, oS aise ® 
> Fen | wae eee * 





Nach Satz 19 kann das abgeteilte Quadrat gewiS keinen von 0 ver- 
schiedenen viergliedrigen Zyklus enthalten, wenn «; = 0 ist. Wenn dagegen 
a; + 0, so folgt aus aaa? = 0, daB a? = 0 und folglich W, nach Station II 
an keinem von 0 verschiedenen viergliedrigen Zyklus beteiligt ist; aber auch 
ohne Beteiligung von W, kann jetzt kein solcher Zyklus in dem Quadrat ent- 
halten sein, weil sonst der Wiirfel W, + W, + Wz — Wy bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1 verstéSt!!). Das Quadrat enthalt also in keinem 
Fall einen solchen Zyklus. Ebensowenig kann es einen von 0 verschiedenen 
fiinfgliedrigen Zyklus enthalten, weil sonst der Wiirfel W, + W, + W, + 
+ W, — Wg, bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verst6Bt"). Daher 
miissen in dem Quadrat wieder in einer Zeile vier Nullen stehen. Stehen sie 
bei Wg, so liegt der erledigte Fall I vor. Stehen sie bei W,, so ist nach Satz 18 
azazara? = 0, afaiara? = 0, also af = 0,0} = 0, so daB Wy gegen Satz 5 
verstéBt. Daher stehen die vier Nullen bei Wy. 

Nach Satz 18 ist dann ajasaja? = 0; also 


a? = 0 und folglich «7 + 0 (wegen Satz 5). 
Auf os ist jetzt die Station II enventier. Daher ist aja? = 0, ajaga; = 0, 


aasaca® = 0, azafa? = 0, afa2al = 0, afazaza;s = 0, atazafas = 0; 


also 
as = 0, a; = 0, as = 0, a? = 0, a, = 0, a, = 0, a, = 0. 


Jetzt ist die Station II auch auf W, anwendbar. Daher ist aJa3a3a! 


asajaras = 0; also 


0, 


: = 0, a; = 
Wenn nun a? +0 wire, so wiirde aus afazaf = 0, afajagas = 0, 
arataza> = 0 folgen: af = 0, af = 0, af = 0, worauf der Wiirfel W, — W; + 
+ Ws, + Ws, + Wg Lei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Da- 
her ist 


a, = 0. 


'') Um das einzusehen, verfahre man nach dem Rezept von FuBnote ‘). 
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Wenn af + 0 wire, so wiirde aus agajafaf = 0, afagas = 0, agaf = 0 

folgen: a3 = 0, a2 = 0, a = 0, so daB We gegen Satz5 verstieBe. Also ist 
a® = 0 und folglich «J + 0 (wegen Satz 5). 

Aus ajataza$ = 0 folgt jetzt 


af = 0 
und sodann aus W, — W, — W, + Ws — W, auch noch 
as = 0. 


Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W. —W, —W, —W,+ W, — Wy gegen 
Satz 1. Damit ist auch Fall II als unméglich erkannt. 

Im Fall III erhalt man durch wortlich die gleiche Uberlegung wie beim 
Beweis: von Hilfssatz 9, Fall III das Bild 


W;: 0, 0, 0, O|] 1, 0, 0, af, 
ee we ee) ee ee 
_—oe ~~ & ers , s ; 
W,: 0, 0, 0, 0| 0, 0, 9, 1, af 
7wa@ , @ <i o Sa ee 





wo in dem abgeteilten Quadrat wieder in einer Zeile vier Nullen steheh miissen. 
Stehen sie bei W, oder W;, so liegt der erledigte Fall I bzw. II vor. Also 
stehen die vier Nullen bei W,. Von da an laBt sich wortlich wie bei Hilfssatz 9, 
Fall III weiterschlieBen, wodurch auch Fall III als unméglich erkannt wird. 
Damit ist der Hilfssatz 12 bewiesen. 


Hilfssatz 13. In einer Grundfigur des Ry sind die fiinf Grundwiirfel (W, 
und W, sind ausgelassen) 


ws: Le, & Ore. a, a, , 
W,: 0, 1, a, 0 , @&, : ; 
ek et ele og te ee 
a, 4 GQ 1 ee 
Wr: , 5 , y -& : 





wo die eingesetzten a und folglich auch der Zyklus afatasa! von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
Beweis. Wie beim Beweis von Hilfssatz 12 ergibt sich zunichst 
at=0, a2 =0, a = 0, af = 0, 
af =0, aF =0, af =0, oF = 0, oF = 0, af = 0. 


Wenn nun a, a? beide gleich 0 waren, so wire wegen Satz 5 a? + 0, und 
dann wiirde der Zyklus aFajaja/ gegen Station II verstoBen. Daher diirfen 
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wir etwa a? +0 annehmen. Aus ajaja; = 0, ajaja? = 0, aja? = 0 folgt 
dann a} = 0, a} = 0, aj =.0, und man gewinnt das Bild 





W,: @ @-@ Of. (a3) 
Ws: 0, 0. : 0 ’ 1, ’ (a2) 9 

° — 0 oder - 0). 
W;: 0, 9 0, 0 0, 0, Fe as (a?) («1 ™ ° , 
wu G& ie. 48 » se 21@ 











Wenn nun «?, «7 beide von 0 verschieden sind, so folgt ausaza! = 0,a3a2a$ = 0 
zunichst a} = 0, af = 0; dann ist aber nach Satz 19 auch afazaia7 = 0, 
also a] = 0, so daB eine nach Hilfssatz 12 unmégliche Grundfigur vorliegt. 
Daher ist wenigstens eine der Zahlen «3, «? gleich 0 und dann folgt aus Satz 19, 
da8 das vorstehend eingerahmte Quadrat keinen von 0 verschiedenen vier- 
gliedrigen Zyklus enthalten kann, also in einer Zeile drei Nullen hat. Diese 
stehen aber nicht bei W,, weil sonst eine nach Hilfssatz 12 unmégliche Grund- 
figur vorlage; daher hat man die folgenden beiden Fille: 


Fall I Fall Il 
et GOS. ny WaGGGOGiL. ..» » 
W,: 0,0, ,0/] 0,1,0, 0, 7. eh a eee 
W,: 0, , 0,0] 0, 0, 1, af, W;: 0, , 0,0] 0, 0, 1, a, 
_) wren rae f° We: & . OE RAe 


Im Fall I gelangt man durch wértlich die gleichen Schliisse wie beim 
Beweis von Hilfssatz 10, Fall I zu dem Bild 


we G&G G& Ok -«. » ’ 
We: 0, 0, , 010, 1, 0, 0, a 
Ws: @ ,&%@180 641 @, 
wet @ .. «5 —— | . 
G&A , 9, :. a 





Nun kann das abgeteilte Quadrat keinen von 0 verschiedenen viergliedrigen 
Zyklus enthalten. Denn wenn bei einem solchen der Index 7 oder 8 fehlt, liegt 
ein VerstoB gegen Satz 19 vor; wenn 6 oder 5 fehlt, so verstéBt der Wiirfel 
W,+W,—Ws.+ Ws, bzw. W,—We+ Wet We bei passendem Vor- 
zeichen gegen Satz 112). Und ein viergliedriger Zyklus, bei dem 9 fehlt, ist 
wegen der Nullen bei W, von vornherein gleich 0. Das Quadrat kann aber 
auch keinen von 0 verschiedenen fiinfgliedrigen Zyklus enthalten, weil sonst 
‘der Wiirfel W,-+ W, + W,— Wg + W, bei passendem Vorzeichen gegen 


12) Um das einzusehen, verfahre man nach dem Rezept von FuBnote ‘). 
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Satz 1 verst6Bt'*). Hiernach enthalt das Quadrat in einer Zeile vier Nullen, 
aber wegen Satz 5 nicht bei W,. Die Nullen stehen also bei W, oder Wy. 
Wir nehmen zuerst an, die Nullen stehen bei Wz. Wenn dann a} + 0 
wire, so wiirde aus ajas = 0, agasa? = 0, aSa3a7 = 0 folgen: a? = 0, 
a; = 0, a} = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + (W, — Ws) bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 
a; = 0 und folglich «2? + 0 (wegen Satz 5). 
Auf W, ist jetzt die Station II anwendbar. Daher ist a?a$ = 0, aZa3a3 = 0, 
arazasas = 0, asapagas = 0, arasag = 0, afagaga; = 0; also 
as =0, af = 0, af = 0, oF =0, af = 0, af = 0. 

Wenn jetzt af + 0 wiire, so wiirde aus aja = 0, agaja = 0 folgen: a? = 0, 
a? = 0, worauf einer der Wiirfel W, — W, + (Ws — We) oder W, — Wy + 
+ (W,; — 2 W,) gegen Satz 1 verstieBe!%). Also ist 

a? = 0. 
Jetzt ist die Station II auch auf W, anwendbar. Daher ist «}a}afa; =0; also 

ad = 0. 
Wenn a; + 0 wiire, so wiirde aus ajaSaza? = 0, afagasa? = 0, aja? = 0 
folgen: af = 0, a? = 0, a? = 0, worauf der Wiirfel W. + We + W,+ 
+ W, — Wg, gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 

a, = 0. 
Wenn a} +0 wiire, so wiirde aus aga? = 0, agaja? = 0, afaga? = 0, 
agarata? = 0: folgen: «a? = 0, af =0, af = 0, af = 0 und sodann aus 
W, — W, + (Ws; — W,) bei passendem Vorzeichen auch a! = 0, worauf der 
Wiirfel W, — W,+(W; —W.) + We bei passendem Vorzeichen gegen 
Satz 1 verstieBe. Daher ist 

a; = 0 und folglich a? + 0 (wegen Satz 5). 
Wegen aja? = 0, agaja? = 0 ist jetzt 
a? = 0, af = 0 und folglich a] + 0 (wegen Satz 5). 
Aus aaa? = 0, ajaSaza? = 0 folgt dann weiter 
a? =0, af = 0. 
13) Als ganzzahiige von 0 verschiedene Koordinate kame nur die fiinfte oder neunte 


in Frage. Nun ist af — a? + (af — 0) bei passendem Vorzeichen keine ganze von 0 
verschiedene Zahl. Bei diesem Vorzeichen miBten also die Zahlen 


a? —a? + (a? —of) und af —a? + (a? — 2a) 
beide ganz sein. Daraus wiirde folgen, daB a? ganz, also gleich 0 ist. Aber es ist ja 
af =+ 0. 
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Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W. — W, + W; — W, — Wg gegen Satz 1. 
Die Annahme, da8 die vier Nullen bei W, stehen, ist deher falsch. 

Die Nullen stehen also bei Wy. Nach Satz 18 ist dann afajata? = 0; 
also 
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a$ = 0 und folglich a} + 0 (wegen Satz 5). 
Auf W, ist jetzt die Station II anwendbar. Daher ist agaf = 0, agafa? = 0, 
apasas = 0, agasajar = 0, agagas = 0, agagasay = 0, agasazas = 0; 
oe af =0 af =0, a? =0, af =0, af =0, af =0. 
Damit nicht eine nach Hilfssatz 12 unmégliche Grundfigur vorlicgt, muB jetzt 
a, + 0 
sein. Nun ist aJa*a? = 0 und nach Satz 18 auch aaja$a3 = 0; also 


ef =0, ad =0. 


Wenn a} + 0 wiire, so wiirde aus afa3a? = 0, afazasa$ = 0, aSasasal = 0 
folgen: «§ = 0,a2 = 0,a; = 0, worauf der Wiirfel W; — W, + W, — W,— W, 
gegen Satz 1 verstieBe. Also ist 

as = 0. 
Damit nicht der erledigte Fall vorliegt, daB vier Nullen bei W, stehen, muB 
Jetzt 


ag +0 
sein. Aus afagasa® = 0 folgt daher 
a? = 0 
und sodann aus W, — W, — W, + Wz — Wy auch noch 
DP on 
a, = 0. 


Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, + W; — We — W,+ We — Wo gegen 
Satz 1. Damit ist der Fall I als unméglich nachgewiesen. 

Im Fall II wiirde, wenn a} +0 wire, aus afaS = 0, agafa, = 0, 
asasa; = 0 folgen: af = 0,a? = 0,a] = 0, worauf der Wiirfel W; — Wy + 
+ (W, — Ws) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 





a? = 0. 
Wir nehmen jetzt zunachst an, daB 
a? = 0 und folglich a? + 0 (wegen Satz 5) 


ist. Dann ist Station II auf W, anwendbar. Daher ist aZaf = 0, azaza$ = 0, 
26,8 2,3 


alalasa = 0, alafa = 0, fate] = 0, atafate] = 0, afazatal = 0; 
also 


af = 0, ag = 0, a: = 0, af = 0, a; = 0, a; = 0, a, = 0. 
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Damit nicht der erledigte Fall I vorliegt, mu8 dann 

as + 0 und folglich af = 0 
sein. Damit nicht eine nach Hilfssatz 12 unmégliche Grundfigur vorliegt, ist 
jetzt aj + 0. Nun ist aJa7a? = 0. Wenn also «? + 0 wire, so wire a = 0, 
worauf der Wiirfel W. — W; + (W; — Wz) bei passendem Vorzeichen gegen 
Satz 1 verstieBe. Also ist o? = 0 und aus W, — W, + (W; — W;) folgt noch 
bei passendem Vorzeichena; = 0. Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W. — W, + 


+ (W, — W:) + Ws bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1. Die An- 
nahme «; = 0 ist daher unzulissig. Also ist 


as + 0 
und aus aga? = 0, ajuSa? = 0 folgt weiter 
af=0, a} = 0. 


Wenn jetzt a) + 0 wire fiir» = 1 oder 4, so wiirde ausaja® = 0,afa;a° = 0, 
aga’ a? = 0 folgen: a? = 0, a° = 0, a? = 0, worauf der Wiirfel W, —-W, + 
+ (W, — W,) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 
a; = 0, af = 0, und man erhalt das Bild 


eS i 
ver G&G, CO . -— Ss ’ 
Pe @& , @& OTE EG 1, a, 
W, oF . O O10,6 6°1, 
oo G& . sf .» Ae. 2 oe 





Nun kann das abgeteilte Quadrat wieder keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten. Denn wenn bei einem solchen der Index 6 
oder 9 fehlt, liegt ein VerstoB gegen Satz 19 vor; wenn 7 oder 5 fehlt, verstéBt 
der Wiirfel W; — W, — Wa + Wy bzw. W, + Wz + Wy — Wy bei passendem 
Vorzeichen gegen Satz 1*). Wenn schlieBlich 8 fehlt, so kann ein solcher 
Zyklus wegen Satz 19 nur in Frage kommen, falls «2 und «? beide von 0 ver- 
schieden sind; aus aja? = 0, aja3a? = 0 folgt dann aber af = 0, a° = 0 und 
hierauf ist nach Satz 19 auch a?a3a3a7 = 0, alsoa? = 0, so daB sich eine nach 
Hilfssatz 12 unmégliche Grundfigur ergibt. Das Quadrat kann aber auch 
keinen von 0 verschiedenen fiinfgliedrigen Zyklus enthalten, weil sonst der 
Wiirfel W,+ W.e+W,+W,— Wey bei passendem Vorzeichen gegen 
Satz 1 verstéBt™). Daher enthilt das Quadrat wieder in einer Zeile vier 
Nullen. Stehen diese bei W,, so verstéBt W, gegen Satz 5; stehen sie bei We, 
so liegt der erledigte Fall I vor. Also stehen die vier Nullen bei Wy.» 


™%) Um das einzusehen, verfahre man nach dem Rezept von FuBnote ‘). 
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Nun ist aja? = 0, agasa? = 0, afa303 = 0 und nach Satz 18 auch 
afasasa? = 0, afafaga; = 0. Wenn daher a} + 0 wire, so wire a? = 0, 
a? = 0,a$ = 0,03 = 0,a] = 0 und dann wiirde aus W; — W, + W, — W, 
weiter folgen: «? = 0. Jetzt wiirde aber der Wiirfel W,; — W, + W, — 
— Ws + Wy bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstoBen. Also ist 


a; = 0 und folglich «3 + 0 (wegen Satz 5). 


Auf W, ist jetzt die Station II anwendbar. Daher ist aza? = 0, aZa3a? = 0, 
agazasay = 0, agagag = 0, agagazas = 0, aragagay = 0; also 


a: = 0, a? = 0, a? = 0, a; = 0, as = 0, ag = 0. 


Wenn nun «? + 0 wire, so wiirde aus a?a3a3 = 0 folgen: aj = 0, worauf der 
Wiirfel W, + W; + (W, — W7) bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 
verstieBe). Also ist 

at = 0. 
Wenn a} + 0 wiire, so wiirde aus a?ajaja; = 0 folgen: a] = 0, worauf der 
Wiirfel W. + W,+(W,— W-)+ We bei passenden Vorzeichen gegen 
Satz 1 verstieBe™). Also ist 

a? = 0 
und die Station II ist auch auf W, anwendbar. Daher ist a?a?a3a; = 0. 
Wenn also a; + 0 wire, so wire aj = 0, worauf der Wiirfel W, + Ws + 
+ (W, + W,— W,) bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe?®). 
Daher ist 

a; = 0 


und aus W, — W; + W,+ Ws, + W,g folgt dann noch 
a, = 0. 


Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W. + W, + (W, + Wz — We) + Wy bei 
passenden Vorzeichen gegen Satz 115). Damit ist auch Fall II als unméglich 
erkannt, also der Hilfssatz 13 bewiesen. 

Hilfssatz 14. In einer Grundfigur des Ry sind die fiinf Grundwiirfel (W, ist 
ausgelassen ) 


W,: 1, «%, 0, 0 Gk, Ge Gi . 
W,: 0, 1, af; 0 a Ter. 
Tea ie Sa ee 
W,: a}, 0, 0, P ; & . 
WwW, i A > . (ae : P 





45) Das ist analog wie in FuBnote ”) einzusehen. 
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wo die eingesetzten a‘ und folglich auch der Zyklus «?a3aja} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
Beweis. Wie beim Beweis der letzten beiden Hilfssitze ist wieder 
aj =0, af = 0, af = 0, af = 0, 
at =0, af =0, af =0, af =0, at =0, af =0. 
Wenn nun «§, a} beide gleich 0 wiiren, so wire wegen Satz 5 «3 + 0, und 
dann wiirde der Zyklus agaja}a? gegen Station II verstoBen. Daher diirfen 


wir etwa a; + Oannehmen. Ausajafa? = 0,a2afa? = 0 folgt danna} = 0, 
a; = 0, und man gewinnt das Bild 








% 6&6 G46 OTL (a3) 
Ws: 0, 0, > 0 0, 5; 0, (a9) 9 

= 0 od 0). 
W:: 0, ’ 0, 0 ’ ’ 1, (a?) («1 * - ' 
Ws: 0, 0, ’ ’ , ’ 1 (ag) 








Wegen Satz 19 kann das eingerahmte Quadrat keinen von 0 verschiedenen 
viergliedrigen Zyklus enthalten. Daher stehen in einer Zeile drei Nullen. und 
zwar, damit nicht eine nach Hilfssatz 12 bzw. 13 unmégliche Grundfigur vor- 
liegt, bei W,. Wenn dann a} + 0 wire, so wiirde aus aja? = 0, ajaja* = 0, 
agagas = 0 folgen: af = 0, af = 0, af = 0, worauf der Wiirfel W; — W, + 
+ (We — Ws) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 


af = 0. 


Wenn wir jetzt annehmen, da8 a? = 0 ist, dann muB wegen Satz 5 a} + 0 
sein und auf W, ist die Station II anwendbar. Daher ist aa = 0, ajajaf = 0, 
agasa$ = 0, afazasaf = 0; also af = 0, af = 0, aS = 0, af =0. Damit 
nicht eine nach Hilfssatz 12 unmégliche Grundfigur vorliegt, mu8 dann «/ + 0, 
also «1? = 0 sein und hierauf, damit nicht eine nach Hilfssatz 13 unmdgliche 
Grundfigur vorliegt, auch af +0. Aus afaSaza$ = 0, afagazaj = 0 folgt 
dann abera? = 0,2; = 0, woraufder Wiirfel W; — (W, + Ws) + (Ws — W2) 
bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstéBt. Die Annahme a? = 0 war 
also falsch und es ist 


ag + 0. 
Aus aga? = 0, aguga? = 0 folgt dann 
af=0, af = 0. 


Wenn nun a; + 0 wire fiir y = 1 oder 2, so wiirde aus aja? = 0, aJaja° = 0, 
a, a°a? = 0 folgen: «® = 0,a° = 0, a? = 0, worauf der Wiirfel W, — Wy + 
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+ (We — Wes) bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 
a, = 0, a? = 0, und man erhilt das Bild 


Ras GO Oe O44 ee 
We: 0, 0, , 0] 0, 1, 0, a’, 
ae ee ee Se Cf 
W,: 0, 0, , 0/0, 0, 0,1, ef 
W,: 0, 0, , a Tah. ae. 





wo in dem abgeteilten Quadrat wieder kein von 0 verschiedener vier- oder 
fiinfgliedriger Zyklus enthalten ist (wegen Satz 19 bzw. wegen W, + W, + 
+ W,— W, + W,). Das Quadrat enthalt also in einer Zeile vier Nullen, 
und zwar, damit nicht eine nach Hilfssatz 12 oder 13 unmégliche Grundfigur 
vorliegt, bei wo. 

Nun ist a = 0, meat = 0, agasa® = 0 und nach Satz 18 auch 
agastatae = 0, mg og 19 = 0. Weni also aj + 0 wiire, so wiire «a? = 0, 
a? = 0, af = 0, a = 0, af = 0 und aus W, — W,+ Wy — Wy wiirde 
dann weiter folgen: a? = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + We + Ws — Wy 
bei passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstieBe. Daher ist 

aj = 0 und folglich a3 + 0 (wegen Satz 5). 
Auf W, ist jetzt die Station II anwendbar. Daher ist aja? = 0, aaa? = 0, 
ag asajar = 0, asajas = 0, agajazas = 0, agagagas = 0; also 

as=0, af =0, a =0, af =0, af =0, af = 0. 

Nun ist ajafaf = 0, afagazaf = 0. Wenn alsoa? + 0 wire, so wirea; = 0. 
a; = 0, worauf der Wiirfel W, — W, + W, — Wz, — We gegen Satz 1 ver- 
stieBe. Daher ist 

af = 0 und folglich a] + 0 (wegen Satz 5). 
Aus alas = 0 folgt dann 


8 
a; = 0 
und, damit nicht eine nach Hilfssatz 13 unmégliche Grundfigur vorliegt, muB 
a + 0 
sein. Auf W, ist Station II anwendbar. Daher ist afaja?a? = 0; also 
3 
a, = 0. 


Aus W,+W,+ W.e— W,— Wy, und aus W,+-W,;— W,—W.— Ws 
folgt dann noch 

af =0, af =0. 
Jetzt verst6Bt aber der Wiirfel W, + W, + W, — Wz — We — We gegen 
Satz 1. Damit ist der Hilfssatz 14 bewiesen. 











Ausfiillung des R,, mit Wiirfeln. II. 653 
Station IV. In einer Grundfigur des Ry sind die vier Grundwiirfel 


W;: Bi az, 0, 0 a’, af, ai, ’ 


W:: 0, & a2, 0 ’ ag, ’ ’ 
Ws: 0, 0, 1, as as, , ’ ’ 
W,: a), 0, 0 1 a. ee 


wo die eingesetzten a; und folglich auch der Zyklus a2ajaja} von 0 verschieden 
sind, unméglich. 
Beweis. In dem Quadrat 


1, af, ad 
ad 1 
a, af, 1 


miissen, da alle zwei- und dreigliedrigen Zyklen gleich 0 sind, in einer Zeile 
zwei Nullen stehen. Je nachdem das die erste oder zweite oder dritte Zeile ist, 
liégt aber eine nach Hilfssatz 12 oder 14 oder 13 unmégliche Grundfigur vor. 


§ 18. 
Das Verschwinden der viergliedrigen Zyklen im R,. Station V. 
Station V. Jn einer Grundfigur des Ry sind alle viergliedrigen Zyklen 
gleich 0. 
Beweis. Wenn wir annehmen, da8 der Zyklus aja3aja} von 0 ver- 
schieden sei, so haben die ersten vier Grundwiirfel nach Satz 3 das Aussehen 
7: Le, & @ 
7 G4 1 oe  O 
Ws: 0, 0, 1,-af, 
W,: a}, 0, 0, 1, 
Damit keiner der drei Wiirfel 
W,—We+Ws— Wy, 
W.+ W.- W,— W,, 
W,— We — Ws-+ Wa 
gegen Satz 1 versté8t, muB bei geeigneter Numerierung der Koordinaten 
a? —ae+as—ae? = +1, 
af +ay—as—ap= +], . 


af —al —ei tai atl 
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sein und wir diirfen annehmen, da8 in den ersten beiden Gleichungen das 
obere Vorzeichen gilt (vgl. hierzu I, §9 am Ende). Dann ist 
a? + 0, as + 0, af + 0, as + 0. 
Je nachdem in der dritten Gleichung das obere oder untere Vorzeichen gilt, 
ist auBerdem 
a; +0,a, +0 oder a; +0, af +0. 
Eine solche Grundfigur ist aber nach Station IV bzw. II] unméglich. 


§ 19. 


Das Verschwinden der fiinfgliedrigen Zyklen im R,. Station VI. 


Station V1. In einer Grundfigur des Ry sind alle fiinfgliedrigen Zyklen 
gleich 0. 

Beweis. Wenn wir annehmen, daS der Zyklus a? a3 a{a5a/ von 0 
verschieden sei, so fiihren wértlich die gleichen Ausfiihrungen wie in I zu 
Beginn des § 10 mit dem Unterschied, daB eine Koordinatenspalte mehr zu 
schreiben und daB ,,héchstens vier“ statt ,,héchstens drei‘ zu lesen ist, zu 
dem Bild 


Wy: 1, af, °% & © Le, , , 
we & Db os, 0, 0 : : : 
we 6 @ Lg O01 a. , ‘ 
W,: 0, O, O, 1, ef roa 
W;:a: 0, 0, 0, 1 Rie 

W,: 0, 0, 0, 0, O LL a 

W,: 0, O, OQ, a a 5 - ‘ 





wo die eingesetzten «/ von 0 verschieden sind. Dagegen kann nicht wie 
damals geschlossen werden, da8 auch a} = 0 ist. 

Wenn «®, a? beide gleich 0 waren, so miiBte wegen Satz 5 «a + 0 sein, 
so daB aus aj uta? = 0, ajatacaf = 0,atarala? = 0, ata] = O,ataza; =O 
folgen wiirde: af = 0, af = 0, aj = 0, a7 = 0, a] = 0, worauf der W‘r'el 
W,+W,+ W; + We + W,; bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1 ver- 
stieBe*), Daher diirfen wir etwa 


aS + 0 


16) Als ganzzahlige von 0 verschiedene Koordinate kamen nur die achte und neunte 
in Betracht. Diese sind 
aftaftaftaf, aPta?ta? ta, 
und bei passender Vorzeichenkom bination ist keine davon eine ganze von 0 verschiedene 
Zahl (vgl. die Begriindung in I, 8S. 434). 
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annehmen. Aus aafaga® = 0, afafajaS = 0, afasaS = 0, aa = 0 folgt 
dann 

as =0, af = 0, af =0, a, = 0. 
Wenn nun «; oder «2 von 0 verschieden ware, so hatte man das Bild (Ko- 
ordinatenspalten in leicht ersichtlicher zweckmaBiger Reihenfolge) 


W;: laf, 0, 0,010, ,9, W;: 1, a8, 0, 0, 0 ee . 
W,: 0, 1, az, M4 Mey ss W;: O, 1, as, 0, 0 - _ 
W.: 0, 0, 1, a3, 0} 0, 0, 0, baw. Ws: °0, 0, 1 af, 0] 0, 0,0, 
Ws: 0, 0, 0, 1, af] 0, af, 0, W,: 0, 0, 0, 1, af| a?, 0, 0, 
We: aJ. 0, 0, 0, 1] 0, 0, 0, Ws: ag, oo. ue 0, 0, 0, , 








wo die Nullen rechts vom Strich bereits als solche bekannt sind, wahrend die 
links vom Strich aus Satz 3 nebst Zusatz folgen. Beim ersten Bild wiirde der 
Wiirfel + W,+ W,+W;+ W.+ We bei passenden Yorzeichen gegen 
Satz 1 verstoBen!’). Also ist «2 = 0 und mit Riicksicht auf dieses Resultat 
wiirde beim zweiten Bild der Wiirfel W; -W,1iW;+W,i.W,g bei 
passenden Vorzeichen gegen Satz 1 verstoBen. Daher ist 


as =0, af = 0. 


Wenn «} + 0 wiire, so wiirde aus aja?ajaf = 0, mee = 0, ajazas = 0, 
ares; = = 0, wg ty ag = 0, ajafasa? = 0 folgeu: «a? = 0, a? = 0, a® = 0, 


a; = 0. «4 =0,af = 0. AuBerdem wire alsdann 


ae i as 
Ma a, a, a = 012), also ag = 0, 








atasaratal =O . also aj = 
agarasafas=O0 , also af = 0, 
aratarasat =O , also at = 0. 

17) Von den drei Zahien af + af — af, af —aj +a*. —as +ai + af liegen 
wenigstens zwei zwischen — 1 und 1. Sind es etwa die ersten beiden, so liegt von den 
Zahlen a? + a! —a?, a! —a? +a? wieder wentyrtene eine zwischen — 1 und lI. 
Ist es etwa die erste, so liegt auch «? + a? — a? + a} + a? bei passenden Vorzeichen 


zwischen — 1 und.1. Man kann also die Vorseichen so wahlen, daB keine Koordinate 
eine ganze von 0 verschiedene Zahl ist. 

18) Um das einzusehen, mu8 man unter Annahme des Gegenteils die an diesem 
Zyklus beteiligten Grundwiirrfel aufbauen: 


W,: 1, af, 0, 0, 0; 0,90, 0. 
W,: 0, lLaj, 0, 0} 0,0, 0. 
W,: 0 6, 1, a), O| 6 @, @, 


W,: 0, 0, 0, laflat.o, , 
| 


W,: af. 0 0, 0 1] 0, 0 af, 


Dabei sind die Nullen rechts vom Strich bereits als solche bekannt, die links vom Strich 
ergeben sich aus Satz 3 nebst Zusatz. Jetzt verst6Bt der Wiirfel W, - Wy t+ W, + 
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Jetzt wiirde aber der Wiirfel W, — W, + Ws + We + Wr + W, bei passen- 
den Vorzeichen gegen Satz 1 verstoBen. Daher ist 
a{ = 0 und folglich a? + 0 (wegen Satz 5). 
Aus afajata? = 0, ajataf = 0, aga? = 0 folgt weiter 
af =0, af =0, af =0. 
Ferner ist ajafajataS = 0, agafagaras = 0 (wie sich unter Annahme des 
Gegenteils wieder durch Aufbau der an diesen Zyklen beteiligten Grundwiirfel 
ergibt); also 
af =0, a2 = 0. 
Wenn a} + 0 wiire, so wide aus apag = 0, asasas = 0, af 
asazas = 0, a 05 3 = 0, afafaza; = 0 folgen: af = 0, af = 0, 
a? = 0, af = 0, aj = 0. AuBerdem wire alsdann 
agarasagay = 0, also ap = 0, 
aragazaza; = 0, also a; = 0, 
aga agasag = 0, also ag = 0, 
azasatasae = 0, also af = 0. 
Jetzt wiirde aber der Wiirfel Ww, + W; + WwW, _ W, + Ws + Ws bei 
passendem Vorzeichen gegen Satz 1 verstoBen. Daher ist 
a? = 0. 
Wenn a> + 0 wiire, so wiirde aus ajaja? = 0, aja? = 0, afasafas = 0, 
asacasa? = 0, ay gs = 0, afafaia? = 0 folgen: a? = 0, af = 0, af = 0, 
a® = 0, af = 0,a] = 0. AuBerdem wire alsdann 
apasapagar =O, also a? = 0, 





asap ag ara = 0, also ag = 0, 
apagajpaza; = 0, also a; = 0, 
aatarara? = 0, also af = 0. 
Jetzt wiirde aber der Wiirfel W, + W; + We + W,+ We — Wey gegen 
Satz 1 verstoBen. Daher ist 
a? = 0 und folglich «} + 0 (wegen Satz 5). 


+ (W, — W,) bei passenden Vorzeichen gegen Satz 1. Analog ist im folgenden 
stets zu verfahren, wenn das Verschwinden eines fiinfgliedrigen Zyklus behauptet wird. 
Natirlich kann man die Spalten links vom Strich weglassen; es kommt nur darauf an, 
daB rechts vom Strich, also in denjenigen Koordinatenspalten, deren Nummern von 
denen der Grundwiirfel verschieden sind, gentigend viele Nullen in zweckmaBiger } 
Anordnung bekannt sind. 
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Aus ajafaja; = 0, aja? = 0, ajafae = 0, afasaf = 0, afatdada® = 0, 
atatata; = 0 folgt jetzt 
ays 0, af = 0, af =O, af=—0, af = 0, a] = 0. 
AuBerdem ist alsdann 
a,aratasa=0, also a! = 0, 
at avatarai = 0, also a] = 0, 


jay =0. also a* = 0, 


a! od on} 
aj af a ao = 0, also a? = 0, 
apazaraz,as = 0, also af = 0. 
Aus W,-+ W,— W, + W.+ Ws, — Wy und aus W,+ W, + W; — We + 
+ W.-+ Wy, folgt dann noch 


af = 0. of = 0, 


Jetzt verstébt aber der Wiirfel W,+ W,+W,;— W,+ W,+W,— W, 
gegen Satz 1. Damit ist die Station VI bewiesen. 


§ 20. 


Station VII und Endresultat. 


Station VII. Jn einer Grundfigur des Ry sind alle sechsgliedrigen Zyklen 
gleich 0. 


Beweis. Wenn wir annehmen, dal der Zyklus a? a} a} «>a! x} von 0 
verschieden sei, so haben die ersten sechs Grundwiirfel nach Satz 3 ¢ - 
sehen 


,: tk @ 4 OB © 

7s GO oF, oe «&. & & 

ee, Ok a 

Mm @83°8 Ww @& 

rs 2 Ah: 2 oe 

—ar & & & @ L, 
Damit der Wirfel W,.— W,+ Wy — Wy + Wy — We nicht yegen Satz | 
verst6Bt. muB etwa ; 

a; —a; ta; —ajta?—ai = +! oder +2 

sein. Daher sind wenigstens zwei der Zahlen aj, «5, «/ ocler der Zahlen «3. xj. x; 


yon 0 verschieden. Nétigenfalls durch zyklische Umnumerierung cer ersten 
Mathematische Annalen. 117. 43 
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sechs Koordinaten und Grundwiirfel, wodurch der Zyklus afagajafagaj in 
sich tibergeht, kénnen wir erreichen, daB 


a; +0, a+ 0 
ist. Aus ala; = 0, afaza; = 0, ata; = 0, ataraSatal = 0, abafala’? = 0, 
a°ata; = 0 folgt dann 
at =0, af =0, a? = 0, ai =0, af = 0, af = 0, 
Damit W,; nicht gegen Satz 5 versté8t, mu dann etwa 
a? + 0 


sein und aus ajaja? = 0, afagajas = 0, agaja? = 0, afafsasalae = 0, 
asalaas = 0, ajat = 0 folgt dann weiter 


= 


af =0, a2 =0, oF = 0, oF = 0, of =0, af = 0. 


AuBerdem ist aber auch aja2a!a)a;a° = 0, wie man sofort sieht, wenn man 
unter Annahme des Gegenteils die an diesem Zyklus beteiligten Grundwiirfel 
unter Beriicksichtigung von Satz 3 nebst Zusatz aufbaut. Daher ist 


a} = 0 und folglich «? + 0 (wegen Satz 5). 
Aus ajajafa? = 0, azagajata? = 0, afujata? = 0, afatazata? = 0, 
aa%a? = 0, agas = 0 folgt weiter 
af=0, a2 =0, ag =0, af = 0, af = 0, af = 0. 


Nun ist aber auch ajafaiaja%a? = 0, wie sich wieder durch Aufbau der 


heteiligten Grundwiirfel ergibt. Daher ist 
a == 0 und folglich a} + 0 (wegen Satz 5). 


‘ 5 9 59 5 D : 
Aus ajajasaga; = 0, aja? = 0, ajaras = 0, ajafasag = 0, wrayay = 0, 


avasaca® = 0, asasaragas = 0, afaoasas = 0, aFafatdacas = 0 folgt dann 
ar =0, af-=6, af =0, af =0, ab =0, af = 0, 
ag=0, af =0, af = 0. 
Hierauf folgt aus W, + W,+ W; — W, + Ws + Wy auch noch 
a? = 0. 
Jetzt verstéBt aber der Wiirfel W, — W, —W;+ W,— W,— W.+ We 
gegen Satz I. Damit ist die Station VII bewiesen. 
Mit Station VII sind wir am Ende der Schwierigkeiten. Denn jetzt folgt 
aus I, Satz 8, angewandt auf den Fall n = 9, da8 in einer Grundfigur des R, 
iiberhaupt alle Zyklen gleich 0 sind. Das besagt aber: 


Satz 20. Im R, ist die Minkowskische Vermutung richtig. 


(Eingegangen am 3. 5. 1940.) 








Fixpunktklassen. I°*). 
Von 


Franz Wecken in Marburg a. d. Lahn. 





Einleitung. 


In dem Bestreben, einen Uberblick iiber die verschiedenen Klassen stetiger 
Abbildungen eines Polyeders in sich zu gewinnen, hat man eine Reihe von 
Homotopieinvarianten aufgesucht, d. h. Eigenschaften der Abbildungen, die 
bei stetiger Abinderung (Deformation) der Abbildung erhalten bleiben, also 
Eigenschaften der Abbildungsklasse darstellen. Solche sind z.B. der Ab- 
bildungsgrad und die Eigenschaft, wesentlich oder unwesentlich zu sein 
{vgl. AH., Kap. XIT*)], ferner die Lefschetzsche Zahl A der Abbildung bzw. 
(zufolge dem allgemeinen Fixpunktsatz, AH., 8. 542) fiir homogen n-dimen- 
sionale Polyeder die algebraische Fixpunktzahl (— 1)"A. 

Die geometrische Fixpunktzahl, d.h. die Zahl der geometrisch ver- 
schiedenen Fixpunkte, ist bekanntlich nicht deformationsinvariant; dagegen 
ist die kleinste geometrische Fixpunktzahl der Abbildungen einer Klasse f, 
kurz die Fixpunkt-Mindestzahl m von f, nach Definition eine Eigenschaft der 
Abbildungsklasse, also, sofern sie sich durch Daten einer beliebigen Abbildung 
aus f ausdriicken laBt, eine Homotopieinvariante. Ein allgemeines Verfahren 
zur Berechnung von m gab es jedoch bisher nicht; eine triviale Abschatzung 
fiir m liefert der Existenzsatz (AH., 8. 531), den man so aussprechen kann: 
es ist m > 0, wenn A + O ist: Dies ist ungefahr alles, was man auf Grund der 
Homologietheorie iiber m aussagen kann. Fiir Deformationen differenzier- 
barer Mannigfaltigkeiten liefert diese Abschitzung die richtigen Werte: es 
ist hier m = 0, falls A = 0, und m ='1, falls A + 0 ist (AH. XIV, § 4). 

Im allgemeinen ist jedoch diese Abschitzung zu roh; eine bessere versuchte 
J. Nielsen zu erhalten, indem er unter Heranziehung der Fundamentalgruppe 
eine Einteilung der Fixpunkte jeder Abbildung in Fizpunktklassen vornahm 
[N., S. 2891)]. Nielsen vermutete (N., 8. 298), daB die algebraische Zahl der 


*) Diese Arbeit, deren Verdffentlichung umstindehalber in drei Mitteilungen vor- 
gesehen ist, wurde von der Philosophischen Fakultét der Philipps-Universitat zu 
Marburg als Habilitationsschrift angenommen. 

1) Wir beziehen uns mehrfach auf folgende Arbeiten: P. Alexandroff-H. Hopf, 
Topologie I, Berlin 1935 (zitiert als AH.); J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie 
der geschlossenen zweiseitigen Flichen I, Acta math. 50 (1927), S. 189—358 (zitiert 
als N.); K. Reidemeister, Automorphismen von Homotopiekettenringen, Math. Annalen 
112 (1936), 8S. 586— 593 (zitiert als R. 1); K. Reidemeister, Topologie der Polyeder und 
kombinatorische Topologie der Komplexe, Leipzig 1938 (zitiert als R. 2). 
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Fixpunkte einer jeden Fixpunktklasse sich definieren lasse und deformations- 
invariant sei; doch wurde dies (in den mir zuginglichen Schriften) auch fiir 
“ie von ihm eingehend behandelten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
nicht allgemein bewiesen. Ist die Vermutung richtig. so kann sich durch 
Deformation die Zahl » der ,.wesentlichen“ Fixpunktklassen, d. h. derjenigen 
mit einer von Null verschiedenen algebraischen Fixpunktzahl, nicht andern. 
und man hat auBerdem m2 yu. Auch die schirfere Aussage m = « wurde 
von Nielsen bereits vermutet®). In der vorliegenden Arbeit werden unter 
gewissen recht allgemeinen Voraussetzungen diese Vermutungen bestitigt. 


In Teil I wird die algebraische Fixpunktzahl einer Fixpunktklasse de- 
finiert und als deformationsinvariant nachgewiesen. Dazu sind in § 1 die be- 
kannten Satze iiber die algebraische Fixpunktzahl einer Abbildungsklasse im 
Anschlu8 an AH. XIV zusammengestellt, wobei sich zeigt, daB durch Ein- 
fiithrung der .,Vielfachheit‘ (an Stelle des Index) eines Fixpunktes die Lef- 
schetzsche Zahl A fiir beliebige endliche euklidische Polyeder als algebraische 
Fixpunktzahl gedeutet werden kann. AuBerdem sind in § 1 die wichtigsten 
in der Arbeit haufig vorkommenden Begriffe eingefiihrt. In § 2 wird nach- 
gewiesen, daB algebraische Fixpunktzahlen bei einer Abbildung / sich nicht 
nur fiir das ganze Polyeder 8, sondern auch fiir gewisse Teilbereiche U von #. 
insbesondere fiir jede Fixpunktklasse definieren lassen. Die hiermit eingefiihrte 
algebraische Fixpunktzahl + (/,M) auf einer Menge & erweist sich weiterhin 
als zweckmaBige Begriffsbildung. In § 3 werden die Fixpunktklassen bei einer 
Abbildung / zu denen bei einer zu / homotopen, insbesondere ,,benachbarten“ 
Abbildung g in Beziehung gesetzt; hierbei ergibt sich fiir die wesentlichen 
Klassen eine eineindeutige Zuordnung. Indem man die Fixpunkte zugeord- 
neter Fixpunktklassen bei / und g zu derselben Klasse rechnet, erhalt der 
Begriff ..Fixpunktklasse“ einen erweiterten Sinn’); jedoch ist die Aussage. 
da8 ein Fixpunkt bei / und einer bei g zu derselben Klasse gehéren, im all- 
gemeinen nur dann sinnvoll, wenn entweder / und g benachkbart sind oder 
wenn man einen bestimmten / mit g verbindenden Deformationsweg im Auge 
hat. In diesem Sinne wird bewiesen, daB die algebraische Fixpunktzahl 
jeder Fixpunktklasse bei Deformation der Abbildung konstant bleibt. Ins- 
Desondere ist invariant die Zahl » der wesentlichen Fixpunktklassen, sowie 
auch fiir jede Zahl » =+ 1, + 2, ... die Zahl » (v) der Fixpunktklassen mit 
der Fixpunktzahl v; es gilt die Ungleichung m 2 x. 


*) Fir spezielle Polyeder, bei denen man alle Abbildungsklassen gut iibersehen 
kann, wurde durch J. Nielsen (Math. Annalen 82 (1921), 8. 83—93], L. E. J. Brouwer 
(ebenda, 8. 94-96) und H. Hopf [Math, Zeitschr. 26 (1927), 8S. 762—774] m = , 
nachgewiesen, indem zunichst m > , und dann durch Angabe von Beispielen m S 
gezeigt wurde. 

3). Auch Nielsen benutzte ihn in diesem Sinne: 
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In Teil II wird unter Verwendung der Fundamentalgruppe I’ von $ die 
Frage untersucht, ob und wann die in Teil I, § 3 erklirte Zuordnung zwischen 
den Fixpunktklassen homotoper Abbildungen sich eindeutig iiber die ganze 
Abbildungsklasse fortsetzen la8t. Dazu wird zunichst die durch eine Ab- 
bildung erzeugte Automorphismenfamilie von I’ eingefiihrt und als homotopie- 
invariant erwiesen. Indem man neben der Abbildung / eine Kurve € von p 
nach / (p) auszeichnet und bei Deformation von f mitdeformiert, wird ein be- 
stimmter Automorphismus H deformationsinvariant festgelegt. Er erzeugt 
nach N. und R. 1) eine Einteilung von J’ in Klassen, die wir als H-Klassen 
bezeichnen; sie lassen sich den saémtlichen Fixpunktklassen eineindeutig 
zuordnen, wenn man die bei einer bestimmten Abbildung wirklich auftretenden 
Fixpunktklassen um (im allgemeinen unendlich viele) ,,leere“ vermehrt. 
Hierdurch wird die Zuordnung zwischen den Fixpunktklassen homotoper 
Abbildungen eineindeutig. Es wird dann mit Hilfe der universellen Uber- 
lagerung von $ eine andere Definition der Fixpunktklassen (nach N.) an- 
gegeben. Sie steht in engem Zusammenhang mit dem Ergebnis von R. 1, 
der Reidemeisterschen Spureninvariante. Diese wird; wie schon in R. 1 an- 
gedeutet, aufgefaBt als System der (auf die H-Klassen bezogenen) algebraischen 
Fixsimplexzahlen der einzelnen Fixpunktklassen, Zur praktischen Berechnung 
der Fixpunktzahl jeder Fixpunktklasse ist damit ein Weg gewiesen. Mittels 
der H-Klassen wird dann eine hinreichende Bedifigung dafiir angegeben, da8 
die Zuordnung der Fixpunktklassen in der ganzen Abbildungsklasse vom 
(Deformations-) Wege unabhingig ist; diese Bedingung ist insbesondere fiir 
die topologischen Selbstabbildungen der geschlossenen Flachen mit einem 
Geschlecht gréBer als Eins stets erfiillt. Ein Beispiel wird angegeben, bei 
dem die Zuordnung vom Wege wesentlich abhiangt. SchlieBlich wird noch 
an einem weiteren Beiapiel gezeigt, daB eine eindeutige Zuordnung der Fix- 
punktzahlen zu den H-Klassen nicht stets méglich ist. 

In Teil III, der von Teil IT unabhangig ist, wird gezeigt; daB unter geeig- 
neten Voraussetzungerriiber das Polyeder jede Abbildungsklasse eine Abbildung 
enthalt, bei der ‘nur wesentliche Fixpunktklassen auftreten und jede von 
diesen durch einen einzigen Fixpunkt vertreten ist. Damit ist die Nielsensche 
Vermutung m = yu bewiesen und gleichzeitig gezeigt, daB eine weitere gegen 
Deformation invariante Aufteilung der Fixpunkte in Unterklassen nicht 
méglich ist. Der Beweis wird zunichst fiir die Klasse der Identitat gefiihrt; 
hier ist «4 = 0 oder 1. $ wird als zweidimensional zusammenhingend voraus- 
gesetzt, und diese Forderung kann sicher nicht -wesentlich abgeschwacht 
werden. Man kann -ich auf ,,kleine‘‘ Deformationen g beschriinken; das sind 
solche, bei denen der Bildpunkt g (x) stets in einer bestimmten Umgebung 
U (z) des Originalpunktes z liegt. U (z) kann mittels einer, Zellenzerlegung oder 
einer Metrik erklirt werden. Der Beweis verliuft in-der Weise, daB die ge- 
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wiinschte Abbildungsfunktion g(x) auf allen Zellen einer bestimmten Zer- 
legung von-$ sukzessive nach aufsteigenden Dimensionszahlen erklart wird. 
Im Hinblick auf spétere Anwendung wird eine Verscharfung des Satzes be- 
wiesen, bei der vorausgesetzt ist, daB g (x) auf einem Teilpolyeder $, von PB 
bereits als kleine Deformation definiert ist; ist $} — PB, zusammenhingend, so 
laBt sich g tiber P—P, mit héchstens einem Fixpunkt stetig fortsetzen. 
Sodann wird ein Verfahren angegeben, um eine Abbildung /, die nur regulire 
Fixpunkte und unter diesen zwei zur gleichen Klasse gehérige p und q besitzt, 
im einem p und g enthaltenden zu den iibrigen Fixpunkten von / fremden 
Gebiet 6 so durch Deformation in eine Abbildung g abzuandern, daB die 
zwei Fixpunkte p und q durch einen einzigen ersetzt werden. Hiernach ge- 
langt man offenbar in endlich vielen Schritten zu einer Abbildung, bei der alle 
Fixpunkte paarweise zu verschiedenen Klassen gehéren, also jede Klasse nur 
durch einen Fixpunkt vertreten ist. Die Fixpinkte mit der Vielfachheit Null 
— den unwesentlichen Fixpunktklassen entsprechend — lassen sich dann 
leicht beseitigen. Als Hilfsmittel zur Konstruktion von g wird eine Funktion g; 
angegeben, die zwar in © noch die Fixpunkte p und q und sogar noch weitere 
besitzt, doch so, daB alle diese in einem Gebiet U1 c G enthalten sind, in dem g, 
als ,,kleine Deformation“ anzusehen ist. Auf g, und U wird dann der weiter 
oben gewonnene Satz angewendet, wodurch die Fixpunkte in U zu einem 
einzigen verschmolzen werden. Uber das Polyeder $ wird hier vorausgesetzt, 
daB jede Kurve in , die zwei regulire Punkte verbindet, unter Festhaltung 
der Endpunkte so deformiert werden kann, da8 sie ganz in einem dreidimen- 
sional zusammenhingenden Gebiet in  verlaiuft. Die Frage bleibt offen, ob 
und wie diese scharfe Voraussetzung, die sogar die zweidimensionalen Mannig- 
faltigkeiten ausschlieBt, abgeschwiacht werden kann. 


Teil I. 
Fixpunktzahlen und Fixpunktklassen. 


§ 1. 
Die algebraische Fixpunktzahl einer Abbildungsklasse. 


Die Giiltigkeit des ,,allgemeinen Fixpunktsatzes (AH. XIV, § 3, 2) 
wird in diesem Paragraphen auf beliebige, nicht notwendig homogen-dimen- 
sionale, zusammenhingende endliche Polyeder ausgedehnt. Einige Begriffe 
sind hierzu etwas abweichend zu definieren. 

®P ist stets ein endliches euklidisches Polyeder ; es sei in einen euklidischen 
Raum 8° eingebeitet, auf den sich der Abstand o (p, g) zweier Punkte und der 
Begriff ,,geradlinig’’ beziehen. Diese Einbettung ist jedoch nicht wesentlich, 
denn da in den zu beweisenden Hauptsitzen nur von topologischen Eigen- 
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schaften die Rede sein wird, gelten sie ohne weiteres auch fiir krumme Polyeder 
und ohne Bezugnahme auf eine bestimmte Metrik. — Mit Zerlegungen von 
Polyedern sind stets simpliziale Zerlegungen, mit Komplezen Simplizial- 
komplexe gemeint; Simplexe sind, wenn nichts anderes bemerkt, offen. Ist K 
ein Zerlegungskomplex des Polyeders $} mit dem Verbindungspolynom*) a (u;), 
so wird $ = |K| = |a(u,)| geschrieben. Ist das Simplex a aus K im Rande 
eines anderen Simplex aus X enthalten, so heiBt a Nebensimplez, anderenfalls 
Grundsimplez von K. Eine Zerlegung, bei der die Durchmesser aller Simplexe 
kleiner als ¢ sind, heiBt eine e-Zerlegung.— Punktmengen werden im folgenden 
durchweg mit deutschen Buchstaben bezeichnet. & + 8 ist die Vereinigungs- 
menge von & und 8, &-4B der Durchschnitt, A — B die Differenz, falls 
Bc (dh. B in Y enthalten) ist. W ist die abgeschlossene Hiille von U, 
& = R—Ao HU die Begrenzung von W in einem topologischen Raume R 
(AH., 8. 40). Nur fiir Simplexe a bezeichne a stets den Simplexrand. — Alle 
vorkommenden Abbildungen sollen stetig sein. Bilden die Funktionen / (z) 
und g (x) eine Menge m in ein Polyeder $ ab, so wird die untere Grenze der 
Abstiinde 9 (f (x), g(z)) fiir 2€ m als Abstand 0 (/, g) der beiden Abbildungs- 
funktionen bezeichnet. — Im Falle m C$ heiBt ein Punkt z mit /(z) = z 
Fiapunkt bei }. 


Der Beweis des Fixpunktsatzes beruht wesentlich auf dem Approxi- 
mationssatz, den wir aus AH. VIII, § 2, 3 in folgender Form iibernehmen: 
Ist f (x) eine Abbildung des Polyeders $ in das Polyeder $’ und K’ eine 
e-Zerlegung von $’, so gibt es fiir hinreichend kleines 7 > 0 zu jeder »-Zer- 
legung K von $ eine zu / homotope Simplizialabbildung g von K in K’ mit 
e (f,g) <e. 

Unabhangig hiervon fiihrt eine zu AH. XIV, §3, 5—6 analoge Uberlegung 
zu folgendem Ergebnis (n sei die Dimension von 8): Ist KX eine e-Zerlegung 
von , Ko eine Unterteilung der baryzentrischen Unterteilung von K, /o eine 
simpliziale Abbildung von Ky in K, so gibt es eine Unterteilung K,, von Ky 
und eine zu fo homotope simpliziale Abbildung /,, von X, in K mit @ (fo, /,) 
S 2ne, so daB bei /, als Fixsimplexe nur Grundsimplexe auftreten. Beim 
Beweise tritt eine Kette von Abbildungen fy, /;,..., /, auf, und /,,, entsteht 
aus /, durch Abainderung lediglich in der Umgebung derjenigen r-dimensionalen 
Fixsimplexe bei /,, die Nebensimplexe sind. 

In Erweiterung der in AH. X, § 3, 4 und XIV, § 3, 1 aufgestellten De- 
finitionen setzen wir fest: jeder Punkt von $, der in $ eine zum r-dimen- 
sionalen euklidischen Raum homéomorphe Umgebung hat (r = 0), heiBt 
regulirer Punkt von %. Jeder isolierte Fixpunkt bei einer Selbstabbildung 
von $, der regularer Punkt von $ ist, heiBt regularer Fizpunkt. Jedem regu- 


*) Vgl. R, 2, 8. 49; 88. 
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laren Fixpunkt ist ein Index j (AH., 8. 535) und eine Dimensionszahl r zu- 
geordnet. Fiir die zu beweisenden Sitze ist es nun zweckmaBig, statt mit dem 
Index, mit der Vielfachheit 
v= (—1)'9 

zu rechnen und als algebraische Zahl einer endlichen Menge von reguliren Fiz- 
punkten die Summe ihrer Vielfachheiten zu bezeichnen 5). Bei einer simplizialen 
Selbstabbildung, die als Fixsimplexe nur Grundsimplexe hat, liefert dann 
(nach AH., 8. 538) jedes Fixsimplex a’ bei positiver (negativer) Uberdeckung 
genau einen regularen Fixpunkt der Vielfachheit » = (— 1)’ (vy = — (— 1)’). 

Aus den beiden erwahnten Siatzen und der Hopfschen Spurformel 
(AH., 8. 530) ergibt sich dann leicht folgender Hilfssatz: Jst { (x) eine Selbst- 
abbildung des n-dimensionalen Polyeders % und K eine e-Zerlegung von , so 
gibt es eine Unterteilung K, von K und eine zu { homotope simpliziale Abbildung g 
von K, in K mit 0 (f, 9) < (2% +1) « und nur reguldren Fizpunkten; deren 
algebraische Zahl ist A,, die Lefschetzsche Zahi von f. 

Analog zu AH. XIV, §3, 4 beweist man nun, daB jede Abbildung mit nur 
reguliaren Fixpunkten die gleiche algebraische Fixpunktzahl hat wie jede 
hinreichend gut approximierende nach dem Hilfssatz gewonnene Simplizial- 
abbildung. Da A, innerhalb der Abbildungsklasse f konstant ist und f mit 
dem Abstand o (/, g) einen metrischen Raum darstellt, folgt der allgemeine 
Fixpunktsatz: 

In jeder Klasse t von Selbstabbildungen des Polyeders J liegen die Abbil- 
dungen mit nur reguldren Fixpunkten dicht und jede von thnen hat als algebraische 
Fixpunktzahl die Lefschetzsche Zahl A, der Abbildungsklasse t. 

Wir schreiben demnach der Abbildung / und der Klasse f die algebraische 
Fixpunktzah! A, = A, zu. — Ist z. B. f die Klasse der Identitat, also die 
Menge der stetigen Deformationen von $ in sich, so ist die algebraische 
Fixpunktzahl A, gleich der Bulerschen Charakteristik 7 (Y) des Polyeders. 


§ 2. 
Die algebraische Fixpunktzahl einer Fixpunktklasse. 


Die Definition der Fixpunktklassen, von der in diesem Paragraphen aus- 
gegangen wird, ist nicht die von Nielsen (N., § 31) zugrunde gelegte, jedoch 
von ihm als gleichwertig nachgewiesen. Sie vermeidet die Verwendung der 
universellen Uberlagerung-und ist fiir beliebige zusammenhingende Polyeder 
sinnvoll. Mittels der reellwertigen Ortsfunktion #(z) = o (zx, / (z)) gelingt 


5) Die Sinnvollheit dieser Bezeichnung erhellt daraus, da8 z. B. ein regulérer Fix- 
punkt p, der dadurch zustande kommt, daB eine volie Umgebung U (p) auf p abgebildet 
ist, stets die Vielfachheit v = + 1 hat. 
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es leicht, die Endlichkeit der Zahl der Fixpunktklassen nachzuweisen. Die 
Funktion # (x) erméglicht eine Zerlegung der Fixpunktmenge von / (zx) in 
endlich viele Teilmengen, fiir deren jede sich eine algebraische Fixpunktzahl 
definieren la8t; danach kann man einerseits die algebraische Fixpunktzahl 
jeder Fixpunktklasse erkliren, andererseits die algebraische Zahl v (/, U) der 
Fixpunkte in einer beliebigen Punktmenge WM, deren Begrenzung fixpunkt- 
frei ist. 


Definition. Zwei Fizpunkte p und q der Abbildung { (x) gehéren dann 
und nur dann zu derselben Fixpunktklasse, wenn es eine von p nach q ver- 
laufende Kurve € gibt, die mit ihrem Bilde {(€) eine in PB zusammenziehbare 
geschlossene Kurve f(€)C-1 ergibt. 


Man kann statt dessen auch sagen: ,,. . . wenn es einen Weg € von p nach ¢ 
gibt. der zu.seinem Bilde { (€) homotop ist.’ Damit ist gemeint, da8 die Kurve € 
unter Festhaltung der Endpunkte stetig in die Kurve { (€) deformiert werden 
kann. so daB punktweise z in f(z) iibergeht. 

Man erkennt leicht, daB die angegebene Beziehung zwischen p und q 
reflexiv. transitiv und symmetrisch ist, also wirklich eine Klasseneinteilung 
liefert. Am Beispiel des Kreises iiberzeugt man sich weiter, daB tatsichlich 
bei einer Abbildung mehrere Fixpunktklassen auftreten kénnen. 

Zufolge der Retrakteigenschaft der Polyeder gilt der folgende Satz 
(vgl. AH. VIII, § 6, Satz III und Beweis von Satz II): 


Hilfssatz 1. Es gibt eine nur von J abhingige Zahl «> 0 und eine fiir 
OSt Sl und fiir alle x, ye BP mit o (xz, y) <a erkléarte stetige Funktion 
a(x, y, t) mit Werten aus $, so daB 


a(z,y,0)=2, a(z,y,l)=y, a(z,2,t)=2 
ist. Bezeichnet dann d (x, y) bei festen x, y den Durchmesser der Kurve 
{a(z,y,t) (0S tS 1)}, 


so gibt es zu jedem « > 0 ein a(e) > 0. so daB aus o (zx, y) < a (e) stets 
d (x, y) < « folgt. 

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. — Als Korollar ergibt sich 
hieraus das Folgende (Satz II, II’ a.a.0.): f und g seien zwei Abbildungen 
irgendeines topologischen Raumes in B. Ist o ({, 9) < a, so sind f und g homotop; 
ist o (f,g) <a (e), so gibt es von { nach g einen Deformationsweg mit einen 
Durchmesser kleiner als e. Als Deformationsweg ist hier eine von einem reellen 
Parameter t abhangige stetige Schar von Abbildungen /,(xz) bezeichnet. 

Es sei #(r) = 8,(z) = o(z,f(zx)); « habe die Bedeutung von Hilfs- 
satz 1. Dann gilt 
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Hilfssatz 2. Sind p und q zwei Fixpunkte der Abiildung {, die zu ver- 
schiedenen Klassen gehéren, so gibt es auf jeder p mit q verbindenden Kurve 
einen Punkt x mit # (xz) = a. 


Beweis. Sonst gabe es eine Kurve € von p nach q, auf der iiberall 
& (x) < « wire. Nach Hilfssatz 1 lieBe sich dann das Bild ; (€C) auf  stetig 
in € deformieren unter Festhaltung von p = /(p) und q = ;(q). Das wider- 
spricht der Voraussetzung, daB p und q verschiedenen Klassen angehéren. 

Wir bezeichnen voriibergehend mit [#(z) > ¢], [@(z) S ¢) usw. die 
Menge der z mit #(z) > ¢ bzw. mit #(z) S e usw. 


Hilfssatz 3. Ist 0 < 0, < fg, so zerfallt [0 (xz) < £,] im endlich oder 
unendlich viele paarweise fremde Gebicte in B*). Nur endlich viele hiervon ent- 
halten ein x mit #(z) SC). 


Beweis. Die Menge D = [@(z) < Co] ist wegen Stetigkeit von # (zx) 
eine in % offene”) Menge. Rechnet man je zwei Punkte aus 0, die sich in O 
durch einen Streckenzug verbinden lassen, in eine Klasse, so ergibt sich eine 
Einteilung der Menge © in Klassen, die offenbar Gebiete in $, und zwar die 
maximalen in D enthaltenen Gebiete, sind. Es gibt nur diese eine Zerlegung 
von © in Gebiete. Aus jedem derselben sei, soweit méglich, ein Punkt z,, 
(n = 1, 2,...) mit #(z,) S ¢, gewahlt. Gabe es unendlich viele z,,, so sei y 
ein Haufungspunkt; es wire auch # (y) S ¢;, also lage y in einem der Gebiete 
und damit auch eine Umgebung U (y) und unendlich viele der z,, was nicht 
méglich ist, da die Gebiete paarweise punktfremd sind. 

Von # (x)}:wurde hier nur benutzt, daB es eine stetige reelle Funktion ist. 


Satz 1. Die Zahl der Fixpunktklassen ist bei jeder Abbildung endlich. 


Beweis. Die Punkte z mit # (xz) = 0, d.h. die Fixpunkte, sind nach 
Hilfssatz 3 nur in endlich vielen maximalen Gebieten aus [# (zx) < ¢.] ent- 
halten. Wird fo = a (nach Hilfssatz 1) gewahlt, so gehéren zufolge Hilfs- 
satz 2 alle Fixpunkte eines Gebietes auch derselben Fixpunktklasse an: daher 
gibt es nur endlich viele solche Klassen. 

Jede Fixpunktklasse ist eine abgeschlossene Punktmenge und hat von 
jeder anderen Fixpunktklasse einen von Null verschiedenen Abstand. — Eine 
leichte Folgerung aus dem allgemeinen Fixpunktsatz (S. 664) ist der 


Hilfssatz 4. Sind g und h zwei homotope Selbstabbildungen von PB mit 
nur reguliiren Fixpunkten, und ist B eine Teilmenge von P, so daB g (xz) = h (2) 


*) D. h. zusammenhangende und in $ offene Mengen, vgl. ’). 

7) Vgl. AH., 8.44. Da die von uns zu betrachtenden Punktmengen fast immer 
Teilmengen eines festen Polyeders Q sein werden; sind die Bezeichnungen .,offen’, 
..abgeschlossen™ usw. (auch ohne den Zusatz ,,in J) im allgemeinen als Relativ- 
begriffe beziiglich Y% zu verstehen. 
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fiir c€ PB — B ist und g und h auf B*) fixpunktfrei sind, so haben g und h 
in B die gleiche algebraische Fixpunktzahl. 

Denn da die Fixpunktzahlen fiir g und h in B sowie in P — iiberein- 
stimmen, miissen sie es auch in 8. 


Hilfssatz 5. Ist0 <¢, < ly und sind G,, .. ., G,, die maximalen nach 
Hilfssatz 3 in [8,(2) < C4] enthaltenen Gebiete, die einen Punkt x mit #(x) < 6, 
enthalten, so gibt es ein nur von J und C, abhiingiges Cy > 0 mit folgender Figen- 
schaft: Ist g eine Abbildung mit nur reguliren Fixpunkten und 0 (},9) < Co, 
so ist die algebraische Zahl v, der Fixpunkte bei g in G, (k = 1, ..., m) durch f 
eindeutig bestimmt. 

Beweis. Wir wenden Hilfssatz 1 an und setzen () = a (5). Es ist 


0<%<i<e. g und g’ seien gewahlt mit 0 (/,9) < Co, o(f,9') <b 
und mit nur regulaéren Fixpunkten; die bei g und g’ auftretenden Fixpunkte 
liegen dann in ©, +-. .. + G,,. v, und v; seien die algebraischen Fixpunkt- 
zahlen von g bzw. g’ in G,. Wir zeigen, daB fiir jedes k (k = 1, 2. ..., m) 
V, = U;, ist. 

Dazu sei 8, = ©, - (6 (x) < ¢,); jeder Fixpunkt bei der Abbildung 
b(z) =a(f(z),g(z),t) oder b(x) =a/(f(z),g(z),t) (0 St 1) liegt 
in 8, +...+8,,, da o (f, 5) <7 ist. Es sei nun 


f(x) fir reP— ZG, 

a (9(2), f(2), 4) fir 2 € 5 (Gi— B,). 
h(@)=} a (9(@), f(2), 2S) fir re G,— B,, 

g (2) fir ze ¥ 

g (x) fir 2 €B,. 





Man erkennt nun leicht: h (z) ist stetig; die Abbildungen /, g, y’, A sind homotop. 
Da g und A auf = %, iibereinstimmen, haben beide Abbildungen nach Hilfs- 
isk , 


satz 4 auf P — 2,3» also auf $,, die gleiche algebraische Fixpunktzahl, 
d.h. es ist v, =v), w. z. b. w. 

Man wird hiernach +, als algebraische Fixpunktzahl der Abbildung / inn 
Gebiet G, bezeichnen. Diese Begriffsbildung la8t sich noch etwas verall- 
gemeinern: Es sei & irgendeine Teilmenge von $%; U, die Begrenzung von M 
in $, sei bei f fixpunktfrei. ¢, sei das Minimum von #,(x) auf M und ¢, = $ Co. 
Dann liegt jedes dur Gebiete G, des Hilfssatzes 5 (und damit die Fixpunkte 
aller zu f hinreichend benachbarten Abbildungen) entweder ganz im Innern 


8) Begrenzung von $ in 9; vgl.7) und S. 663. 
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von & oder von BY —YA. Nach Hilfssatz 5 hat also jede hinreichend gute 
Approximation von /, «lie nur regulare Fixpunkte hat. auf U sowie auf $ — % 
eine durch / festgelegte Fixpunktzahl. Dies ermoglicht folgende 


Definition. Jst UCP und ist H bei f fixpunktfrei. so werde als al- 
gebraische Fixpunktzahl bei f in U, v (f, U), die algebraische Fixpunktzahl auf U 
bei einer (und damit bei jeder) hinreichend wenig von f verschiedenen Abbildung 
mit nur reguliren Fixpunkten bezeichnet. 


Ist U bei / fixpunktfrei, so ist v (/, H) = 0. — Jedem isolierten Fixpunkt p 
(bzw. einer kleinen Umgebung von ihm) kann nun auch eine Vielfachheit zu- 
geschrieben werden (nicht aber ein Index, wenn »p nicht regulir ist). — Es ist 
v (/, B) = A,. v (/, U) ist, soweit erklirt, eine additive Mengenfunktion. 

Da nach 8. 666 die verschiedenen Fixpunktklassen von Null verschiecdene 
Abstinde voneinander haben, laBt sich jede Fixpunktklasse j in eine offene 
Umgebung U (j) einschlieBen, die ebenfalls von den iibrigen Fixpunkten einen 
Abstand + 0 hat; und «lie Zahl v (/, U (f)) ist offenbar durch f eindeutig be- 
stimmt. Daher kann man stets von der algebraischen Firpunktzahl der Fir- 
punktklasse { reden. indem man darunter v (/, U (f)) versteht. Nach Nielsen 
nennen wir eine Fixpunktklasse mit der Fixpunktzahl Null eine wnwesenthche. 
jede andere eine wesentliche Klasse. 


§ 3._ 
Die Deformationsinvarianz. 


Durch die auf §. 665 gegebene Definition werden die Fixpunktklassen 
nicht, wie bei Nielsen, mit Marken versehen, die ihre individuelle Wiecer- 
erkennung beim Ubergang zu einer homotopen Abbildung erméglichen. (Dies 
wird etst in Teil II geschehen.) Man mu8 daher, um Eigensehaften einer 
Fixpunktklasse als deformationsinvariant nachweisen zu kénnen. eine Zu- 
ordnung zwischen den Fixpunktklassen verschiedener Abbildungen erst her- 
stellen. Durch Hilfssatz 5, der zeigt, wie beim Ubergang zu einer ,,benach- 
harten’’ Abbildung die Fixpunkte nur langsam wandern und insbesondere 
unter Erhaltung cler algebraischen Fixpunktzahlen nach Gebieten ©, getrennt 
bleiben, ist hierzu der Weg gewiesen; fiir irgend zwei homotope Abbildungen 
erhalt man eine Zuordnung durch Zwischenschaltung einer Folge von Ab- 
bildungen. deren jede zur vorhergehenden benachbart ist. Jedoch.kann man 
die so erklarte Zuordnung unter Ankniipfung an einen bestimmten Deforma- 
tionsweg®) unmittelbar herstellen durch eine Definition, von der wir im 
folgenden ausgehen. Nur zum Nachweis der Konstanz der Fixpunktzahlen 


%) Vel. S. 665. 
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bedarf es des Zuriickgehens auf benachbarte Abbildungen, wobei sich «lie 
zugrunde gelegte Definition mit der oben angedeuteten .,natiirlichen’ als 
gleichwertig erweist. 


Definition. /,(x)(0 St S 1) sei eine stetige Schar von Selbstabbildungen 
des Polyeders YB; {!", ff) (i = 1. 2. ...) seien die Fizpunktklassen bei fo bzw. 
bei {,. Wir sagen. dap die Klassen {\” und {\ einander durch den Deformations- 
wey {f,} zugeordnet werden, wenn folgendes gilt: Es gibt Punkte po € *”, p, € Ff)’ 
und eine stetige Kurve © = {p, (0 St < 1)}, 80 da die Kurve © = {f,(p,) 
(0 < t S1)} 2a € homotopy ist"). , 


Mit den soeben verwendeten Bezeichnungen gilt 


Satz 2. Der Deformationsweg {f,} ordnet einer Teilmenge der fi” eine 
Teilmenge der §\ eineindeutig zu. 

Beweis. Es ist zu zeigen, da8 einer Fixpunktklasse bei /) nur héchstens 
eine Fixpunktklasse bei /, zugeordnet ist; aus Symmetriegriinden gilt dann 
auch dasselbe mit Vertauschung von /y und /,. Es seien also die Bedingungen 
der obigen Definition erfiillt, und auBerdem sei der Klasse f\” eine weitere 
Klasse f{"’ zugeordnet; es sei etwa p* € f’, p¥ €f[”; p*. q, stetig (0 < tr < 1), 
Yo = Po. 41 = p®; die Kurven {p*(0 < 1r <1); f/, (p*){(1 [>t =0)} und 
q,0S tS 1); fo, J=r=o)} seien zusammenziehbar. Zu zeigen ist. 
daB die Klassen f,” und f;" identisch sind. 

€* sei die Kurve {p,(l>1t20); ¢,(0St <1); p¥ (OST <1)}; sie 
la8t sich unter Festhaltung der Endpunkte p, und p? nach Voraussetzung 
deformieren in 


© = ff, (p,) (L247 29%); fog,) (0 St S11): f, (ry?) O St SI}. . 
Wir erkliren fiir 0 < o <1 eine Kurve €, durch 
C= Fe i.a—nPIUZTZ0); f, 9) OZTEDVS hep urn (PMOST SV}; 


sie leistet die stetige Deformation von ©, in ©, = /, (€*) unter Festhaltung 
der Endpunkte. Damit ist €* in /, (€*) deformiert, also gehéren in der Tat p, 
und p¥ zu derselben Fixpunktklasse bei /,, d. h. f” und f! sind identisch, 


w. z. b. w. 


Satz 3. Irgend zwei durch einen Deformationsweg einander zugeordnete 
Fizpunktklassen haben die gleiche algebraische Firpunktzahl. Die unzugeordnet 
bleibenden Klassen sind unwesentlich. 

Beweis. Wir zerlegen den Beweis in drei Schritte. 


I. Es sei zunichst der Durchmesser des Deformationsweges kleiner als ¢, 
dh. es sei o (/,,./,) <% fir 0 So St SI. Hierbei sei C, die nach Hilfs- 


©) Vgl. S. 665. 
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satz 5 durch ¢2 = >, ¢, = > bestimmte Zahl, wobei « die Zahl aus Hilfs- 
satz 1 ist; C, hiangt also nur von $ ab. Sind G,, .. ., G,, die nach Hilfssatz 5 
der Funktion /, zugeordneten Gebiete, so sind in ihnen die simtlichen Fix- 
punkte von /, und /; enthalten, erstere nach Klassen getrennt; weiter ist nach 
Hilfssatz 5 v (jo, 6,) = v (fi, G,), wenn ho und hy zu ho bzw. hh hinreichend 
eng benachbarte Abbildungen mit nur reguliren Fixpunkten sind; daher ist 
nach Definition von v (f,&) v (fo, G,) = v (/;, G6.) (F = 1, ..., m). Es ist 
nur zu zeigen, daB Fixpunkte pp von fp und p; von f;, die in demselben 6, 
enthalten sind, in zugeordneten Klassen liegen, dann folgt die Behauptung 
durch Summation iiber die zu derselben Klasse gehérigen Gebiete. Es sei 
also fo (Po) = Po, f1 (Pi) = Pi, Po SC Ge, Pi € Gy; {p, (0 St S1)} sei eine 
in G, liegende Kurve von pp nach p;. Fiir0 St 51 ist #, (p,) < =, dh. 


0 (P+, fo(Pe)) < > 
weiter 0 (fo (p,)- fh, (p,)) s 0 (fo; t) < Co < re daher 


© (Ps f, (P,)) <a; 


die Kurven {p, (0 S t S 1)} und {f, (p,) (0 S t S 1)} sind nach Hilfssatz.1 
homotop und pp und », gehéren zu zugeordneten Klassen, wie behauptet. 
Damit ist fiir kleine Deformationswege der Satz bewiesen. 


Il. Wir zeigen die Transitivitat der Klassenzuordnung, d.h. wir beweisen: 
Sind f', ¢®, f® Fixpunktklassen bei /, bzw. /, bzw. fe und ist {f,(0 < r < 2)} 
ein Deformationsweg, der { und f™ sowie f” und f® einander zuordnet, so 
ordnet er auch f und f® einander zu. Sei also po €f, p; €f™, pi Ef", 
pe Ef; 

{f, (p-) (0 S t S 1)} homotop zu {p, (0 < tr S 1)}, 

{f, (p,) (1 S t S 2)} homotop zu {p’, (1 St < 2)}, 

{fi (p,) (0 St S1)} homotop zu {p, (0 St S 1)} (Pp, = Pr). 
Dann setzen wir 


Pe = Poze (1 St S 2). 
Die Kurve 


{p, (0 St S 2)} 
laBt sich deformieren in 


{f, (P,) (0 sts 1); hi (P,) (1 sts D; hes _2 (P,) Gj =t Ss 2)}, 
dann durch Einschaltung von 
f.7) @StS));  hyce-yn) UStsS®; 
fer—s4ca—n (P) (§ St S2)} OSeS1) 
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in {f, (p,) (0 S t S 2)}, womit die Zuordnung zwischen f® und f® her- 
gestellt ist. : 

III. Da sich offenbar jeder Deformationsweg in endlich viele Abschnitte 
zerlegen la8t, die die Voraussetzung unter I erfiillen, ergibt sich fiir Fixpunkt- 
klassen, die an einem Ende des Deformationsweges wesentlich sind, die Be- 
hauptung des Sutzes im allgemeinen Falle durch Einschaltung einer geeigneten 
Kette von paarweise benachbarten Abbildungen zwischen den beiden vor- 
gegebenen und Anwendung von I und IT; denn eine wesentliche Fixpunktklasse 
mu8 in jeder eingeschalteten Abbildung wieder als solche auftreten. Im an- 
deren Falle ist an beiden Enden die Fixpunktzahl Null, also nichts weiter zu 
beweisen. 

Man kann also sagen, da8 bei Deformation der Abbildung im leinen jede 
wesentliché Fixpunktklasse erhalten bleibt und ihre Fixpunktzahl konstant 
bleibt. Daraus folgt natiirlich auch, da8 eine unwesentliche Fixpunktklasse 
durch Deformation der Abbildung nicht wesentlich werden kann. 

Welche weiteren Aussagen sich gewinren lassen im Sinne einer stetigen 
Abhangigkeit der Fixpunktklassen vom Deformationsparameter, mag hier 
dahingestellt bleiben. 


(Eingegangen am 29. 5. 1940.) 











Charakterisierung stetiger Kurven 
mit Hilfe eines allgemeinen Richtungsbegritfs 
fiir Punktmengen. 
Von 
K. Wagner in Berlin. 


§ 1. 
Einleitende Betrachtungen. 


Die folgenden Untersuchungen machen im wesentlichen von zwei De- 
finitionen Gebrauch, die deshalb jetzt schon in der Einleitung in praziser Form 
vorausgeschickt werden sollen. Die Untersuchungen beziehen sich auf die 
Ebene. 


1. Definition. Eine Punktmenge P soll dann speziell als ein Kontinuum X 
bezeichnet werden, wenn 1. P abgeschlossen und 2. zusammenhiangend ist. 
Dabei nennt man die abgeschlossene Menge P zusammenhangend, wenn sich P 
nicht in eine Summe zweier von der Nullmenge verschiedener. punktfremder. 
abgeschlossener Mengen zerlegen ]aBt. 


Die angegebene Definition fiir das Kontinuum KA laBt sich in dem Falle. 
daB K beschrankt ist, also m. a. W. ganz im Endlichen liegt, noch in eine 
etwas anschaulichere Form fassen. Es sei nimlich K ein gegebenes Kontinuum. 
das zunichst nicht beschrinkt zu sein braucht. Man nennt eine endliche 
Punktfolge k,. ke, ..., k, und zwar, die aus lauter Punkten von XK besteht. 
eine ,,.Kette von k, nach k, der Feinheit s“‘, wobei ¢ eine gegebene Zahl > 0) 
ist, wenn die Entfernung je zweier aufeinander folgender Punkte k, und k, , ,. 
v= 1,2,..., — 1, der Folge héchstens « betrigt. Gib. es nun zwei Punkte 
von K, die sich nicht durch eine Kette einer vorgegebenen Feinheit « > () 
verbinden lieBen, so kann man leicht K in zwei von der Nullmenge verschiedene. 
fremde, abgeschlossene Punktmengen zerlegen im Widerspruch zur De- 
finition 11). Es folgt also: 

Ia. In einem Kontinuum K sind je zwei Punkte durch Ketten jeder 
beliebig vorgegebenen Feinheit ¢ > 0 verbindbar. 

Betrachtet man nun speziell nur beschrankte Punktmengen. so gilt ‘auch 
die Umkehrung?): 


4) Alexandroff und Hopf, Topologie I, 8.116 u. 117, § 6, 1. 
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Ib. Eine beschriinkte, abgeschlossene Menge, in der je zwei Punkte durch 
Ketten jeder beliebig vorgegebenen Feinheit ¢ > 0 verbindbar sind, ist ein 
Kontinuum®). 

Wir kommen jetzt zur zweiten Definition. Es sei P eine beliebig gegebene 
Punktmenge in der Ebene und p ein fester Punkt von P. Ferner sei 6 eine 
Zahl > 0. Wir bezeichnen zunichst die Gesamtheit der Punkte in der Ebene, 
deren Entfernung von dem Punkt p kleiner oder gleich 4 ist, als die 6-Um- 
gebung von p. Die 6-Umgebung von p ist also m.a.W die Kreisscheibe 
um p mit dem Radius 4 einschlieBlich der Peripherie. Unter einem Kreissektor 
oder kurz Sektor der 6-Umgebung verstehen wir genau bei Verwendung von 
Polarkoordinaten r, g mit dem Nullpunkt p eine Punktmenge mit den Ko- 
ordinaten 0 Sr S46 und ¢g, < p < Ge, wobei gy, und @, zwei gegebene 
WinkelgréBen sind. Man bezeichnet g, — ¢; als den Offnungswinkel des 
Sektors. Wir sagen von mehreren solchen Sektoren, daB sie fremd sind, wenn 
je zwei derselben bis auf p keinen weiteren Punkt. gemeinsam haben. Nach 
einem bekannten Uberdeckungssatz gibt es héchstens abzahlbar viele fremde 
Sektoren einer 6-Umgebung. Nunmehr sei « >0 eine gegeberie Zahl. Vielleicht 
gibt es dann eine feste 6-Umgebung von p, in der wir alle Punkte von P mit 
einer Gesamtheit von fremden, also von héchstens abzihlbar vielen Sektoren 
iiberdecken kénnen, wobei iiberdies noch der Offnungswinkel eines jeden der 
Sektoren héchstens ¢ ist. Wenn dies méglich ist, so wollen wir kurz von einer 
Uberdeckung von P in der 6-Umgebung von p der Feinheit « sprechen und die 
Sektoren als iiberdeckende Sektoren der Feinheit ¢ bezeichnen. Wir wollen 
einmal den Fall annehmen, daB es zu jedem gegebenen ¢ > O eine entsprechende 
6-Umgebung von p gibt, in der sich die Punkte von P mit fremden Sektoren 
der Feinheit ¢ iiberdecken lassen. Wir behaupten, daS wir dann zu jedem 
¢ > O ebenfalls eine 6-Umgebung von p angeben kénnen, in der sich die Punkte 
von P aber bereits mit endlich vielen fremden Sektoren der Feinheit ¢ 
iiberdecken lassen*). Denn nach der Annahme laBt sich P in einer 6- Umgebung 
zunachst mit vielleicht abzihlbar vielen Sektoren der Feinheit ¢ iiberdecken. 
Jeder dieser Sektoren wird von zwei Radien begrenzt, auf denen mit Aus- 
nahme von p kein weiterer Punkt von P liegt. Denn lage auf einem solchen 
Radius noch ein Punkt von P, so miiBte dieser Radius in etmem der iiber- 
deckenden Sektoren liegen. Dann wiiren aber die iiberdeckenden Sektoren 


nicht fremd. Wir greifen nun zwei solche Radien heraus. Diese zerlegen die 
e 


*) Denn ware die Menge Summe zweier von der Nullmenge verschiedener, fremder. 
abgeschlossener Mengen, so hiatten die beiden Summanden wegen der Beschranktheit 
einen positiven Minimalabstand voncinander. 

3) Man kann zeigen, daB es sogar in derselben 6-Umgebung, in der P mit 
abzahibar vielen fremden Sektoren der Feinheit ¢ tiberdeckt ist. bereits endlich 
viele fremde, itiberdeckende Sektoren der gleichen Feinheit ¢ gibt. 
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é-Umgebung in swei fremde Sektoren, die auf den beiden gemeinsam be- 
grenzenden Radien auBer p keinen weiteron Punkt von P haben, also P in der 
6-Umgebung iiberdecken. Wir kénnen also annehmen, da wir P in einer 
6-Umgebung von p mit endlich vielen fremden Sektoren iiberdeckt haben, 
die allerdings noch nicht von der geforderten Feinheit ¢ zu sein brauchen. 
Nunmehr sei 0 S r S 4, o, < y < einer dieser endlich vielen Sektoren 
mit einem Offnungswinkel gy, — gy, = «’ >. Wir betrachten jetzt ent- 
sprechend der Annahme eine Uberdeckung der Feinheit < in der sugehérigen 
6’-Umgebung von p. Dann gibt es in dem Sektor 0 Sr S 0’, a+e <9 
< 92 —, dessen Offnungswinkel gleich 5, also griGer als -< ist, sicher 
einen Radius der 4’-Umgebung, der bis auf p von P frei ist. Dieser Radius 
teilt den Sektor 0 <r < 3’, p, << y < @-¢ in zwei Sektoren, deren (ffnungs- 
winkel jetzt aber jeder kleiner als } «’ ist. Auf diese Weise gelangen wir also 
schrittweise, wobei zwar die 6-Umgebung bei jedem Schritt vielleicht kleiner 
als die zuvor betrachtete gewahit werden muB, nach endlich vielen Schritten 
zu einer é-Umgebung mit einer aus endlich vielen fremden Sektoren be- 
stehenden Uberdeckung der geforderten Feinheit «. Hiermit ist die Behauptung 
bewiesen. Nach dieser Uberlegung kénnen wir ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit festsetzen: 

2. Definition. Gibt es um einen Punkt p der Menge P zu jeder fest 
gewiahliten ¢ > 0 stets eine entsprechende 6-Umgebung, in der sich die Punkte 
von P mit endlich vielen fremden Sektoren der Feinheit ¢ iiberdecken lassen, 
so nennen wir die Menge P in dem Punkt p differenzierbar. Das 4 ist also 
jeweils von der Wahl des « abhingig. 

Die Zahl der iiberdeckenden Sektoren braucht natiirlich bei Verfeinerung 
derselben keinesfalls beschrinkt zu bieiben, wie das folgende Beispiel zeigen 


soll. Wir denken uns dazu wieder Polarkoordinaten r, g gegeben. = durch- 


laufe die Menge aller in reduzierter Form dargestellten, echten Briiche. Dann 
sei P die Punktmenge mit den Koordinaten 


g=*2n, OSrs-. 


P .ist abgeschlossen, beschrinkt und susammenhingend und mitbin ein 
Kontinuum. Ferner ist P im Nullpunkt r = 0 differegzierbar. Denn wir 
kdnnen sogar die ganze Menge P mit fremden Sektoren0 Sr <1, 9; < p< Ge 
beliebiger Feinheit iiberdecken, wenn wir nur fiir gy; und zg irrationale Viel- 
fache von 2 wahlen. P ist auch in jedem von r = 0 verschiedenen Punkt 
differenzierbar. P ist also ein in jedem Punkt differenzierbares Kontinuum. 
Die Zahl der iiberdeckenden Sektoren bei r = 0 kann nun bei Verfeinerung 
derseJben nicht beschrinkt bleiben. Denn sonst miiBte die Winkelsumme der 
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fiberdeckenden Sektoren bei Verfeinerung derselben ebenfalls beliebig klein 
werden im Widerspruch dazu, da§ die — 22 eine iiberall dichte Menge bilden 
und die Winkelsumme mithin immer 22 sein muB. 


Wir ziehen noch einige Schliisse aus der Definition 2. Es sei eine im 
Punkte p differenzierbare Punktmenge P gegeben. Dann gibt es nach der 
Definition zu einer beliebig gewahlten Folge nach Null konvergierender 
Zahlen &; > & >-:->«e,>-*- entsprechende 6,-Umgebungen des p, 
in denen sich P jeweils mit endlich vielen frenden Sektoren iiberdecken laBt. 
Diese aus der Differenzierbarkeit sich ergebende unmittelbare Folgerung ist 
aber auch hinreichend fiir die Differenzierbarkeit. Denn angenommen zu 
einer nach Null konvergierenden Folge ¢; > ¢, >-:->«,>--~ gibe es 
entsprechende 6,-Umgebungen des Punktes p, in denen sich P mit endlich 
vielen fremden Sektoren iiberdecken la8t. « > 0 sei nun eine beliebig vor- 
gegebene Zahl. Wir greifen jetzt aus der Folge der nach Null konvergierenden «, 
ein ¢, S « heraus. Dann ist die Uberdeckung der zugehérigen 5,-Umgebung 
von der Feinheit ¢,, also da der (ffnungswinkel eines jeden der Sektoren < ¢, 
mithin <= «¢ ist, auch von der Feinheic ¢; d. b. die Definition 2 ist erfillt und P 
ist in p differenzierbar. 


Bei einer Uberdeckung kénnen Sektoren auftreten, die mit Ausnahme des 
Punktes p keinen anderen Punkt von P enthalten. Diese Sektoren sind, da sie 
leer“ sind, fiir die Uherdeckung ohne Bedeutung, so daB wir sie also im fol- 
genden nicht in Betracht ziehen wollen. Ein Sektor der Uberdeckung soll also 
auBer p mindestens noch einen Punkt von P enthalten. Nunmehr sei die 
Punktmenge P in p differenzierbar. Wir denken uns in der Ebene Polar- 
koordinaten r, g mit dem Nullpunkt p eingefiihrt. Enthalt dann bei einem 


festen 9 jeder Sektor 0 Sr S 4, —— > <p < Yo + > bei jeder noch so 


kleinen Wahl von 6> 0 und ¢ > 0 auBer p mindestens noch einen Punkt 
von P, so nennen wir die von p mit dem Winkel gy ausgehende Halbgerade 
eine ,,Richtung von P in p“. Wir wollen nun noch ein Verfahren angeben, 
nach dem genau alle Richtungen von P in p gewonnen werden. Wir denken 
uns zu diesem Zweck zu einer Folge nach Null konvergierender ¢; > ¢, ---> 
>s,> --- die entsprechenden 6,-Umgebungen des Punktes p gegeben. Fiir 
das zu beschreibende Verfahren ist es notwendig anzunehmen, daB die 6, eben- 
falls nach Null konvergieren. Wir kénnen diese Annahme machen, da eine 
Uberdeckung der Feinheit ¢, ohne weiteres in jeder kleineren als der 6,-Um- 
gebung von p eine Uberdeckung der gleichen Feinheit ¢, liefert. Die Summe 
der iiberdeckenden Sektoren der 6,-Umgebung sei nun mit 2, bezeichnet. Wir 
bilden dann das mengentheoretische Produkt 


21° 22= 27, 
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indem wir also den Durchschnitt eines jeden Sektors von 2, mit jedem Sektor 
von 2; bilden. 2} ist dann wieder eine Summe von endlich vielen iiberdecken- 
den Sektoren. Analog sei 

ai Zz , = 2 m4 , 


v=l 


Ferner sei 6% die kleinste der Zahlen 4, , dg, . . . , 6, und desgleichen ¢* die kleinste 
der Zahlen ¢;, é2,.. . ¢,. Nach Konstruktion sind dann die 2* Uberdeckungen 
von P in der 6*-Umgebung von p von der Feinheit ¢*. Die Sektoren von 2* liegen 
jetzt in den Sektoren von Z*_,. Dabei konvergieren die Offnungswinkel der 
Sektoren von 2* mit n - o gleichmaBig nach Null. Wir interessieren uns 
speziell fiir die y*, die bei jedem 2* einen Sektor 0 <r < 6%, gp” < 9 < op” 
mit 9” < g* s gf” haben, die also m. a. W. bei jedem * in einen der iiber- 
deckenden Sektoren oder wenigstens auf einen begrenzenden Radius derselben 
fallen. Die Menge dieser g* sei ®* Wir behaupten, da8 ®* mit der Menge 
der Richtungen von P in p identisch ist. Denn gp sei eine Richtung von P 
in p. Dann liegt nach Definition in jedem Sektor 0Sr<6 und 


Po — > <7 <%+ z auBer p noch ein Punkt von P, wie klein auch 6 


und ¢ seien. Lage nun die Richtung 9 auBerhalb der endlich vielen Sektoren 
eines 2* einschlieBlich der begrenzenden Radien, so wiirden nicht alle Punkte 
von P in der 6*-Umgebung von den Sektoren iiberdeckt. Also ist go ein ¢*. 


Umgekehrt sei jetzt o* aus ®* und 0 Sr < 4, e—5<9<H+s 


ein gegebener Sektor. Es gibt dann ein «* < = dessen zugehoriges 6* auBer- 
dem < 4 ist. Letzteres ist méglich, da die 6, nach Null konvergieren sollen. 
Nach Definition des g* liegt g* in einem der Sektoren von 2* oder falit zu- 


mindest mit einem Radius derselben zusammen. Also liegt wegen e* < — 


»  S2 
und 6* < 4 einer der Sektoren von Z* ganz in dem gegebenen Sektor. Nun 
sollte aber nach einer Annahme keiner der iiberdeckenden Sektoren leer sein. 
Also enthalt auch der gegebene Sektor auBer p noch einen Punkt von P, 
d. h. g* ist eine Richtung von P in p. Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 
In dem oben angegebenen Beispiel eines differenzierbaren Kontinuums besteht 
im Nullpunkt r = 0 die Menge ®* aus allen -¢ zwischen 0 und 2. Wir sehen 
also, daB eine differenzierbare Punktmenge in einem Punkte mehr als abzahl- 
bar viele Richtungen, selbst kontinuierlich viele Richtungen haben kann. 

Auf Grund dieser ziemlich allgemein gehaltenen Definition der Differenzier- 
barkeit soll im folgenden die Frage beantwortet werden, wann eine in jedem 
Punkte differenzierbare Punktmenge eine stetige Kurve (= eindeutiges, 
stetiges Bild einer abgeschlossenen Strecke) ist. Hierzu ist zunachst notwendig, 
da8 die Punktmenge abgeschlossen und beschrankt ist. Ferner folgt aus dem 
Satz iiber die gleichmaBige Stetigkeit sofort, daB je zwei Punkte einer stetigen | 
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Kurve durch beliebig feine Ketten verbindbar sind. Also ist nach Ib die 
Punktmenge notwendig ein Kontinuum. Wir kénnen uns also auf die Unter- 
suchung beschrankter Kontinua beschrinken. Nunmebhr gilt aber bereits die 
Umkehrung. Wir beweisen namlich im folgenden den 

Satz 1. Jedes beschrinkte und in jedem Punkte differenzierbare Kontinuum 
ist eine stetige Kurve. 

Zu diesem Satz ist zu bemerken, da8 er von einer punktmengentheoretisch 
gefaBten Definition der Differenzierbarkeit zur Kurventheorie und damit in des 
gewohnte Gebiet der Differentialrechnung fiihrt, und zwar wenr. man sich auf 
den speziellen Fall beschrinkt, da8 die Punktmenge in jedem Punkt héchstens 
zwei Richtungen hat. In den Betrachtungen ist gleichzeitig noch der Fall ent- 
halten, daB die beiden Richtungen nicht wie bei der Tangente den Winkel x, 
sondern einen von x verschiedenen Winkel bilden kénnen und die Punktmenge 
mithin in dem betrachteten Punkt eine ,,Ecke“ hat. Die Tangente erscheint 
also hier als Spezialfall der Ecke. 

Die Anregung zu den vorliegenden Untersuchungen gab mir Herr Pre“. 
Dr. Dérge, der 1939 auf einem Mathematikerlager in Stolberg u.a. iiber einen 
neuen Begriff der Richtung einer Kurve vortrug. Es wurde dargelegt, da8 man 
den Begriff der Richtung einer Kurve vom Koordinatensystem unabhingi, 
machen kann, wenn man namlich die Kurve in einer Umgebung des betrach- 
teten Punktes in einen immer engeren Winke)raum einzuschlieBen versucht. 
Auf diese Weise kénne dann auch Punktmengen, die nicht Kurven sind, in 
einem Punkt der Menge manchmal eine Tangente zugeordnet werden. Spiter 
schlug mir dann Herr Prof. Dr. Dérge vor zu untersuchen, ob eine hinreichend 
,, verniinftige Punktmenge, die in jedem Punkte in dem angegebenen Sinne 
eine Tangente hat, eine Kurve sei. 

Im folgenden beweisen wir noch den 

Satz2. Voraussetzwng: K sei ein Kontinuum, das nicht notwendig beschrankt 
zu sein braucht, und p sei ein Punkt von K. Es gebe nun eine Umgebung von p, so 
daB K in jedem in dieser Umgebung liegenden Punkt von K differenzierbar sei. 

Behauptung: Es gibt eine zweite Umgebung von p und eine stetige, aus lauter 
Punkten von K bestehende Kurve derart, daB die Kurve alle Punkte von K aus 
dieser Umgebung enthdlt. 

Am Schlu8 wird in einem Beispiel ein beschrinktes Kontinuum an- 
gegeben, das in einem Punkte differenzierbar ist und dort nur eine Richtung 
hat, das aber keine stetige Kurve ist. Wie an dem Beispiel ferner gezeigt wird, 
gibt es sogar keine Umgebung des betrachteten Punktes und keine nur aus 
Punkten des angegebenen Kontinuums bestehende stetige Kurve derart, da8 
die Kurve alle Punkte des Kontinaums aus der Umgebung enthielte. Fiir die 
Giiltigkeit des Satzes 2 geniigt also nicht die Differenzierbarkeit des Kon- 
tinuums im Pun! — > alleia. 











K. Wagner. 
§ 2. 


Beweise und Schlu8. 


Wir wollen zunichst den Satz 1 beweisen. Wir denken uns ein Kon- 
tinuum K gegeben. Man nennt eine Teilmenge von K ein Teilkontinuum 
von K, wenn die Teilmenge wieder ein Kontinuum ist, also Definition 1 erfiillt. 
Nunmebhr sei p ein Punkt von K. Gibt es ein Teilkontinuum von K, dem der 
Punkt p und ein anderer gegebener Punkt von K angehdren, so wollen wir wegen 
Ta des § 1 sagen, daB p mit dem anderen Punkt durch das Teilkontinuum ver- 
buniden ist. Wir erinnern jetzt an den aus der Punktmengentheorie bekannten 
Begriff des ,,Zusammenhangs im Kleinen“. 

3. Definition. Das Kontinuum K hei8t im Punkt p im Kleinen zu-" 
sammenhangend, wenn es zu jeder e-Umgebung von p eine entsprechende 
6-Umgebung von p gibt, die also von der Wahl des « abhingt, so daB jeder 
Punkt von K aus der 6-Umgebung durch ein Teilkontinuum von K innerhalb 
der «-Umgebung mit p verbindbar ist. 

Wir beweisen nunmehr den entscheidenden 

Hilfssatz: Gibt es eine Umgebung um den Punkt p des Kontinwums K, 
in der K in jedem seiner Punkte differenzierbar ist, so ist K im Punkte p im 
Kleinen zusammenhdngend. 

Wir setzen einmal den folgenden Satz von Mazurkiewicz und Hahn‘) als 
bekannt voraus: Eine Punktmenge ist dann und nur dann eine stetige Kurve, 
wenn sie ein beschrinktes, in jedem ihrer Punkte im Kleinen zusammen- 
hangendes Kontinuum ist. Aus dem Hilfssatz folgt zunachst, da8 ein in jedem 
Punkte differenzierbares Kontinuum. in jedem Punkte im Kleinen zusammen- 
hangend ist. Ist also das in jedem Punkte differenzierbare Kontinuum auBer- 
dem noch beschriankt, so ist es nach dem eben angegebenen Satz eine stetige 
Kurve. Das ist der Satz 1. Im speziellen Falle der Differenzierbarkeit [at sich 
der angegebene Satz von Mazurkiewicz und Hahn bedeutend vereinfachen. 
Wir wollen daher der Vollstindigkeit wegen im folgenden den Satz nicht als 
bekannt voraussetzen, sondern den Satz 1 im Anschlu8 an den Beweis des 
Hilfssatzes vollstindig beweisen. 

Beweis des Hilfssatzes: Wir schicken einen leichten elementar- 
geometrischen Satz voraus. Wir wollen einen Sektor einer 6-Umgebung eines 
gegebenen Punktes k vom (ffnungswinkel ¢ mit k (¢4) bezeichnen. Nunmehr 
seien zwei Sektoren k (¢4) und k’ (e’ 3) gegeben, wobei der Radius der beiden 
Sektoren also gleich gro8 sei. Wir setzen voraus, daB der Punkt k’ in k (ed) 
und daB umgekehrt ebenfalls k in & (e’ 5) liege. Die beiden Punkte k und k’ 
seien verschieden und es sei ¢ S > und «’ S x Wir behaupten den einfachen 


4) Mazurkiewicz, Fund. Math. I (1920), 8S. 166; Hahn, Wien. Ber. 123 (1914), 
S. 2433; Kerékjarté, Lehrbuch der Topologie I, S. 96. 
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Satz, daB dann der Durchschnitt der beiden Sektoren ein Viereck mit den 
beiden gegeniiberliegenden Ecken k und k’ ist (Fig. 1). Denn zunichst liegt 
die Strecke kk’ in jedem der beiden 
Sektoren. Die Lange dieser Strecke ist 
< 4. Die Strecke bildet mit jedem der 
vier begrenzenden Radien der beiden 
Sektoren einen Winkel <« bzw. <2’, 


also in jedem Fall <> Nunmehr 


denken wir uns allgemein eine Strecke 
<6 gezeichnet und an ihren beiden 


Endpunkten je einen Winkel < > an- 
getragen. Der dritte Winkel in dem 
Dreieck, das wir so erhalten, ist dann > > Da in einem Dreieck dem gréBeren 


Winkel die gréBere Seite gegeniiberliegt, sind also die beiden anderen Seiten 
des Dreiecks < 6. Die vier Radien, deren Lange nun 4 ist, miissen sich also in 
bestimmter Weise schneiden und daher mit der Strecke kk’ zwei Dreiecke 
bilden, womit der elementare Satz bewiesen ist. Wir kommen nunmehr zum 
eigentlichen Beweis des Hilfssatzes. Wir nehmen entgegen der Aussage des 
Hilfssatzes an, da8 das Kontinuum K in dem gegebenen Punkt p von K nicht 
im Kleinen zusammenhangend ist. Dann gibt es also bei einem festen ¢ > 0 
und immer kleinerer Wahl von 6,0 mit » = 1, 2, ... entsprechende 
Punkte g, von K innerhalb der 6, -Umgebung von p, die sich mit p nicht durch 
ein Teilkontinuum von K innerhalb der e-Umgebung verbinden lassen. Die 
Gesamtheit der Punkte von K, die wir von einem festen g, aus durch Ketten 
von K jeder beliebig vorgegebenen Feinheit verbinden kénnen, ohne die 
e-Umgebung von p zu verlassen, wollen wir mit K, bezeichnen. Man sieht 
leicht, daB die Bedingungen 1 und 2 der Definition | fiir die K, erfiillt sind. 
Die X, sind also Kontinua®). Es folgt weiter, dab zwei K, mit verschiedenen 
Indizes entweder punktfremd oder identisch sind. Denn haben die beiden 
Kontinua einen Punkt gemeinsam, so kénnen wir jeden Punkt des einen mit 
jedem Punkt des anderen Kontinuums iiber den gemeinsamen Punkt durch 
beliebig feine Ketten innerhalb der s-Umgebung verbinden, so daB also die 
beiden Kontinua identisch sind. p gehért nun weiter zu keinem X,, da nach 
der Annahme p mit keinem q, durch ein Teilkontinuum innerhalb der e-Um- 
gebung von p verbunden ist. Folglich hat p von jedem K, einen positiven 
Minimalabstand. Die g, konvergieren aber nach p. Also gibt es unendlich 
viele punktfremde K,. Wir wollen diese punktfremden K, der Einfachheit 
halber im folgenden wieder mit X., bezeichnen, da wir uns nurfiir punktfremde K, 





3) Der Satz ist bekannt. Alexandroff und Hopf, Topologie I, 8. 118, Satz II. 
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interessieren. Es folgt noch, daB jedes K, mit einem gegeienen Kreis um p 
mit einem beliebigen Radius «’ < ¢ und «’ = 4, mindestens einen Punkt 
gemeinsam hat. Denn auBerhalb der e-Umgebung gibt es sicher einen Punkt a 
von K, da sonst K, = K fiir alle » wire. a liegt damit auch auBerhalb der 
e’-Umgebung von p. Wir kénnen nun q,, das wegen 6, < ¢’ in dor e'-Umgebung 
liegt, mit a durch immer feinere Ketten van K nach dem Satz Ia des § 1 ver- 
binden. Die Punkte derselben, mit deren Nachfolger auf der Kette die e’-Um- 
gebung zum ersten Male verlassen wird, haben auf dem vorgeyebenen Kreis 
einen Haufungspunkt, der zu K, gehért. Wir kénnen also cagea, dab die K, 
die g, mit dem e’-Kreis verbinden. Wir wahien nun zwei feste Zahlen 0, 
und 92 mit 0 < 0; < @2 < «, wobei auBerdem o¢ so klein sei, daS K in jedem 
seiner Punkte der 9.-Umgebung von p differenzierbar sei. Dann miissen also 
alle K, von einer Stelle » ab, namlich sobald 46, S 9, gilt, jeden Kreis um p 
mit dem Radius o mit 9; < @ < @, mindestens in einem Punkt, den wir 
mit k,, bezeichnen, treffen. Die Punktfolgen k,, haben fiir jedes feste 
mit 0; < @ < @2 einen Haufungs- 
punkt k, (Fig. 2). Es sei ein festes 
& > 0 vorgegeben, wobei & < > 
sei. Dann gibt es also nach der 
Definition 2 um jeden Punkt k, eine 
entsprechende 6-Umgebung, in der 
K durch endlich viele fremde Sek- 
toren der Feinheit « iiberdeckt 
werden kann. Die GréBe 6 ist natiir- 
lich von dem betrachteten k, ab- 
hangig. Wir kénnen dabei von 
vornherein annehmen, daB die 6 
Fig. 2. kleiner als o seien. Nunmehr liegen 

die k, auBerhalb der 09,-Umgebung 

von p, also die 6-Umgebungen der k, auBerhalb der $-Umgebung von p. 
Da die g, nach p konvergieren, kann also jetzt von einem geniigend 
groBen v ab kein g,in den 6-Umgebungen der k, sein. Wir wollen die 
iiberdeckenden Sektoren von der Feinheit ¢) aus der entsprechenden 6-Um- 
gebung von k, mit k/*’(¢d) bezeichnen, wobei « = 1, 2,..., », die Nummer 
der verschiedenen Sektoren bei dem jeweils festen 9 bezeichne. Fiir die 
Offnungswinkel der Sektoren gilt immer ¢ < ¢, wobei der Einfachheit halber 
die entsprechende Nummer an dem « fortgelassen werde. Es sei nun 
4 =6,>6>:-->é6&>--- eine Folge nach Null konvergierender 
Zahlen. Wir betrachten jetzt die Gesamtheit der Sektoren KO (e 6), deren 6 
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zwischen zwei aufeinander folgenden 4) _ , und 4’ liegen. Es gibt dann aber 
bei einem festen ») mehrals abzéhlbar viele KM (ed) mits, _ ,=>d>6,,, 
da sonst die Menge der k, abzihlbar ware. Von diesen mehr als abzihibar 
~_ k, ist jetzt beim SchluB des Beweises allein noch die Rede. Wir setzen 
4, = & und betrachten im folgenden statt der k‘*’(¢ 6) yunmehr die Sektoren 
ki (¢ 49), deren Offnungswinkel ¢ unverandert geblieben md und deren Radius 
aber von 6 auf do verkleinert sei. Diese Sektoren iiberdecken dann erst recht K 
in dem Kreis um k, mit dem Radius dy. Wir denken uns irgendein festes k, 
der mehr als abzihibaren Menge gegeben. Wir behaupten, daB dieses k, nicht 
Haufungspunkt von anderen k,, ‘sein kann oder genauer, daB es zu ‘jedem 
festen k, ein entsprechendes 6 < dy gibt, so daB die Kreisscheibe um k, mit 
dem Radius 6 mit Ausnahme von k, kein anderes k,, enthalt. Denn sonst ‘gabe 
es in jeder Nahe von k, beliebig viele ky. Also miiBte einer der endlich vielen 
iiberdeckenden Sektoren ki (6 do) eine nach k, kopvergierende Folge der k,, 
enthalten. Wir kénnen diesen Sektor mit Pare 3p) bezeichnen. Es sei dann k, 
ein festes der nach k, konvergierenden k,, in kM (e 45). Die Sektoren diese 
festen k,, tiberdecken K in der dy Umgebung von k,,. In dieser d>-Umgebung 
liegt k,,, “da die beiden Umgebungen von k, und k,, denselben Radius 4) haben. 
Also kénnen wir annehmen, da& k, in dem Sektor k()(e’ do) liegt. Es ist 


eunde’ Sa < + Also wird der Durchschnitt der beiden Sektoren k\ (sé) 


und ky (e’ do) nach dem elementaren Satz von einem Viereck berandet. Die 
vier Seiten dieses Vierecks sind nun mit Ausnahme der beiden gegeniiber- 
liegenden Ecken k, und k,, von weiteren Punkten von K frei, da die begrenzen- 
den Radien der beiden Sektoren bis auf k, und k,, mit K punktfremd sind. 
Innerhalb dieses Vierecks liegen aber beliebig viele k,, und mithin erst recht 
beliebig viele k,,,. Nach einer obigen Bemerkung liegen die g, von einem 
geniigend groBen » ab auBerhalb der 6-Umgebungen der k,, damit auch 
auBerhalb des Vierecks. Also miiBten ‘dann die K, das Viereck entweder 
in k, oder dem festen k,, passieren im Widerspruch dazu, daf die K, simtlich 
punktfremd sind. Es gibt also in jeder Nahe des beliebig gewahlten k, nicht 
immer wieder ein k,,, d. h. es gibt um k, eine Kreisscheibe von einem Radius 6 
mit 0 < 6 S db, in der kein ky mehr liegt. Mithin ist die Menge der k, eine 
isolierte Punktmenge, also abzihlbar, im Widerspruch dazu, daB es mehr als 
abzéhlbar viele &, gibt. Also ist entgegen der anfangs gemachten An- 
nahme das Kontinuum K im Punkte p im Kleinen zusammenhingend, 
w. z. b. w. 


Es soll nun der Satz 1 bewiesen werden. Es sei also K ein beschranktes, 
in jedem Punkte differenzierbares Kontinuum. Dann ist also nach dem Hilfs- 
satz das Kontinuum K in jedem Punkt im Kleinen zusammenhangend. Wir 
denken uns einmal eine feste Zahl ¢ > 0 gegeben. p sei ein Punkt von K. Da K 
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in p im Kleinen zusammenhangend ist, gibt es nach der Definition 3 zu der 
s-Umgebung von p eine entsprechende 6-Umgebung von p. Wir bezeichnen 
mit K, die Gesamtheit aller derjenigen Punkte von K, die sich mit p durch 
Ketten von K jeder beliebig vorgegebenen Feinheit verbinden lassen, ohne die 
e-Umgebung von p zu verlassen. Mit denselben Schliissen, die oben bereits 
auf die K, angewandt wurden, zeigt man, dab K, ein Kontinuum ist. K, ent- 
halt dann alle Punkte von X aus der 6-Umgebung von p, da diese Punkte durch 
Teilkontinua, also erst recht durch Ketten von K jeder geforderten Feinheit 
innerhalb der s-Umgebung von p mit p verbindbar sind. Auf diese Weise ist 
also bei dem gegebenen festen ¢ fiir jeden Punkt p von K eine von p abhangige 
6-Umgebung von p und ein Teilkontinuum XK, bestimmt derart, da XK, alle 
Punkte von K aus der 6-Umgebung enthalt. Wir betrachten nunmehr die Ge- 
samtheit der 6-Umgebungen. Diese iiberdecken K. Also wird K nach einem 
bekannten Uhberdeckungssatz, da K abgeschlossen und beschrankt ist, 
bereits von endlich vielen d-Umgebungen tiberdeckt, deren zugehérige K, 
wir .mit 


(1) ie ee Sy 


” 


bezeichnen wollen. Da die 6-Umgebungen KX iiberdecken, gilt: 


> K,= K. 
s= 1 

Es seien nun a und 6 zwei beliebig gegebene Punkte von K. Wir behaupten, 
da8 wir dann die K,, derart in eine endliche Folge ordnen kénnen, in der viel- 
leicht einige K, dann mehrfach vorkommen, so da a in dem ersten und 6 in 
dem letzten K,, der Folge liegen und ferner je zwei in der Folge benachbarte K,, 
mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Denn wir beginnen mit einem K,,, 
das a énthalt. Wir bezeichnen dieses K,, als erstes Element der zu bilden- 
den neuen Folge der Einfachheit halber wieder mit K,. Wir nehmen an, 
da8 wir bereits eine Folge 


(2) he oe Seay 2 


gefunden haben, in der je zwei aufeinander folgende K , nicht punktfremd sind. 
Angenommen, es giibe noch ein XK, aus (1), das in (2) nicht vorkommt. Dann 
muB8 die Menge der K,, — (1), die nicht in der Folge (2) vorkommen, mit der 


Menge der K, von (2): y K, einen Punkt gemeinsam haben, da sonst K Summe 
i=l : 


zweier fremder, abgeschlossener, nicht leerer Mengen ware. Die beiden Mengen 
K,, und K, seien also nicht punktfremd. Dann bilden wir aus (2) die Folge 


(3) K;, Ez, fe oy K,, x... K,, eeey E,. 
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Wir kénnen also annehmen, da8 die Folge (2) bereits alle K, aus (1) enthilt. 
Liegt nun der Punkt 6 etwe in K,, so bilden wir zum SchluB die Folge 


| ih Ayal ee Sy ae oe 
die die geforderten Eigenschaften hat. Nunmehr sei 
‘> & > > 8, >: 


eine nach Null konvergierende gegebene Zahlenfolge. Zu ¢, konstruieren wir, 
wie eben fiir ¢ allgemein angegeben wurde, eine endliche Folge der K,. Diese 
Folge sei 

(I) a ae oo 


r 


in der also je zwei X, und K, , , mindestens einen gemeinsamen Punkt haben. 
Nun ist aber jedes X, als Teilkontinuum von KX wieder in jedem Punkt differen- 
zierbar®). Also ist jedes K, vollkommen analog (I) jetzt aber zu dem gegebenen 
& weiter in eine endliche Folge von Teilkontinua zerlegbar: — 


(II) 3 Oe REC Se 


vp? ym? 


in der je zweiK, und X,, , ,undauBerdem K,,mitK,_, und K,,, mitK,, , 
mindestens einen gemeinsamen Punkt haben. Auf diese Weise fahren wir 
schrittweise mit den ¢, und weiteren Unterteilungen der im vorhergehenden 
Schritt konstruierten Kontinua fort. Wir teilen nun das Intervall [0 1] in n 


gleich groBe Teilintervalle 

(I’) ee, eee 3 

und ordnen den i, die K, von (I) mit gleichen v zu. Analog durch entsprechende 
Unterteilung der #, in Teilintervalle i, , und Zuordnung auf die K,,, verfahren 
wir beim zweiten Schritt. So fahren wir schrittweise bei allen «, fort. Die 
Durchmesser der zu ¢, konstruierten Teilkontinua sind = 2¢,. Andererseits 
hat jedes solche Teilkontinuum einen positiven Durchmesser mit Ausnahme 
des trivialen Falles, daB8 es nur aus einem Punkt und damit auch K nur aus 
einem Punkt besteht. Es folgt somit, da8 mit ¢,-—»0 jedes der Teilkontinua 
immer wieder einmal eine Unterteilung erfahrt. Damit wird auch jedes Teil- 
intervall von [0 1] mit ¢,—e0 immer wieder unterteilt; d. h. jeder Punkt von 
[0 1] la8t sich durch eine Intervallschachtelung der schrittweise konstruierten 
Unterteilungen von [0 1] festlegen. Einer Intervallschachtelung in [0 1] ent- 
spticht auf K eine Folge von Teilkontinua, die nach einem festen Punkt von 


6) Durch diesen SchluB vereinfacht sich hier durch die vorausgesetzte Differenzier- 
barkeit der Satz von Mazurkiewicz und Hahn wesentlich. Die tibrigen Schliisse schlieBen 
sich eng an den bekannten Beweis an [vgl. FuBnote *)). 
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K konvergieren, da jedes Kontinuum der Folge ein Teilkontinuum des in der 
Folge vorhergehenden Kontinuums ist und die Durchmesser der Kontinua 
der Folge nach Null konvergieren. Somit entspricht jedem Punkt von [0 1} 
auf diese Weise eindeutig’) ein Punkt von K, und umgekehrt entspricht dabei 
auch jedem Punkt von K mindestens ein Punkt aus [01], da jeder Punkt 
von K zu jedem ¢, von mindestens einem der Teilkontinua iiberdeckt wird. 
Hiermit haben wir eine eindeutige Zuordnung der Punkte einer Strecke [0 1] 
auf K. Diese Zuordnung ist stetig. Denn ein gegebener Punkt aus [0 1] liegt 
bei jedem ¢, in einem Teilintervall oder ist gemeinsamer Punkt von zwei Teil- 
intervallen von [01]. Die Bilder der Punkte dieses einen oder dieser beiden 
Teilintervalle auf K liegen in einer oder in zwei ¢,-Umgebungen, die nach Kon- 
struktion einen Punkt gemeinsam haben, und «, ist bei geniigend groBem » 
kleiner als jede vorgegebene Zah] > 0. Also ist K das eindeutige, stetige Bild 
einer Strecke, d.h. K ist eine stetige Kurve, w. z. b. w. 

Der Bewvis des in § i angegebenen Satzes 2 bietet nun keine Schwierigkeit 
mehr. Es sei also K ein Kontinuum, das jetzt nicht notwendig beschrankt zu 
sein braucht, und p ein Punkt von K. Nach Voraussetzung des Satzes 2 nehmen 
wir an, daB es eine feste e-Umgebung von p gibt, in der X in jedem seiner 
Punkte differenzierbar ist. Wie wir beim Beweis des Satzes 1 zeigten, gibt es 
ein Teilkontinuum K, von K, das genau aus allen denjenigen Punkten von K 
besteht, die sich mit p mit beliebig feinen Ketten von K verbinden lassen, ohne 
die e-Umgebung des p zu verlassen: Mit K ist auch K, differenzierbar, also 
nach Satz 1 eine stetige Kurve, die, da K nach dem Hilfssatz in p im Kleinen 
zusammenhangend ist, alle Punkte von K aus einer d6-Umgebung von p enthilt. 
Damit, ist auch der Satz 2 bewiesen. 

Wie in der Einleitung erwahnt, schlieBen wir mit einem Beispiel eines 
beschrankten Kontinuums, das in einem Punkte differenzierbar, dort aber nicht 
im Kleinen zusammenhangend ist. Wir denken uns dazu in der Ebene Polar- 
koordinaten r, g gegeben und betrachten zunachst-eine unendliche Folge von 
Streckenpaaren, die wir mit S,, S,;, ..., S,, ... bezeichnen wollen (Fig. 3) 
und folgende Koordinaten haben: 


(S;) g=2 und =F 57S, 
ferner 
(Sz) 9=5 und y= 4, isrsi, 


7) Nach jedem Teilpunkt von [0 1] konvergieren zwar zwei verschiedene, in be- 
stimmtem Sinne benachbarte Intervallschachtelungen, deren Bilder aber auf K ebenfalls 
zum selben Punkt konvergieren, da nach Konstruktion die Bilder benachbarter Inter- 
valle nicht punktfremd sind. 
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und allgemein 

(S,) g=z wd p=, FSP. 

Weiter betrachten wir Kreisbégen, die wir mit B,, B,,..., B,, . . . bezeichnen 








Fig. 3. 


und die die beiden Strecken jeweils eines Streckenpaares S, verbinden, und 
zwar sei: 





1 
(B,) 7 Te 5 S982, 
ferner 

1 n n 
(Bz) ea %, 7s ?s 3 
allgemein 

1 n x 
(B,) "=F tn = 9 ST_T 


Wir nehmen dann noch Kreisbégen hinzu, die mit B,, By, ..., BL, ... be 
zeichnet seien und die das erste Streckenpaar S, mit S, und allgemein S, mit 
S,..1 verbinden, und zwar sei: 


' 7 a 
(B;) r=1, a oe 
, nm a 
(Ba) r=1, 5 =P?SF: 
, n n 
(B,) r=1, adi = % 2%;,° 


Es sei noch S die Strecke g = 0,0 Sr <1. Dann ist die Punktmenge 
K=8+ 28,4 5B. + EB, 
n=1 n=l a=1 


ein Kontinuum. Denn erstens ist K abgeschlossen, und zweitens sind je zwei 
Punkte von K durch beliebig feine Ketten verbindbar. Also ist K nach Ib 
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des § 1 ein Kontinuum. £ ist nun im Nullpunkt r = 0 differenzierbar. Denn 


in der 35 Umgebung des Nullpunktes wird K nach Konstruktion von dem 
SektorO0Srs 35 <ge<+ ss iiberdeckt, und der Offnungs- 
nx 


——y wird mit » beliebig klein. K ist aber im Nullpunkt nicht im Kleinen 


zusammenhingend. Denn legen wir als e-Umgebung des Nullpunktes die 
Kreisscheibe mit dem Radius } fest, so fiihren bei geniigend groBem » alle 
,Zacken“ S, + B, von K von dem AuBeren der e-Umgebung in eine 6-Um- 
gebung des Nullpunktes, wie klein auch das 6 vorgegeben sein mag. Wollen 
wir also die in der 6-Umgebung liegenden Punkte eines solchen Zacken mit 
dem Nullpunkt mit immer feineren Ketten von K verbinden, so miissen wir 
einmal bei Verfeinerung der Ketten die e-Umgebung verlassen, da in der an- 
gegebenen e-Umgebung jeder liegende Zacken von den iibrigen einen positiven 
Minimalabstand hat. Mithin gibt es keine 6-Umgebung, deren Punkte von K 
sich simtlich mit dem Nullpunkt durch beliebig feine Ketten innerhalb der 
e-Umgebung verbinden lassen. D. h. K ist im Nullpunkt nicht im Kleinen zu- 
sammenhingend. — Es gilt nun allgemein, da8 ein Kontinuum X in einem 
Punkt p im Kleinen zusammenhingend ist, wenn es eine nur aus Punkten von K 
bestehende stetige Kurve gibt, die alle Punkte von K aus einer Umgebung 
von penthalt. Denn anderenfalls gibe es in einer e- Umgebung von p eine nach p 
konvergierende Punktfolge 7, von K derart, daB sich kein g, mit p durch ein 
Teilkontinuum von K innerhalb der ¢-Umgebung verbinden lieBe. Von einem » 
ab liegen die 7, auf der Kurve, da die Kurve alle Punkte von K aus einer Um- 
gebung von p enthiilt und die g, nach p konvergieren. Jedem q, entspricht 
dann auf der Strecke, deren Bild die Kurve ist, mindestens ein g,. Die 9, 
haben einen Hiufungspunkt p, dem wegen der Stetigkeit auf K der Punkt p 
entspricht. Den Strecken jp 7, entsprechen auf K stetige Kurvenstiicke, die 
wegen der Stetigkeit fir geniigend groBe » innerhalb der festen e-Umgebung 
von p liegen im Widerspruch dazu, daB p mit den g, nicht durch ein Teil- 
kontinuum in der e-Umgebung verbindbar sein sollte. Also ist K in p im Kleinen 
zusammenhangend, wie behauptet wurde. In dem Beispiel ist aber das Kon- 
tinuum K in r = 0 nicht im Kleinen zusammenhiangend. Also ist dieses A 
weder eine stetige Kurve, noch gibt es eine nur aus Punkten von K bestehende 
stetige Kurve, die alle Punkte von A aus einer Umgebung des Nullpunktes r = 0 
enthilt. 





winkel 





(Eingegangen am 16.7. 1940.) 




















Das Verschwinden der Klammersymbole in der Theorie 
der linearen partiellen Differentialgleichungssysteme. 


Von 


Oskar Perron in Minchen. 





§ 1. 
Ziel der Arbeit. 


In dieser Arbeit sind alle Variablen und Funktionen reell; alle Bereiche 
sind offene Mengen des jeweils angegebenen Raumes. 

In der Theorie der Systeme linearer partieller Differentialgleichungen hat 
man es immer als einen Schénheitsfehler angesehen, daB man-das Verschwinden 
der Kl.mmersymbole nicht beweisen konnte, ohne die Existenz (und Stetig- 
keit) der zweiten partieilen Ableitungen vorauszusetzen; diese Ableitungen 
heben sich im Laufe der Rechnung heraus und kommen im Resultat nicht 
mehr vor. Hiernach konnte es zunachst zweifelhaft sein; ob, wenn die zweiten 
Ableitungen nicht existieren, das Verschwinden der Klammersymbole iiber- 
haupt ausnahmslos zutrifft. Nun hat vor einiger Zeit Herr Erhard Schmidt 
tatsichlich einen Beweis gegeben, bei dem die Existenz der zweiten Ableitungen 
nicht vorausgesetzt wird!); die Sache ist also heute nicht mehr zweifelhaft. 
Der Schmidtsche Beweis ist sehr kunstvoll, aber doch insofern nicht ganz 
befriedigend, als er allerhand Dinge benutzt, die dem Problem recht fern zu 
liegen scheinen, vor allem eine Art von Greenschem Integralsatz im n-dimen- 
sionalen Raum, der bei den gegebenen Voraussetzungen einen besonders vor- 
sichtigen vom Normalen abweichenden Beweis erfordert. 

Andererseits hat Herr W.-L. Chow kiirzlich das Integrationsproblem 
behandelt, ohne die Klammersymbole zu benutzen®). Statt des in den 
Klammersymbolen steckenden infinitesimalen Prozesses benutzt er vielmehr 
einen finiten ProzeB und gelangt so zu Ausdriicken, die fiir das Integrations- 
problem dasselbe leisten wie die Klammersymbole. Es liegt daher nahe, da8 
man versucht, von den Chowschen Ausdriicken aus durch einen nachtraglichen 
Differentiationsproze8 zu den Klainmersymbolen zu gelangen und ihr Ver- 
schwinden zu beweisen. Das ist in der Tat méglich und soll im folgenden 


') Erhard Schmidt, Bemerkung zum Fundamentalsatz der Theorie der Systeme 
linearer partieller Differentialgleichungen I. Ordnung. Monatshefte f. Math. u. Phys. 48 
(1939), S. 426—432. 

2) W.-L. Chow, Uber Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Math. Annalen 117 (1939), S. 98—105. 
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geschehen. Dabei werden wir aber von der Chowschen Arbeit nichts voraus- 
setzen, sondern alles ab ovo entwickeln und nur solche Dinge als bekannt an- 
nehmen, die mit dem Integrationsproblem unmittelbar zusammenhangen und 
jedem, der die Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung jemals sauber behandelt hat, véllig geliufig sind. 

Der von Herrn Schmidt a. a: O. bewiesene und jetzt erneut zu beweisende 
Satz lautet: 

Satz. Die 2n + 1 Funktionen ®) 


f (x, 2), 
P* (zi, 2") (»=1,..., n), 
Q’ (21, 2") (» =1,..., ») 


mégen in einem Bereich B, des (x*, x")-Raumes stetig sein und stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung nach allen Argumenten haben: 





7] 

vt _ he (z', 2), 
@P’ 
— P,, (z}, 2"), 


SL = Qi (23, 2". 


Ferner sei 

(P) Pj= E Pr}, =0, 

@) Qf= = Ot, =0. 
a=l 


Unter diesen Voraussetzungen ist das Klammersymbol 


@P—PQf= FF OP:-PO|, 
ebenfalls gleich 0. 


§ 2. 
Die vorausgesetzten Vorkenntnisse. 
Als bekannt werden die folgenden Tatsachen angesehen: 
A. Aus der Differentialrechnung: 
Hat die Funktion /(z', z") in einem Bereich B, des (z', z")-Raumes 
stetige partielle Ableitungen nach den z* 


af 
je fee =) (4 = 1,...,”), 
%) Es handelt sich um Funktionen von n Variablen z', ..., x”. Lediglich, um 
spaiter bei den ziemlich langen Formeln Platz zu sparen, schreiben wir durchweg 
f(z", 2”) statt f(t, ..., 2”). 
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sind ferner die Funktionen g'(t), ..., g*(t) an einer Stelle ¢ nach ¢ 
differenzierbar und liegt das System ihrer Funktionswerte im Bereich B,, so 
ist auch die Funktion 

f(Y@, g*@) =F © 
an dieser Stelle nach ¢ differenzierbar, und zwar ist 


dF . dg" (t 

£76 p> te (*(0), 9 (9) $2. 
B. Aus der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen *): 
I. Sind die mn Funktionen 





P'(a, 2") (vy =1,..., n) 
sowie ihre partiellen Ableitungen 
oP’ , 
a" P, (2, z) (%~ = 1, oe n) 


in einem Bereich B, des (21, z")-Raumes stetig, so hat das Differential- 
gleichungssystem 


(1) oe = Pr(2, 2") — 
mit den Anfangsbedingungen 
(®).=9 = 2” (y= 1, ..., »), 


wo der Punkt (z!, 2") irgendwie .im Bereich B, vorgeschrieben ist, genau 
eine Lésung 


2” = g(t, 2, 2”) (y= 1, ..., ®), 
so daB also 
ag (¢, 2’, 2”) . 
(2) oe MSE) = Pr (p(t, 23, 2%), gh (t, 21 2%), 
(3) yp” (0, 2, 2") = 2” 
fir » = 1, . 2+, % ist. 


Il. Diese Funktionen 9’ (t, 2,2") sind stetig in einem gewissen Be- 
reich B, , ; des (t, 21, 2*)-Raumes und das System der Funktionswerte (¢!, ") 
liegt im Bereich B,. Der Bereich B, , ; enthalt jeden Punkt (0, 21, 2"), wobei 
(z>, 2") irgendein Punkt von B,, ist. 

Ill. Die Funktioren ¢’(t, z*,z") haben in B,,, partielle Ableitungen 
nach den 2: 

ag’(z',2") ‘ 
(4) ee $%, (t, 21, 2”) 


4) Man sehe etwa: E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Nr. 71, 
79, 87. Leipzig 1930; oder C. Carathéodory, Variati hnung und partielle Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung, § 13—19. Leipzig 1935. 
Mathematische Annalen. 117. 45 
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und wegen (3) ist dabei 
(5) ?;, (0, 2, 2") = 6, (Kronecker-Symbol). 
IV. Die Funktionen 9’, (t, z', 2") sind in B,,, ebenfalis stetig und 
geniigen den ,,Variationsgleichungen“: 
6) a ¢i, £ 2") © > Pi (p(t, 2}, 2), gy” (t, 24, 2*)) qh (t, 21, 2”). 
=1 


V. Ist (y', y") ein Punkt von B,, so hat das Gleichungssystem 
vt eA, a%)=—y' (» =1,..., ») 


fiir hinreichend kleines |¢| genau eine in B, liegende Auflésung nach 2’, . . ., z*, 
und zwar ist 


2’ = g’(— t, y', y*) (»=1,..., #). 


Das sieht man so ein: Da die unabhingige Variable ¢ auf der rechten Seite 
des Systems (1) nicht vorkommt, so ist 


2 = g(t —¢’, a, 2) (» = 1, ..., #) 
ebenfalls eine Lésung von (1), und zwar diejenige eindeutig bestimmte, die fiir 
t=t' die Werte 2’ = 2” annimmt, Setzt man daher 
(7) Vt’ —t,2a,%=y' (vy = 1, ..., %), 
so sagen diese Gleichungen aus, da8 diejenige Lisung von (1), welche fiir 


t=’ die Werte zx’ annimmt, fiir ¢ = ¢” die Werte y” hat. Entsprechend 
sagen die Gleichungen 


(8) p(t’ —t’",.¥,¥)=2’ (» =1,..., ») 
aus, daB diejenige Lésung von (1), welche fiir ¢ = ¢’ die Werte y’ annimmt, 
fiir t = ¢’ die Werte z” hat. Beide Aussagen sind aber identisch. Also sind die 
Gleichungen (7) gleichbedeutend mit (8). Fir ¢’ = 0, ¢” = t ist das die Be- 
hauptung. 
§ 3. 
Beweis des Satzes in § 1. 
Unter den Voraussetzungen des in § 1 formulierten Satzes betrachten 

wir das Differentialgleichungssystem 

d ’ 

a7 = Pile! 2) (» = 1,..., ) 
und bezeichnen seine Lésung wie in §2 mit 

9’ (t, 2, 2); 
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dann gelten fiir diese Funktionen gp” die Satze des § 2, BI bis V. Nun bilden 
wir, wenn / (z!, 2") die in dem Satz des § 1 vorkommende Funktion ist, die 


Funktion 

(9) f(y (t, a, 2), prt, a, 2*)) = F(t, o, 2"), 

die nach § 2, BIT in einem dort charakterisierten Bereich B, , , des (t, 1, 2*)- 
Raumes existiert. Wegen (3) ist speziell 

(10) F (0, 21, 2") = f (21, 2"). 


Die Funktion F (t, z', 2") ist nach ¢ differenzierbar, und zwar ist nach § 2, A 
und BI 


OF (t, z', 2") 


n , ; m 
ot = > fu (p*(t, x1, 2), p* (t, 2, an) So ee) 





ual 


= Dt (pet, 2, 2), g(t, 2, 2") P* (g(t, 2, 2%), g(t, 24, 2%)) 


a= 


= 0 (wegen Voraussetzung (P)). 


Daher ist F (t, z', 2") von ¢ unabhingig, also wegen (10) gleich f(z, 2"). 
Nach (9) besagt das, da8 die Funktion f/ im Bereich B,,, der folgenden 
Funktionalgleichung geniigt: 


(11) f (p(t, zi, 2"), p*(t, 21, 2*)) = f (2, 2"). 


Hieraus folgt durch Differentiation nach z* gemaB § 2, A und BIII 


n 
2 Lloret a, 2"), p(t, 21, 2)) p(t, x, 2") = f,(a, 2%). 
we => 
Wenn man diese Formel mit Q*(z!, x") multipliziert und dann nach x summiert, 


ergibt sich mit Riicksicht auf die Voraussetzung (Q): 


(12) z. Cf f(t, a, 2"), p(t, 2, z")) p(t, 2, 2") Q*(z}, 2") = 0. 
Hier andern wir nun die Bezeichnung, indem wir 
Pt, 7, m= y 
setzen. Nach § 2, B V ist dann 
v= ¢'(—t,y¥,y") 
zu setzen, so daB (12) iibergeht in 


(13) 2 Zh POG Hs 9) 2G v9") = 0, 


45* 
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wobei zur Abkiirzung 

(14) rt P(—Ly¥,y"), o(—t yy") = OE y', y”, 
(15) C(P(—tLy¥.¥"), P(—Ly¥y") = Mt yy") 


gesetzt worden ist. 

Soweit steht die Sache, wenn auch in etwas anderer Aufmachung, so 
doch dem Wesen nach bei Herrn Chow a.a.O. Die zu beweisende Formel 
entsteht nun, wie wir sehen werden, einfach aus der Formel (13), indem mar 
sie an der Stelle t = 0 nach ¢ differenziert. Diese Differentiation kann aber 
nicht auf die iibliche Weise vorgenommen werden, weil die Funktionen 
y, (t, 2, 2") zwar stetige partielle Ableitungen nach ihrem ersten Argument 
haben (nach § 2, BIV), im Igemeinen aber keine nach den anderen Argu- 
menten. Um trotzdem die Differentiation als méglich zu erkennen und durch- 
zufiihren, bemerken wir zunichst, daB auf die Funktion  allerdings die 
iibliche Differentiationsmethode (§ 2, A) anwendbar ist, und zwar erhalt man 


27 eee) Yea (p'(—t yw), o* (— ty) oF (— sr?) 


r=] 


was mit Riicksicht auf (2) gleich 
= Ze(w(- Ly 9), o%(—t ¥, 9) P'(p(—t v4, ¥%), o(—t 9, ¥”) 
ist. Speziell fiir ¢ = 0 folgt daraus mit Riicksicht auf (3) 


Nicht so mechanisch kann die Funktion ®* differenziert werden. Aus (14) 
folgt aber, wenn zur Abkiirzung 9” statt '(— t, y', y") geschrieben und die 
Beziehung ¢’(0, y', y*) = y’ (vgl. (3)) benutzt wird: 


2 (t, ¥', y*) — OF, ¥', ¥") = of, BB) — 920, ¥, ¥’). 
Nun ist nach (5) 
92 (0, y3, ¥") = 95(0, @, @")  (tidmilich beides = 6%), 
so da8 aus der vorigen Formel folgt: 
Ort, ¥, ¥") — O20, y', ¥") = galt, BH) — GEO, G, O")- 
Die rechte Seite ist aber nach dem Mittelwertsatz gleich 


(0< #<1), 


a9, 
Gel. gh g™ 
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wobei die partielle Ableitung nur nach dem ersten Argument zu nehmen ist 
ohne Riicksicht darauf, da8 auch die anderen Argumente g* noch von ¢ ab- 
hangen. Mit Riicksicht auf (6) ergibt sich daher 


oo (t, y’, y") = o* (0, y', y") 
t 


= EPH (Ot, FF) 9H PH) (OLB, P- 


La8t man jetzt ¢t gegen 0 wandern, so wandert g” = g’(— t, y', y") nach (3): 
gegen y’, und man erhilt 


©" (t, 1 ‘ 
(* cad =. so a Pi (gy (0, y', y"), y" (0, y* y")) rs (0, y', ¥") 





= D Piyt.y) a = Pry. 


i=l 


Das ergibt schlieBlich in Verbindung mit (16) die Formel 


a (O* (ty, y") @ (by, y")) 
[ ot - 





= Pry. ¥") 20, #9") — O20, #9") SOY) Pry") 


= Pry w Oly x) — 8 SO, 9) Py). 


Diese Ableitung an der Stelle ¢ = 0 existiert also. Man kann daher die 
Formel (13) an der Stelle ¢ = 0 nach ¢ differenzieren und erhilt: 


EZ LAV) PYM CY) — 8 FE, Pv. v1 = 0, 
oder also , 
EZ AGA Pe VIC) 
— EZ A MEG VIP 8) =0, 
oder schlieBlich, wenn man die Argumente y* unterdriickt: 
ZL (PQ - OP) 1, = 0. 


wsalrv= 


Das ist die zu beweisende Formel. 


(Eingegangen am 16. 7. 1940.) 








Zur Theorie der elliptischen Differentialgleichungen. I. 


Von 
G. Tautz in Breslau. 





Die elliptische Differentialgleichung 
a a a é 
Lu) = Fat Tpit ele Zs + blew) FZ +e(zy)u =f (ey) 
l48t sich bekanntlich, wenn man die Koeffizientenfunktionen a, b, c bloB als 
stetig voraussetzt, im allgemeinen nicht klassisch lésen. Hinreichend fiir die 
Lésbarkeit ist z. B. die Hélderstetigkeit von a, b,c. Aber auch in diesem Falle 
braucht moch nicht der adjungierte Ausdrick 


_ oe Pv G(av) a(bv) 
Me) = sat 3p- ds ~y +°° 





zu existieren, da fiir v (x) + 0 ss und 4 existieren miissen. 
Es liegt nun der Versuch nahe, die elliptische Differentialgleichung in 


ahnlicher Weise zu verallgemeinern wie die Poissonsche!). In der Gleichung 
(do = dzdy) 


4udw = — { ot ds =— ax| odw = — 22xu(w) 
(s die Kontur von w) 
kann man die Voraussetzung, daB die Massenverteilung yu () eine Dichte 0 
besitzt, fallen lassen und sie nur als absolut additive Mengenfunktion ansetzen. 
Nach Evans!) besitzt dann das logarithmische Potential fast iiberall erste 
Ableitungen und geniigt fiir fast alle glatten Kurven der Gleichung 


| fas = 221 (o). 


Verfahren wir mit der elliptischen Differentialgleichung in ahnlicher Weise, 
so kommen wir auf die Gleichung 


Ou ou Gu 


wo jetzt A (w), B (w), C (w), F (w) absolut additive Mengenfunktionen*) sind. 


1) Vgl. G.C. Evans, Amer. Journ. 51, 8. 1—18. 

*) N. Gunther (Sur les Intégrales de Stieltjes . . ., Travaux de l'Institut Stekloff 
1932, Cap. 9) hat eine etwas andere Verallgemeinerung gewisser Differentialgleichungen 
studiert, wo die gesuchte Funktion Mengenfunktion ist. 
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Der Gedanke, die Gleichung ZL (u) = { in integrierter Form zu unter- 
suchen, findet sich auch bei P. Gillis*); welcher die Gleichung 


(2) — | foae+ | (Fte+Ho+eu— jaw =o 

durch sukzessive Approximation fiir kleine Gebiete und hinreichend regulire 
Randfunktionen lést, unter der Voraussetzung, daB die Dichten a, b, c, /, die 
in unserem Falle nicht zu existieren brauchen, beschrankt und meBbar sind. 

Im folgenden wird eine Theorie der Gleichung (1) entwickelt fiir den Fall, 
daB die Koeffizientenfunktionen einer Bedingung geniigen, die der Hélder- 
stetigkeit von Punktfunktionen entspricht. 

Durch die Lésung der Gleichung (1) wird es erméglicht, zu jedem Operator 
J (w) im klassischen Sinne mit hélderstetigen Koeffizienten a, b; c einen ad- 
jungierten Operator in dem hier behandelten Sinne aufzustellen und die zu- 
gehérige Gleichung zu lésen (§ 3). 

Im erste. Teile behandeln wir im wesentlichen das Dirichletsche Problem 
fiir kleine und hinreichend regulire Gebiete und damit-zusammenhingende 
Fragen. 

Es wird zunachst das Dirichletsche Problem bei der homogenen Gleichung 
fiir den Kreis mit beschrinkter integrabler Randfunktion durch sukzessive 
Approximation gelést. Dann wird die inhomogene und die adjungierte Glei- 
chung behandelt und die Eindeutigkeit der Lésung im Kleinen bewiesen. Es 
folgt ein Satz iiber die Maximumseigenschaften der Lésungen, der fiir das 
Weitere von Wichtigkeit ist, und schlieBlich wird die Existenz der Greenschen 
Funktion fiir kleine Gebiete nachgewiesen. Im zweiten Teile wird das verall- 
gemeinerte Dirichletsche Problem in Angriff gnommen und nach der Methode 
von O. Perron gelést. Das Verhalten auf dem Rande wird unter Benutzung 
einer passenden Verallgemeinerung des Begriffs der Kapazitat untersucht. Das 
Hauptresultat ist der Satz, daB die fiir die Laplacesche Gleichung regularen 
Punkte mit den fiir Z(u) reguliren iibereinstimmen. In einer friiheren 
Arbeit*) habe ich nur die eine Halfte dieses Satzes bei einem viel spezielleren 
Gleichungstyp beweisen kénnen. 


§ 1. 
Fiinf Hilfssitze. 
Den ersten Hilfssatz geben wir ohne Beweis. Der Beweis des dritten ist 
sehr umstindlich und wird, um den Zusammenhang nicht zu zerreiBen, 


ebenso wie der Beweis des vierten und fiinften im SchluB8paragraphen wieder- 
gegeben. 


*) Acad. roy. Belg. Bull., 5. Sér., 22, S. 836. 


4) Regulére Randpunkte beim verallgemeinerten Dirichletechen Problem. Math. 
Zeitachr. 39. 
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Hilfssatz 1. Die Funktionen / (P) und g (P) seien im Kreise K stetig, 
_g(P) wicht notwendig beschrinkt. A (w) sei eine absolut additive Mengen- 
funktion. Existiert das Integral 


[ifl-isi¢4 
und setzt man | {dA = B(o), so gilt 
fgdB=([g-f-dA 
o’ a’ 


(die hier auftretenden Mengen sind immer als B-meBbar vorausgesetzt). 
Hilfssatz 2. A (m) sei absolut additiv in K und fiir jeden konzentrischen 
Kreis t um einen bestimmten Punkt P, vom Radius ¢ sei 


(3) \|4 (z)|| SC -r* (« > O) 


[||¥ (@)|| bedeutet die totale Schwankung der Funktion F (w)]. gy (P) sei 
eine B-meBbare Funktion, die in bezug auf P, der Bedingung geniigt 


|e(P)| SC, -1r-* (2 —B > 0). 
Dann ist 
(4) \fedA| < O,-re-#. 
Wir kénnen A (@) als positiv monoton und die Konstanten C und C, gleich 
der Einheit annehmen. Dann ist fiir einen’ Kreisring t,(e S ¢ Sr) um Po 
If ores < pres 


Da das Integral rechts jetzt als eed aufgefaBt werden kann, 
kénnen wir ringweise aufsummieren 


ft-PdA = lim E A(t). 
‘, i=1 


A (t) ist fiir konzentrische Kreise t eine monoton wachsende Funktion von ¢ 


A(rh=/H Se. 
Also 


fread = fe-eayey = r-Pfir)— e-P1e) +Bf-P-F ae 


S -PH(r) — «Pf (0) + |B 


Wegen a — 8 > 0 existiert der Limes ¢ — 0 und es ergibt sich somit die zu 
. beweisende Abschitzung 


feraa <(1 + Pl) wo—0. 
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Bemerkung. Formal gelangt man zu diesem Resultat, indem man in (3) 
auf beid@n Seiten zum Differential iibergeht mit eventueller VergréBerung 
der Konstanten 

||| < O*r*~*dr, 


In dieser Weise werden wir meistens den Satz benutzen. 
Im folgenden sei der Einfachheit halber K der Einheitskreis. Sei 
e+ty=2, &€+in=lC=—ee*, |C—z2z| =F. 
I (z, ¢) bedeute die Greensche Funktion der Laplaceschen Gleichung fiir K. 
Mit D{ werde im folgenden stets eine der Ableitungen 2, 5 mit D,f (z, t) 
eine Ableitung in bezug auf das Argument z bezeichnet. 
Definition. Die in dem ebenen Gebiet T definierte absolut additive 
Mengenfunktion F (w) geniigt daselbst einer Hélderbedingung mit dem Ex- 
ponenten « > 0, wenn es positive Zahlen ro und C gibt derart, daB fiir jeden 
Kreis t vom Radius r < 
(H) IF (x)|| < C-r't 
gilt. (F wird, soweit nétig, auferhalb T durch Null ersetzt.) 
Hilfssatz 3. F (wm) geniige in K einer Hélderbedingung mit dem Ex- 
ponenten « > 0. Dann gelten fiir die Integrale 


T(z, ¢) D, I'(2,¢) 
J, = ——_dF,, K = [22D ap, 
” rer . a) a—Ff ° 
(0sfs1) 


: F be s - Cl —|z|~-* (@ + B) 
(5) (2)|< (1 —|2))°, | ONS og, (a = f). 


Hilfssatz 4. Geniigt die Belegungsfunktion F (w) in T einer Hélder- 
bedingung mit dem Exponenten a, so existieren in jedem Punkte der Ebene 
die ersten Ableitungen des logarithmischen Potentials 


o(P) = [ie dap. 
T 
Sie sind hélderstetig vom Exponenten a, und zwar ist D,v = [D. lg 2 aF: 


die Beziehungen 


T 
Hilfssatz 5. F (w) sei hélderstetig im Quadrat T. Dann kann F (wm) 
durch absolut stetige Mengenfunktionen F,(w) mit stetiger Dichte p,(P) in 
folgender Weise schwach approximiert werden. 
PF(m,(P 
mr(P) = 7), Ao) = | on(P)de, 


| wy | 
w 
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w,(P) ist ein Kreis vom Radius 7 um P, |m,| der Inhalt -7on »,(P). F wird 
auBerhalb 7 gleich Null gesetzt. * Pir jede stetige Funktion f (P) gilt dann 


lim rman, = {f(P)aF. 
to T 


$2. 
Lésung des Dirichletschen Problems fiir kleine Gebiete. 
Wir gehen nun an die Lésung der homogenen Gleichung 


(i) Bake’ | Seae+ | (Sea4 + Zap +uac) - 
giiltig fiir alle Gebiete », die von einer stiickweise glatten einfachen Kurve 
berandet werden und in einem Gebiet 7 liegen. 

Die Funktionen A, B, C seien in T absolut additiv und geniigen dort 
einer Hélderbedingung mit dem Exponenten « > 0. 

Satz 1. Der Kreis K sei hinreichend klein, { (s) eine auf dem Rande S 
von K definierte beschrinkte L-integrable Funktion der Bogenlange s. Dann gibt 
es im Innern von K eine mit hélderstetigen ersten Ableitungen versehene Funktion 
u (x, y), welche (1,,) befriedagt, fast iiberall im Fatouschen Sinne gegen die Rand- 
werte { (s) strebt, wnd fiir welche das Verhilinis des Absolutbetrages zur wesent- 
lichen oberen Grenze von |f (s)| unter einer festen Schranke bleibt. Die ent- 
sprechende Aufgabe ist ebenfalls lésbar fiir jedes hinreichend kleine Gebiet end- 
lichen Zusammenhanges, das von endlich vielen analytischen Kurven berandet 
wird, falls die Randfunktion ewe hélderstetige Ableitung nach der Bogenlénge 
besitzt. Die Lésung ist bei Ergdnzung durch die Randwerte im abgeschlossenen 
Gebiet samt ihren ersten Ableitungen gleichfalls hélderstetig. 

Da L(u) offenbar ohne Verletzung der Voraussetzungen konforme 
Abbildung gestattet, gilt die Behauptung des ersten Teiles auch fiir einfach 
zusammenhangende Gebiete mit stetig gekriimmter Berandung. 

Die entsprechende Aufgabe fiir den Fall des klassischen Operators mit 
hélderstetigen Koeffizienten a, 6, c hat Lichtenstein’) behandelt. 

Nach dem Vorbild von Lichtenstein (1. c.) suchen wir die Lésung durch 
sukzessive Approximation zu bestimmen. Sei % (z, y) die durch das Poisson- 
sche Integral den Randwerten / (s) zugeordnete Potentialfunktion. 


P (2,6) =S'(P,Q) (P (z,y), Q(E, n)) 





5) Vgl. Sitzungsber. Berl. Math. Ges. 14 (1915), S. 130. Auch der in § 7 bewiesene 
Hilfssatz 3 stellt eine Verallgemeinerung ahnlicher Beziehungen dar, die Lichtenstein 
a. a. O. fiir Riemannsche Integrale hergeleitet hat. Allerdings muBte der Beweis in 
unserem Falle vdllig anders gefiihrt werden. 
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sei die zu K gehorige Greensche Funktion der Laplaceschen Gleichung. Dann 
setzen wir 


6) m= [PPO [F8a4@ + Sab @ + wdc] 
4 
und allgemein 








me = a (70. [Fe dd) + dB +u..d0@], 


K 


falls die Integrale existieren, und 


e=x= J 4u,, 


n=0 
falls die Reihe konvergiert. 


Nach Lichtenstein*) geniigen die ersten Ableitungen von tp einer Ab- 
schatzung 

-F 

(7) | Dolo, »)| < $ , 


no 





wo H nur vom Radius R des Kreises K abhingt und F eine obere Schranke 
fiir |f (s)|, also auch fiir || ist. 


Nun sind z. B. die Funktionen J’ (P,Q) os bzw. DI’ (P,Q) = fiir 


festes P im Innern von K stetig auBer fiirQ@ = P, woselbst sie wie lg - bzw. = 


unendlich werden. In der Umgebung des Randes aber bleiben sie wegen (7) 
und wegen des Verschwindens der Greenschen Funktion beschrinkt. Nach 
Hilfssatz 2 (man hat « durch « + 1 zu ersetzen) existiert also das Integral 
in (6) und geniigt einer Abschitzung 


| te | <H -F, 


wo H nur vom Kreisradivs und den Koeffizienten A (w), B (a), C (w) abhangt. 
Ebenso existiert das Integral 


(6a) gt | De PUP OEGPAA@) +d BO + dC@)]. 


K 


*) Vgl. Journ. f. reine und angew. Math. 141, S. 20—22 und die Arbeit des Verf. 
Jber. Deutsch. Math. Vereinig. 48, S. 182. Mittels Ahnlichkeitstransformation erkennt 
man iibrigens leicht, daB, wenn z. B. H die Konstante fiir den Einheitskreis ist, die 
Konstante fiir den Kreis vom Radius R den WertH, = H-R haben darf. Natiirlich 
hatte man gleich von vornherein auf den Einheitskreis transformieren kénnen, wobei 
sich die Koeffizienten A, B, C nur mit gewissen Faktoren multipliziert hatten. 
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Wir zeigen, daB es die Ableitungen von u, darstellt. P werde auf einen im 
Innern von K liegenden Kreis K, eingeschriankt. Nach Hilfssatz 2 und den 
friiheren Bemerkungen geniigt die Funktion 


Folw) = | (Gita + 2d B + wd) 


o 


in A, ebenfalls noch der Hélderbedingung 
\|Fo(t)|| < C-r'**. 

Es ist I’ (P,Q) = lg + + v, und » harmonisch in P und Q, da P auf K, ein- 
geschrinkt ist. 

[eae ist offenbar harmonisch in P und fie + dF, besitzt nach Hilfs- 

Ky, Ky 
satz 4 hdlderstetige erste Ableitungen [p lg + dF,. Mithin ist 

Ky 


Dp { P'(P.Q)4Fs(Q) = | De I'(P,Q)4Fo(Q) 
Ry Ry 


und {p pl dF, hélderstetig in K,. Sei jetzt X,, eine Folge von konzentrischen 
x, 
Kreisen 


K,—>K, K,);. 


U, = w +e Q) dF,(Q) ist offenbar auch harmonisch in jedem ganz im 
Ka— XK 


Innern von K ; liegenden abgeschlossenen Bereiche. Wegen Hilfssatz 1 ist 


j rar, = j r(2a4 + S*aB + ud0). 


En— Ky, Kn— Ky 


Infolge der gleichmaBigen Beschranktheit von re, r— os , Iu in der Um- 


gebung des Randes, konvergiert fiir n —> o f rar, po in K, und 
Ka— Ry 
ebenso j D,IdF,=D,U,. U = im U, und DU = lim DU, ist also 
Ka— Ky 
harmonisch im Innern von K,. Es ist also U +] I'dFy = 2xu,. Weiter- 
hin ‘ist 1 


Dp =p. DpU + [De dho=z Fy lin DpU nt 3h t | Del aFo= zt | Del'aFo. 
Ky Ki K 


Aus dem Beweise folgt auBerdem die Hélderstetigkeit von Du. 
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56 S 





Mittels Hilfssatz 3 ergibt sich,-daB die Funktion «, die Randwerte Null 


besitzt, wahrend die ersten Ableitungen von u; (0, gy) héchstens wie : 


unendlich werden. Genauer ist (R — e)'-* 
H-F 
——oeeeeeS (a < l) 
(7a) Duce) (R— 9)" 
<H-F-\\g|R—o0!|) («= 1), 


wo F wie in (7) die Schranke fiir |u| ist, wihrend die Konstante H nur von K 
und den totalen Variationen der Koeffizienten A, B, C abhangt. Dies ist 
leicht aus (6a) und (7) zu entnehmen. 

Wir haben jetzt fiir |w,| und | Du,| ahnliche Abschatzungen wie fiir | uo| 
und | Duo| erhalten. Die Schranke fiir | Du,| wird sogar schwicher unendlich 
gegen den Rand hin als die von | Dug|. Es lassen sich daher bei u, dieselben 
Schliisse anwenden wie bei %. +42 und Du, existieren also und es ist, wenn 


noch \( oni dd + 2*dB + udC) = Fy(o) gesetzt wird: 


o 


a = 3 | PUP.QAFO, 


kK 


Day = x | DI(P,Q)aF; Q), 
z 
|\u,|< A-F, 

H-F 
(BR — ef -** 
< H-F+\lg|R—o|| (« = }), 

lim ue(o, p) = 0. 

C—>R 


| Duz| < (a + 3) 


Dies la8t sich fortsetzen und wir gewinnen allgemein die folgende Abschatzung 
(nach eventueller VergréBerung von H): 


H.F ! 
|\u,| << H-P, ID |< Gj (« + =) 
1 
< H-P\lg|R—e|| («=+) 
lim um = 0. 
eo->R 


Die Ordnung des Unendlichwerdens am Rande bei den Ableitungen nimmt also 
dauernd ab, und fiir einen gewissen Index np) wird somit einmal die folgende 
Abschatzung erreicht 


u,.|< Hy-F, 
(8) Im] < Mo 


|Du,,| < Ho: F, 
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wo H nur vom Kreise und von den Funktionen A (w), B (w), C (w) abhiangt. 
Der weitere Schlu8 erfolgt in bekannter Weise. Setzen wir 


M =Max las| Pd@4i +l Bl+|2Op, ¢.(|Driqaal + eB] +fecp}, 





K K 
so kann man X so klein wihlen, dab 
M<1 
ausfallt. Sei nun 
Max (|u,|, |Du,|) = U,(m >); U,, = Ho F, 
so ergibt sich 


On41 Ss MU, s M* -*%+1 U,,,- 


7 U 
Aus der gleichmaBSigen Konvergenz von es U, <;-¥ folgt die gleichmaBige 
Konvergenz von = u, = uv und z Du, und damit die Gleichung 


(9) zr Du, = Du, 


n=0 
sowie die Hélderstetigkeit von Du. Wahlen wir die Konstante H, in (8), die 
nur von K und den Funktionen 4; B, C abhingt, so, daB sie fiir alle Un- 
gleichungen 











|u| < Ho, [Du| < fo¥ U,, = Ao 
gemeinsam gilt, so erhalten wi. fir H = oe 
|\U|s4-F, 
ie [Du| < #-*, 


wo H nur vom Kreise K und den Funktionen A, B, C (d. h. von ihren Total- 
schwankungen und dem Exponenten a) abhingt, wahrend F eine obere 
Schranke fiir die Randwerte / (s) von u ist; denn w erfiillt die Randbedingung 
in derselben Weise wie ti. 

Wir werden spiter (vg!. § 6) unter einer weiteren Voraussetzung eine 
schirfere Abschitzung fiir « aus dem Maximumprinzip bekommen. Wichtig 
ist insbesondere die zweite Ungleichung, welche zeigt, daB die ersten Ab- 
leitungen proportional mit dem Randmaximum der Funktion selbst klein 
werden. 

Mittels (9) folgt leicht fiir u die “hing ay 


(13) umm t ee (TiP.o[st 44+ 248+ ude], 
, 4 
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die mithin durch eine in K stetige mit hdlderstetigen ersten Ableitungen ver- 
sehene Funktion u gelést wird. 

Nun folgt aus den Arbeiten von G. C. Evans’) und dem Umstande, da8 
jede mit stetigen ersten Ableitungen versehene Lésung der fiir alle Kreislinien s 
eines einfach zusammenhangenden Gebietes 7 geltenden Gleichung 


J saae—9 


harmonisch ist, da8 die Integralgleichung 


| Hee = Geo», 
falls G (w) einer Hélderbedingung geniigt, immer in T eine Lésung besitzt 
und daB diese die Form hat 


u= w+ 9 [igtae (ut harmonisch in 7). 
T 


Ist nun J’, die Greensche Funktion der Laplaceschen Gleichung fiir das 
(hinreichend regulire) Gebiet 7 und setzen wir 


Ir => +0, 
80 ist offenbar 
J vo (P,Q) dG (Q) 


im Innern von 7' harmonisch. Unsere Lésung u von (1,) la8t sich also auf die 
gewiinschte Form bringen. 

Die Lésung von (1,,) geniigt also auch der Gleichung (1,), womit der erste 
Teil von Satz 1 bewiesen ist. 

Was den zweiten Teil der Behauptung anlangt, so erfolgt der Existenz- 
beweis genau so wie beim Beweis des ersten Teiles von S. 702 ab. Man hat 
nur an Stelle der Abschitzung (7) die bekannte Tatsache zu benutzen, da8 
die ersten Ableitungen der entsprechenden Potentialfunktion u) wegen der 
Voraussetzung des Satzes jetzt im abgeschlossenen Gebiet 7 hélderstetig sind. 
Damit fallen alle Schwierigkeiten mit dem Randverhalten der ersten Ab- 
leitungen fort, und der oben benutzte Index n, (S. 701) kann gleich 1 gesetzt 
werden. Die Hélderstetigkeit der ersten Ableitungen der Lésung im ab- 
geschlossenen Gebiet folgt aus der Giiltigkeit dieser Eigenschaft fiir up) und 
aus Hilfssatz 4. 


7) L..c. *); vgl. auch H. J. Binney, Transact. Amer. Math. Soc. 37, 8. 254—265. 
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§ 3. 
Die inhomogene und die adjungierte Gleichung. 


Die inhomogene Gleichung brauchen wir nur fiir den Fall verschwindender 
Randwerte zu lésen. Sei also 


L (u) = F (@). 
F (wm) geniige einer Hélderbedingung mit dem Exponenten @ > 0. Wir 
setzen jetzt 


na 
A 


ly = 52 [r(?,Q4F@. 
Wie vorhin bemerkt, ist up eine Lésung der Gleichung 
Ou 


Aus Hilfssatz 3 (statt « ist 8, statt @ Null einzusetzen) folgt, daB jetzt die 
ersten Ableitungen von t, sogar beschrinkt sind, so daB sich die sukzessive 
Approximation noch glatter erledigt. 

Nun wenden wir uns der Aufgabe zu, zu dem Operator (1) einen adjun- 
gierten aufzustellen, fiir den Fall, daB die Funktionen A (w), B (a) hélder- 
stetige Dichten a(P), 6(P) besitzen. Es sei also 


A(w) = |a(P)dw, B(w) = \6(P)dw, |a(P) — a(P,) la 

J J | ek <C-P Pj. 

|6(P) — 6(Po)| 

Nach Gunther ®) existieren wegen der Stetigkeit von a und b die ersten Ab- 
leitungen von A (w), B (w@) und es gilt bei Benutzung der inneren Normalen 
der verallgemeinerte GauSsche Satz 
8 Bim) 
oFle) [o(P)ae. 


Ist m ein Kreis vom Radius g mit dem Mitteipunkt Po, so ist z. B. 


OA(w) 
> on [a(P)dy, 


see) | (a(P) “a(Po)) dy + a(Po) j dy. 


a a 





8) Vgl. 1. c. *), S. 360‘f. Do.. werden Ableitungen von Bereichfunktionen in einer 
bestimmten Richtung definiert; diese erhalt man, indem man die Bereichfunktion in 
der Weise zu einer Punktfunktion macht, da8 man nur ihre Werte fir alle Bereiche w, 
ins Auge faBt, die aus einem festen Bereich w durch Translation hervorgehen. 
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Das zweite Integral rechts ist Null. Fiir das erste und damit fiir Sate 
ergibt sich also die Abschatzung 


22 
Ise s | \a(P)— a(Po)lede < 22C-p' te, 
0 








Entsprechendes gilt fiir B (w). 
Definieren wir nun einen adjungierten Operator durch 


M(v) = — J 354+— gy Joade— 35 Jobdo+}oac 
=\(§ (3. — va) )dy— \( (5, — °) Jas+ [vac 


* 


so gilt die folgende Greensche aca fiir Bereiche mit stiickweise glatten 
Randern 
(vd L(u) — ud M (v)) = — | [vs = ust + uv(acos(nz) + beos (ny))|ds. 


Wir beweisen sie zunachst fiir den Fall a = 6 = 0 und setzen (Bezeichnung 
wie in Hilfssatz 5) 


A. | udo = U,(P), + | wdw = Val Ph 
lo Jol | 
iP om, 
aU l Ou 
dann ist z. B. .* eS | 5, tw und es gilt 
we (P) 


r ny, 2Ue du OV, ae 
U, u Ve %, “On Oa’ Ox Oa’ 


{(V. 40,~ Gc dVide = « (7.2 ~0,221)ds — —\(esz—u5z)ae 


o * s 


Nun folgt wie beim Beweise von Hilfssatz 5 (vgl. § 7), daB die totalen Varia- 
tionen {| 4U,\dw, {| AV,|dw beschrinkt bleiben. Also ist 
T T 








fF, —v) 40, do| < eM. 


Andererseits ergibt der genannte Hilfssatz 
lim [vAU, dw = fvdL(u), 
‘—> . w uw 


mithin ist auch 
lim fv.d U,do = fd Lin), 


k—> & Wy w 
woraus fiir a = b = 0 die Behauptung folgt. 
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Nun ist noch zu zeigen, da8, wenn z. B. 


[rady = = , {vedo = F(w) 


gesetzt wird, 


{ (vo adw “pF ud F(w)) = [uvady 
ist. F (w) ist eine hélderstetige Mengenfunktion. Gema8 Hilfssatz 5 approxi- 
mieren wir sie schwach durch Funktionen 
j FP («, (P)) ies 


Joy l = F,(@). 


o 


Sei av = c. Fiir beliebiges festes y setzen wir 
f F (wz (P)) 





Toni 22 + © (209) = Cn (% 9). 


also 
F,(@) = j ot de, 


o 
Dann ist 
a 


ox(2,y) = = fae | comp #2 + ¢(2, y) 


Zo —z 


cos p dp | o(2 + k-1008 9 y+k-'sing) dz +c (%,y) 


li 
ale 
rola ent) 


z+k-leos@ zo + k-leos¢e 
z {cos pap j e(z, y+k-'sin p)dz — foray sk 'sing)dz| 


z—k-leos Zo— k-l cosy 


a + ¢(20,y) 
= ¢(£,,%) — ¢(fo,2,%x) + ¢(Zo,y), 


wobei der Abstand der Mittelwerte £,, ., > ,, Mx Von Z, y, Zo, y den Wert + 


nicht iiberschreitet. Es strebt also c,(z, y) gleichmaBig mit + gegen c (z, y). 
Unter Benutzung von Hilfssatz 1 folgt 
\ (Stedw +udFy(o)) = 2 (Ste + u Ses) dw = | wedy. 


Aus der gleichmaSigen Konvergenz von c, gegen c = av und der schwachen 
Konvergenz von F,(w) gegen F (w) folgt dann schlieBlich die Behauptung. 














—_—__—_.. 5. 
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§ 4. 


Eindeutigkeit der Lésung. 
Definition. Eine Lésung von (1,) heift in einem Gebiete (offenes Kow- 
tinuum) reguldir, wenn sie daselbst stetige erste Ableitungen besitzt. 
Satz 2. Fiir jeden hinreichend kleinen Kreis gibt es nur eine beschrinkte 


und im Innern regulire Lésung, die fast tiberall gegen vorgeschriebene beschrinkte 
summable Randwerte strebt. 


Wir beweisen Satz 2 zuerst unter der Annahme, daB die ersten Ableitungen 
von & im abgeschlossenen Kreise stetig sind. 

Am Ende des vorigen Paragraphen sahen wir, daB jede mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Lésung von (1;,) auch (1,) geniigt, und um- 
gekehrt folgt aus den dort herangezogenen Sitzen, da8 eine regulire Lésung 
von (1,) auch (1,) befriedigt. 

(1,) und (1,) sind also gleichwertig. 

Die Differenz v zweier in K regularer Lésungen von (1,) mit gleichen 
stetigen Randwerten geniigt also der Gleichung 


»(P) = [r[5ze4 +$*4B+vd0] = yy | Par. 
x K 
Dann ist 
F(a) = | (S044 + $2aB + vd0) 


= a4@ | 3 57 @RaR(R) + (aB@| £570 Rar R) + 
7) K w K 
+ | ac@ | 72? arc) 
o K 
a \ H(R;w)d F(R), 
) 


— ar (Q, R) aT (Q, R) 

H(Ria) =X | PS aa +27 P- Ba BQ) +r, RAC) 
Man iiberzeugt sich leicht, daB die Vertauschung gestattet ist, weil wegen der 
Stetigkeit der ersten Ableitungen Dv die Funktion F (w) in K der gleichen 
Holderbedingung geniigt wie A, B und C. F (w) befriedigt also die Stieltjes- 
integralgleichung 
(10) F() = | H(R;@) dF (R). 

k 


46* 
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H (R; w) ist bei beliebigem, aber festem w offenbar stetig in R. Fiirw = K 
folgt dies aus Hilfssatz 3, wenn man dort 6 = 0 setzt. Bei festem FR ist H 
im abgeschlossenen Kreise absolut additiv und geniigt sogar gleichmaBig 
beziiglich R einer Hélderbedingung mit dem Exponenten a. Dies folgt leicht 
aus Hilfssatz 2, wenn man beriicksichtigt, daB die ersten Ableitungen der 
Greenschen Funktion einer Abschatzung 


prs = 
geniigen. Multiplizieren wir (10) mit H (P; w,) und integrieren, so erhalten wir 
[ H(P;01)4F (wp) = { H (P;0,)dp| H (R; ap) dF (R). 
k k 7 


Nach dem iiber H (P; w) Gesagten kénnen wir rechts die Integrationen ver- 
tauschen und erhalten 


F (oy) = [ H(P30,)dF (P) = | H.(R; a) F (R), 
(11) P . 
H,(R;a,) = | A (P; )¢d H(R; wp). 
A 


Nun wahlen wir K so klein, dab 


| dz | 


1 f spor} ar 
a3 | (|5s dA +|5 | \¢Bi+ Fac) 
: 


1f2 
S 5; | > [dA] +d Bl + acy <q<) 
K 
wird, was nach Hilfssatz 2 ja méglich ist; dann ist 
|| | 


K 


Durch weitere Iteration folgt 
F(w) = { H,(R;«) ad F(R), 
k 


|H, (R; w)| < q", 
|F(w)| < fa F | -9", 
2 


F (w) = 0. 


Vainit ist der spezielle Fall erledigt. AuBerdem ergibt sich nebenbei folgendes 
Resultat fiir die Lésung von (1,): 
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Damit 
(12) u = % + [P(P,Q)du(Q) 
K 


eine Lésung vor (1,,) ist, ist notwendig und hinreichend, daB pu (w) der Stieltjes- 
integralgleichung 


(1s) wo) = | H@:a)an(Q)+ | (Goad + MaB + wd) 


K w 


geniigt und im Innern von K absolut additiv ist. 

DaB dies hinreicht, ergibt sich sofort daraus, daB aus (1;) die (allerdings 
nicht gleichmaBige) Hélderstetigkeit der ersten Ableitungen von w folgt. 

(1,) tst also ebenfalls gleichwertig mit (1,). 

Nun der allgemeine Satz 2. sei eine beschrinkte Lésung, die fast iiberall 
beschrankte integrable Randwerte f(s) im Fatouschen Sinne annimmt un! 
im Innern von K stetige erste Ableitungen besitzt. Indem wir von u die 
in § 2 konstruierte Lésung abziehen, kénnen wir f(s) = 0 annehmen. 

K,, sei eine Folge von Kreisen, die konzentrisch gegen K streben. In XK, 
kénnen wir nach Satz 1 und dem eben bewiesenen speziellen Eindeutigkeits- 
satze schreiben 

w= ul? + 5 ul? 
k=l * 
wo u,” die zu den Randwerten u auf K,, gehérige Potentialfunktion ist. Diese 
strebt wegen der Beschr#nktheit von u mit u gegen Null, und zwar, wie man 
leicht unter Benutzung des Poissonschen Integrals erkennt, gleichmaBig in 
jedem abgeschlossenen Teilbereich K* von K. Auch die ersten Ableitungen 
von u\” konvergieren dann in K* gleichmaBig gegen Null. 

Sei AK* etwa ein Kreis vom Radius R* < R. Wir wihlen zunichst 

R — R* so klein, daB das Integral 


1 au” au™ (n) 
pS | r[yr aa + aR + whrac] 


Kn-— K* 





fiir alle » absolut kleiner als > bleibt. Dies ist méglich, weil u{” unter einer 


festen Schranke F bleibt, und daher fiir alle n die Abschatzung (7) mit festem H 
und F gilt [vgl. auch FuBnote *)]. Jetzt waihlen wir » so groB, daB wegen der 
gleichmaBigen Konvergenz von t) und Du in K* 


1 aus” au? (n) 
a | P(e eat aw + wrac] 


Ke 
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absolut kleiner als z ist. Also gilt 
|v; | < & 


Genau so kénnen wir zeigen, indem wir R — R* eventuell noch verkleinern 
und den Punkt P auf einen festen Kreis K** beschranken, daB auch 


Du,(P)<«e (PeK**) 


ist. Damit ist fiir uv dasselbe gezeigt wie fiir uf’, nimlich da u\"’ mit seinen 
ersten Ableitungen in jedem festen Kreise K** gleichmaBig gegen Null strebt. 
Das gleiche gilt ebenso von den weiteren Funktionen uj”, uf”, .... ko sei jetzt 
wieder der Index, von welchem ab die ersten Ableitungen beschrinkt bleiben. 
Dann 1a8t sich fiir die Funktion u{”, , und ihre ersten Ableitungen die Be- 


ziehung 


(») 
|e, + al, | se 


| D uf”, 1 | 
fiir den ganzen Kreis K beweisen. Sei dann wie friiher 


U, — Max (| tx], | Du,|), 
so gilt jetzt 
U, < Mt—*—1 Uy, 41< Mt—t—-1-¢, 


oo 
é 


O.< iH 
k=kyo+t 


fiir beliebiges «. Da die Funktion u aber fest i.‘ <o ist dies nur méglich. wenn 
=0 
ist, was zu beweisen war. 

Durch eine kleine Abanderung der vorstehenden Ausfiihrungen erhalt 
man leicht den folgenden Konvergenzsatz: 

Satz 3. Konvergieren die gleichmdpig beschriinkten und summablen 
Funktionen {,,(s) auf dem Rande von K fast tiberall gegen die Funktion f (s), so 
konvergieren die zugehérigen requliren Lésungen u, gegen die reguldre Lisung u 
liir die Randwerte { (s), und zwai gleichmaBig in jedem abgeschlossenen Teil- 
bereiche von K. 


§ 5. 
Die (ireenseche Funktion. 


Wir konstruieren zunichst eine Grundlésung im Kreise, mittels deren 
man auf Grund von Satz 1 fiir die dort definierten Gebiete leicht die Greensche 
Funktion aufstellen kann. 
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Setzen wir 
to (P, Po) = gr, (r = PoP). 
P, sei ein fester Punkt im Innern von XK. 
Wir versuchen mit tt) als Ausgangsfunktion die sukzessive Approximation 
durchzufiihten. Duo wird in Py wie + unendlich. Nach Hilfssatz 2 geniigt 


die absolut additive Mengenfunktion coe = @®(m) fiir Kreise t um 


den Punkt Py der Bedingung 
@(t) < C- o%. 


Es ist !eicht zu sehen, daB diese Bedingung mit passendem festen C fiir jeden 
beliebigen Kreis in X erfiillt ist. 


Sei P + Py, PP, = d, t, der Kreis vom Radius 9 um P. Ist zunichst 


d 
es 
so ist 


dA} 1 2 - 
J! ts Max + | \\d.\| S qlee = FC S 0-o. 
Tp 


Ist ¢ > 4, so sei x der Kreis vom Radius d + 9 um Py 


juss < isl s C(d + e)* < C -3¢- o*. 


rT r 
Tp t 


Die Behauptung gilt also unter Benutzung der Konstanten 
C -3¢. 


Nun kénnen wir mit passendem C die Greensche Funktion von 4 fiir den 
Kreis abschitzen durch 


I (P,Q) < Cr-® (r = PQ) 
B <a. 
Anwendung von Hilfssatz 2 auf einen Kreis t um P ergibt 


[ 7(P.Q) dG Q)| < Cr-e*-?. 


Daraus ist leicht zu erkennen, daB { I'(P, Q) d@ (Q) und damit die Funktion u, 
an 


der sukzessiven Approximation in K stetig ist. 
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Um die ersten Ableitungen von “1 in der Umgebung von Py rece 
geniigt es, indem wir |DI'| durch > =, (r = PQ),|Duo| durch =, Lr’ = P,Q) 
ersetzen, als Muster das folgende Integral ®) zu behanceln 


(sai 0<y,8s1. 


Y,' 


Sei wieder PP, = d; t’, t’’ seien Kreise vom Radius ed um P bzw. Po. Int’ 


ist r’ => +: Es ergibt sich leicht unter Benutzung ven Hilfssatz 2 


berg < C .det+1-W7+9 
ety @ = 


und ebenso 





(Wen = C.d«+1-(r+9, 


Legen wir den Pol der Polarkoordinaten etwa nach P. Dann folgt, wegen 
5 <== <= 3 in K —1t —1” 


rr’ = 


a 
a dr < C*.deti—+9, 
re +9 





\| ad A || 
7 SC 

{ rir 
K—v—v’ 


te] Se 


wo R irgendeine hinreichend groBe Zahl ist. Insgesamt also 


Pa All — 


= Catia +9) 
; ets "= 
Kx cee 
|Du| S a- 


wo C** von der Lage von P und P, unabhangig ist. Fiir | Du,| erhailt man 


ahnlich 


Cc 
|Dus| S aoa: 


Nach endlich vielen Schritten fallt Du, wieder endlich aus, und man beweist 


wie friiher, daB 


*) Ahnliche Abschatzungen, jedoch fiir gewdhnliche Integrale, finden sich bei 
U. Dini, Acta Math. 25. 


‘In 
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a — 


konvergiert und differenzierbar ist. Da u die Differentialgleichung beziiglich P 
fiir P + P, befriedigt, beweist man wie am Ende von § 2. Dabei ist u — lg + 
stetig in K, 


(13a) |u—le>| <M, 
wahrend die Ableitungen dieser Funktion offenbar der Abschitzung 


(13) |D(u—Ig+)| < 





r'-« 


geniigen. Die Konstanten M und N sind unabhangig von der Lage der Punkte P 
und Py wahlbar. 

Ist T ein Gebiet in K, fiir welches nach Satz 1 die Randwertaufgabe 
lésbar ist, so addieren wir zu u die in 7 regulére Lésung v mit den Werten 
von — « auf dem Rande von 7 und erhalten so eine Greensche Funktion 
G (P,Q) fiir T. 

Schranken wir den Pol @Q der Greenschen Funktion ein auf einen Bereich 2, 
der vom Rande von 7 den positiven Mindestabstand d besitzt, so ist, wenn P 
den Rand von TJ durchlauft, 


1 1 


Wegen (13) folgt unter Benutzung von (7 b)?°), daB dann v unter einer nur von 
M+l\|g +. dem Gebiet 7 und den Koeffizienten der Differentialgleichung ab- 
hangigen Schranke liegt. 

Satz 4. Erfiillt das Gebiet T die Bedingungen von Satz 1, so existiert in T 
eime Greensohe Funktion G (P,Q) mit dem Pol Q, die als Funktion von P fiir 
P + Q der homogenen Gleichung geniigt und auf dem Rande verschwindet; 
fiir beliebige Lage von P in T und Q in 2, wo Q einen festen Mindestabstand d 
vom Rande von T hat, geniigt die Funktion w = G@ —Ig— der Abschdtzwng 


\w|< M+lg > 
und ist stetiy in P. 


Die Frage, ob es noch weitere von G (P,Q) verschiedene Funktionen mit 
denselben wesentlichen Eigenschaften gebe, bleibt zunichst offen. Unter 
der Greenschen Funktion eines Gebietes verstehen wir immer die in der obigen 
Weise konstruierte. 


10) Diese Abschatzungen sind zwar nur fiir den Fall des Kreises hergeleitet, gelten 
aber offenbar ebenso wie die deran ankniipfenden Bemerkungen fiir den Fall der all- 
gemeineren Gebiete 7. 
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§ 6. 
Das Maximumprinzip. 


Wir machen jetzt die Annahme, da8 der dritte Koeffizient negativ 
monoton sei, 
(C,) C(w) S90, 


und daB es auBerdem fiir jeden abgeschlossenen Teilbereich von T eine positive 
Konstante A gebe derart, da8 fiir alle B-meBbaren Mengen ~™ gelte 


(Cy) f lal] > &f(\\d || + @B\)). 
Dann gilt das dem klassischen véllig entsprechende Maximumprinzip: 


Satz 5. Gelten in dem Gebiet T die Bedingungen (C, ,), so kann eine 
in T requlire Lésung u der homogenen Gleichung in einem Punkte P, von T 
nur dann ein positives Maximum annehmen, wenn in einer Umgebung von Po 
die Funktionen A, B, C, u konstant sind. 


Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir negative Minima. 
Wir haben also zu zeigen: ist wu (Py) > 0 und in einer Umgebung von Py 


(14) u(P) Su (Pp), 


so gibt es einen Kreis um Py, in welchem A, B,C, u konstant sind. Sei zunachst 
in einem Kreise t um Py 


{ide = 0. 
Dann ist dort wegen (C,) auch fay = fila B\ = 0, also u wegen der 


Regularitaétsbedingung harmonisch [vgl. 8.703 und Fu8note”)], und wegen 
(14) kénstant, die Behauptung also richtig. 
Es sei nun fiir jeden Kreis t um Po 


f\lacl > 0. 


Wir wahlen rt so klein, da8 in rt 

1) u(P) >} 4u(Po) > 0, 
‘ A 

( |tte|, | tty| < 4 ue (Po) 


gilt, was méglich ist, da ja in Py ein Maximum von « vorliegt. Wenden wir 
Satz 1 auf +t an, so kénnen wir schreiben 


u(P) = u(Po) + ra r(jtaA + 5, 4B+udC), 


t 
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! 


wo I die Greensche Funktion fiir t ist. Dann folgt aus (C, ,) und (15) 
é !@ h 
33 [ell +|5e |e Bl < $u (Po) {ili + a B| 


| 


< $99 | ec < — | u(Pac, 


ov 


mithin, da im Innern von t I’ > 0 ist, 
u(P) < tt (P) 





im Innern von t, speziell 
4 (Po) < uo(Po) S u (Po). 
Damit ist die Annahme j || dC|| > O fiir alle t ad absurdum gefiihrt und der 


Satz bewiesen. 

Unter der bloBen Annahme (C,) laBt sich immer noch das Nichtauftreten 
wenigstens eigentlicher positiver Maxima beweisen. Es geniigt offenbar zu 
zeigen, daB die Lésung im Innern ein positives Randmaximum nicht iiber- 
treffen kann. 

Das letztere gilt sicher nach Satz 5 dann, wenn auch die Bedingung (C,) 
erfiillt ist. Wir approximieren nun die Funktion C (m) mittels Funktionen 
C,,(m), welche (C,) etfiillen, durch die Festsetzung 

C, (w) = C(w) — hy { (4 Al] + |]¢ B\l), 
lim h, = 0. 
n—> co 


u, seien die Losungen der entsprechenden homogenen Gleichungen mit den 
Randwerten u. Setzen wir 


L(u — tty) = f tind (Cy — CY. = -- hy f toy (|) || + |] Bll) = fp (eo). 


Die u, bleiben nach dem eben Bemerkten unter einer festen Schranke. Mit- 
hin ist 


linn Ifa (*) | = 0. 


Nun hingtidie Schranke fiir die Funktion u — u, , die ja auf dem Rande ver- 
schwindet und noch regular ist, im wesentlichen nur ab von der Schranke fiir 
die Lésung v, der Gleichung 


— | ae = flo, 


die in der sukzessiven Approximation als Ausgangsfunktion auftritt. Es ist 


U, = Fz | Patel. 


, 
t 
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Da /, derselben Hélderbedingung wie A und B geniigt, so folgt leicht 


lim v., = 0 
u-> co 
und damit 


lim u— u, = 0. 
a-> 2» 


Daraus ist aber sofort ersichtlich, daB u so wenig wie jedes %,, ein positives 
Randmaximum iibertreffen kann. 


§ 7. 
Beweis von Hilfssatz 3, 4 und 5. 


Zum Beweise setzen wir der Einfachheit halber die Funktion F als positiv 
monoton voraus. Aus Griinden der Ubersicht verwenden wir im folgenden 
fiir Konstante durchgehend die Bezeichnung C ohne Index. 

Bei J, (2) geniigt es offenbar, die Behauptung nur fiir 8 = 0 zu beweisen. 
Zur Vereinfachung des Beweisganges treffen wir die folgenden Festsetzungen : 
Es sei 

s=z> 0. 
Dann ist 
P(z,t) = ig i ™ Ig |! - lg | ‘ —=S I. 
Sei ferner e > 0 hinreichend klein und sonst beliebig. Wir schlagen um den 
Punkt 1/cos ¢ der z-Achse einen Orthogonalkreis Ky von K mit dem Radius 
tg « > e. Seine Bogenspanne in KX ist also 2 ¢. x halbiere den Radius von Ky. 
Dann ist 








(1) z= <\-(1—Fsine) = 1-4 +0(e). 
Fiir alle ¢, die kleiner als ein festes ¢ sind, gilt bei festem M 
0 (e@) < M- &. 


Ahnliches gilt im folgenden bei entsprechenden Fiillen. 
Es sei weiterhin K, ein Kreis um den Punkt z mit dem Radius 


(z) t tg «. 
Sein Mindestabstand vom Rande des Kreisbogenzweiecks K,XK ist 


Mtge + O(e) = 5 +0(e%). 


Das Integrationsgebiet K wird in gewisse Teilgebiete zerlegt, in denen wir 
die in Frage stehenden Integrale einzeln abschitzen. 
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1. Abschitzung von I und DJ fiir den Fall, daB ¢ = ge’ in KyK 
liegt. Dann ist | g| S ¢. Weiterhin ist 
z—t¢tgesosl, 
also nach (1) 
(3) 1—e¢+O(e@) Se 1. 
Setzen wir 
z=1-—ce, |¢| =e=—1—ye, 
so kénnen wir fiir ¢ < & . 
0<,c,y <2 
annehmen. 
_2f = (1 —ce) (1 —ye)e™ "7 = 1—(C + y)e —ip + O(e2) = 1 —de, 
(4) d=c+y+it+O(e). 


Fiir ¢ S & kénnen wir O(e) < = annehmen. Wegen | ¢| < « folgt unter 
Benutzung von (1) 




















c>}, 
E<$<|d/<2424+141=6, 
(5) t < |d| <6, 
(6) P(t) = le |**| < |Ig-=|+0(. 
Schreiben wir 
z=—1 
gly =1@, 
so ist nach (4) 
. —JI-itP I-Ie 
IPP SION = esti eee Ter 
Aus (5) folgt also 
(6 a) lpr) s 84. 


i r Dr 
2. Abschitzung von peri und \ nar 
Ky, Ky 
r Cc € 
Peri < ff {ligt | ar + 0) F(m)}. 
Ky Ky 
Liegt ¢ in K,, so gilt 


& 


l-e21-(z+ jt) >% (eS &). 
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Aus r < }tge folgt 
€ j &€ & 
Wegen (2) ist 
F(K,) < C (tge)'** = Ce'*s, 
i tee 
€ 
Ky 
(vgl. die Bemerkung zu Hilfssatz 2), 











(I,) \2,4Fs C- e. 
gE, 
Aus (6a) folgt 
— g)'-F 
|DIr| dF<8 (1+ e)(1 e) dF < Cei-8 
(1 — @)? re 
Ry; Ry Ky 
IDM! arpsct— = 2 
(Tp) Ja — 9)? = gi-¢ ef-s 
1 


Fiir « = # ist dies mithin beschrankt. 
3. Abschitzung in dem Streifen S: 


z+}tgeSo Sl (¢ in K). 








Aus 
= 1 
1-2f=F(-2)+F(1- 4) 
folgt 
‘ 1—2t|__ 1| 1— 2 
(7) ‘te salt § Ridieg <7 
Nun hat fiir ¢ < & die Funktion 2 4—*" = z(1— 9)°>* 








Realteil, denn es ist, da in S 


e2=z+ttge, cosp = 1 —O(e) 
ist, 
t-2= ocosp —e —x+tosin p = }tge —O(e*) + 
Mithin ist 


1+ a5—© 2 1+2— ep PP—' 14 c= 


In S ist weiter 








|ietar s C | Ig =. et+«(=)'a(=) = C,lte 
0 


aF 
yr’ 


in § positiven 


iosin g. 


a 2. 
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= —— 





Also 
(8) r=\ ia 1 ath RT alg - 





19 ay = 0(1), 
wie man bei Benutzung des Mittelwertsatzes leicht einsieht. 
(II,) [roparsc{arac-are. 
s Ko 
Es war | f(z)! =. Satz (1). ist 
rjl—2ze| 


|l—2t)/S1l—s2it}/21—-2=5+O0(e%) >=. 
Wegen — < + ist also 


|pDr| 4\% 
\aaee? = (=) ja 


5 








1 
(II) Jara?” = C3: 


4. Abschitzung fiir den Rest des Kreisbogenzweiecks: 
K,K —_ K —— S = R. 








Es war [vgl. (6)] 
rs lg\—| +0(1). 


In R ist 
i <jtgesrs 2tge < Se, 
also etwa 1 < £ <4 
8 r 
r=0(i). 
1 — @ ist gréBer als die Breite von S, also 
(9) l—g21l—z-—jtge=f+O0@) >, 
(III,) [ra,ars¢ Cl ar=ce. 
K Ko 
Aus (4), (5) folgt 
|1— 20) =|dje> = 
if (2)| < su) tf < su 2+ o)+. 
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Unter Benutzung von (9) ergibt sich 








er 


(III) \ arss $fa-e- raF=C5 2 
R B 
5. Abschitzung in (AK, — A)K)K = T. 
Kz sei ein Kreis um z vom Radius e’ (0 < y <1). y erhalt spiter 
[vgl. (17)] seine genauere Bestimmung. Ist ¢ hinreichend klein, so trifft die 
Peripherie von Kz diejenige von Ky nicht. Nun war v (8)) 


= Igj1+ (l- a) 
Da 9 =z —e? = 1 — e’ + O(e) ist, Puith wir also ae fiir e < & 
(10) 024, 1-—e@ Ss}. 
Unter der bloBen Annahme og = } gilt nun 
| z(1 + @) 
[+0a-e-—— 
r = \i—_——_ ota | >0 


(11) j1+(1— 9) =P 72 


zx 


1 
>e2sg 





Setzen wir 
1+(1— ore —~1+1°%¢ 
z r 
so ist 
* he f—2| 
Aus der bekannten Relation |a — b| = ||a| — |b|| folgt, wenn 


——!¢ 





|1+£c+| = 1+ 





gesetzt wird, 
\C| s|C*| <2. 


Wir setzen fiir den Augenblick 1 — 9 = u und schiitzen fiir ein bestimmtes 
festes £ 

er 
w(1+ >) 





1 « x(1+0));5 
lel + SEA — ail] =| 





in der Weise ab, daB wir u als Variable ansehen, C aber festhalten. Aus dem 
Mittelwertsatze ergibt sich 
u 
ig(1+—C) 


-— (0 < 6 < 1). 





a "1466 

















Elliptische Differentialgleichungen. 1. 721 


Ist nun ( = 0, so ist 

— 
i+e*c 

r 

Ist aber C < 0, so ist, dau = 1—o>0, 

1 7 
- me a am << § 

1+9—-C 14+—0¢ 


nach (11). Also erhalten wir schlieBlich 





1 | z(1+ @)! 2ic; _4 


Wegen (10) ist 








lgg | _ {ig(l—w)! 1 1 
e4;| =| « |™T-oe <1. =? 
also 
4 . 
ra <7 teas 
ev 
ad 
(IV,) [| jersc[ ace. 
(Ka— Ko) K }tes 


DTI kénnen wir gleich iiber den ganzen Rest des Kreises K, also tiber K — Ky 
abschatzen. 


’ _ itn 
\f'(2)| = ue 
Fiir o = 3 folgt wegen (11) 


ee, 
jl— ze| >F >" 
4 1 
IDr| <s-os (e = 5). 
Ist aber 0 < 3, so liegen offenbar r und |1 — ze| iiber einer festen positiven 
Schranke. Es gilt mithin 








|\Dr| s(1—9)-C (o S 4), 
auf alle Fille also 
(12) ipr| <*+5£c. 
Nun ist leicht zu sehen, daB in K — Ky . 
oe <4 


r 
bleibt. Denn die linke Seite wird offenbar am gré8ten im Schnittpunkte der 
Peripherie von Ky mit der z-Achse. Dort ist aber 


o=2z-—ttge, 1—o < 2e, 
r=stge><. 


Mathematische Annalen. 117. 47 
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Fir hinreichend groBes a bekommen wir demnach 


1 
0-355 (a + ) 


1—fBt+a 
- r? dr= 1 
C-lg — (a = £). 








IV. { DI aF<C 
( b) a— o)? 


ee ey 


K—Ko 


Damit ist X, vollstandig erledigt. Es bleibt noch | iS dF. Wir integrieren 


K-—K; 
zunachst iiber den Ring 
- l= Sesl, 


wo 6 vorlaufig nur der Bedingung 
(13) 6>2y 
geniige. Auf jedem Strahle durch den Nullpunkt ist I’ eine bestimmte Funktion 


von 0 


r=T(o), Pa)=9, 
ar,- . 
T'(e) = (1 — @) 5; () (0 > @)- 


Auch { = oe” liegt noch in K — Ky. Wir kénnen folglich auf oa die Ab- 
schétzung (12) anwenden und erhalten 


Ps (l-o-8)-< l-eFs, 


(14) 4? < e-*” (a — 90a se-*0-[ aF= 0-270. 
K— Ks P K 
gz1-é 


Nun sei 9 < 1 —e’. Es war 


1—2zt|_ , |1-—2 
e—t | 8\2-% 


Da z der Mittelpunkt des Kreises K» ist, so gilt 
jz—Cl| =r2e’, 


r= ig 














also etwa 
z —¢ = Ce" (|C,| = 1). 
Aus (1) folgt mithin 
oa i (+ 2)(S + Oe) 
1—z¢ 1 lls 2 (3 |p 1- S408, 


z—-t #-¢ CO, e” 


dams 1408-7 (C* beschrinkt). 











z—¢ 
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Schreiben wir 
Ie on i + Cs!-1, 
dei 
|O| < c+}, 
r=Ce'~’, 

(15) [ oy 5 0 t-7-taF = 2t-1-400. 

K— Ky K 

e<i-2 
Jetzt legen wir endlich y und 6 fest durch die Forderung 
(16) l-y-—8>0. 


Den Bedingungen (13) und (16) wird geniigt, wenn 1 > 3 y, also z. B. durch 
die Werte 


(14) und (15) ergeben sicitaaasiaiids 


K~ Ky 
Insgesamt erhalten wir schlieBlich aus (I)—(V) das folgende Resultat : 





Jo(2) = | aR (S) < 0-85, 
F 
‘ : 
3a (a + B) 
1Ky()| = | | PreDar(a| <* 
g— 


Aus (1) folgt, daB man ¢ durch 
3 (1 — 2) = 3(1 — |2|) 
ersetzen kann. Bei passender Drehung des Koordinatensystems erhilt man 
endlich die im Hilfssatz angegebenen Formeln. 
Der Beweis von Hilfssatz 4 wird gefiihrt nach dem Muster eines analogen 
Satzes von U. Dini™). Wir untersuchen die Ableitung nach z und bilden 
dementsprechend die Differenz 


[dge” - ler)ar(Q) 
f= PQ, r= P’?Q, P’ (a, y), P”’ (zx + 4, y). 


11) Vgl. Acta Mathematica 25, insbes. S. 194/195: 
; 47* 
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Die Funktion F (w) nehmen wir wieder als positiv monoton an. t’ und 1” 
seien Kreise vom Radius + um P’ bzw. P’, r ein Kreis vom Radius 9 = 36 
um P’. 
| fdgr” —Igr’)dF| < 2 {\igr’|aF. 
Aus : ' ‘ 
F (oe) =f(r) SC-r't 
giiltig fiir irgendeinen Kreis o, folgt mittels partieller Integration leicht 
J 


z 
(18) fllgr’|dF = — lim figr'df(r’)< Cd-n (lim » = 0). 
? ot é—+0 
Ahnliches gilt fiir +”, 


In t — te — 1” schreiben wir 





igr” —Igr’ = *— (t éin Mittelwert) 
Ir’ —r' | <4,-5 53, 


| f ge’ —igr)aP| s 3 a(S < c.g. 


‘t-1'—1 





2b ae igr"—igr’ ler’) op 
iJ JI j ) | 


Nach Dini (|. c., S. 195) ist 











o — 7) é 
(19) igr ; lg oir oxet — *ar S35 3 55- 
Wir kénnen annehmen a: >T ein sei vom ‘Redies R) | 
rr” >} 0/2, 





R 

aF af (r) 

\Jisc-s j zs 0-8| Le) < 0.4 
K-t Q 


Daraus folgt die Gleichung 
rz" raF = | ayer 








Die Abschitzung von (2 — ater s) dF, wo jetzt P’ und P”’ beliebig 


liegen mégen, erhalt man in ida Weise unter Benutzung von (19), indem 


man wieder in 1’, rt’, t — t’ — tr’, T — t besonders abschiatzt. Damit ist ' 
der Beweis erbracht. 








Elliptische Differentialgleichungen. I. 725 


Nun der Beweis von Hilfssatz 5. Wir kénnen F (w) als positiv monoton an- 
nehmen. Die Funktion 
u= 52 (igtar 
T 
besitzt nach Hilfssatz 4 stetige erste Ableitungen und es gilt 
(20) F(w) = — | Seas 


& 


fiir Gebiete m mit stiickweise glattem Rande s. Wir setzen 


l 
U.(P) = | atux 


om (P) 
Nach Gunther [l. c. 8)] gilt fiir irgendeine Richtung L 
C7) U;, —_ 1 du 
om (D") 





und a ist daher stetig. AuBerdem folgt aus der Stetigkeit von ar 





Setzen wir daher 
ou. 
\ —_ | on 28 = F,(), 


o 


so gilt 
(22) lim F,(w) = F (w) **) 
k—> 


4 z. B. fiir alle Rechtecke. Aus (21) und der Stetigkeit von cr folgt nach 


Gunther (1. c.) die Existenz und Stetigkeit der zweiten Ableitungen von U,, 
und es gilt 
1 Ou 
AU —-— jon! | an ds. 
opm (P) 


Nach (20) ist also 
|™,| a AU, => F (w, (P)) = 0, 





(23) (Fe ae = | AU,dw = — (22rd = F,(w) = 0. 


w o a 


} 12) Und zwar gleichmaBig fir alle Gebiete m mit stiickweise glatten Randkurven 
von gleichmaBig beschrankter Lange, wie man unmittelbar aus den drei vorangehenden 
Beziehungen folgert. 
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Also ist auch F,(w) positiv monoton. (22) ergibt speziell 
to 
und es gibt eine Konstante M derart, daB fiir alle Indizes k 
(24) F,(o) SF,(T)<M 
ist. Nun folgt aus (22) fiir eime Treppenfunktion ¢(P) in einem Netz von 
Rechtecken 
lim jeprar, = [t(P)dF, 
k—> oo T 
und mit Benutzung von (24) folgt das gleiche Resultat fiir jede stetige Funktion 
lim jrmar, = [r(pyar, 
ka 


wie behauptet. 


(Eingegangen am 25. 9. 1940.) 




















Topologische Bedingungen fiir die Existenz 
analytischer Funktionen komplexer Veriinderlichen 
zu vorgegebenen Nullstellenflichen *). 


Von 
Karl Stein in Minster (Westf.). 
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Einleitung. 


Gibt man in einem schlichten Bereich © der z-Ebene beliebig Polstellen 
mit Hauptteilen bzw. Nullstellen vor, so existiert auf‘Grund des Mittag- 
Lefflerschen Satzes bzw. des WeierstraGschen Produktsatzes stets eine in © 
analytische Funktion, die genau die vorgeschriebenen Pole mit den zugehérigen 
Hauptteilen bzw. die vorgegebenen Nullstellen besitzt. Eines der ersten 
Probleme, die in der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen behandelt 
worden sind, ist die Frage nach der Méglichkeit einer Ubertragung dieser 
Aussage auf Funktionen mehrerer Verinderlichen. Als erster hat P. Cousin 
1895 Untersuchungen hieriiber angestellt. Cousin zeigte, daB in der Tat im 
offenen R®", dem Raum der komplexen Verinderlichen z,, ..., z,, und in 
speziellen Bereichen des R®” Aussagen gelten, die den Satzen von Mittag- 
Leffler und Weierstra8 entsprechen. Andererseits ist seit lingerem bekannt, 
daB sich diese Aussagen von Cousin keineswegs auf beliebige Bereiche im R*" 
verallgemeinern lassen. Nach Satzen von H. Cartan und P. Thullen werden 


*) Habilitationsschrift, angenommen von der Philosophischen und Naturwissen- 
schaftlichen Fakultat der Universitat Minster. — Einen Teil der Resultate der vor- 
liegenden Arbeit habe ich schon frither verdffentlicht. Siehe [10]. 
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sie sicher falsch in allen Bereichen des Rt, die sich von ihrer Regularitatshiille 
um ein volles vierdimensionales Stiick unterscheiden. 

Nun kénnte es sein, daB die Cousinschen Aussagen wenigstens in allen 
Regularitatsbereichen des R®” Giiltigkeit besitzen. Fiir die erste Cousinsche 
Aussage betreffend die Existenz analytischer Funktionen zu vorgegebenen 
Polstellen mit Hauptteilen trifft dies auch zu. Das nachzuweisen, ist vor 
kurzem K. Oka gelungen. Anders aber steht es um die zweite Cousinsche 
Aussage betreffend die Existenz analytischer Funktionen zu vorgeschriebenen 
Nullstellen. Schon 1917 zeigte T. H. Gronwall an einem Beispiel, daB diese 
Aussage sicher falsch wird fiir Zylinderbereiche, von deren Projektionen min- 
destens zwei mehrfach zusammenhangend sind. In solchen Bereichen versagt 
das von Cousin benutzte Verfahren zur Konstruktion einer gesuchten Funktion 
infolge der besonderen topologischen Struktur der Bereiche und der vor- 
gegebenen Nullstellenflaichen. 

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit hat nun ebenfalls K. Oka ge- 
zeigt, daB in allen Regularitétsbereichen B*“ des R®" stets dann zu vor- 
gegebenen Nullstellenflachen eine analytische Funktion existiert, wenn es 
wenigstens eine stetige Funktion mit diesen Nullstellen gibt. Es fragt sich also, 
unter welchen Bedingungen eine stetige Abbildung von B®" in die Ebene 
der komplexen Zahlen existiert, die genau die vorgeschriebenen Nullstellen- 
flichen in den Nullpunkt iiberfiihrt. Zur Beantwortung dieser Frage sind 
topologische Untersuchungen durchzufiihren. Damit tritt ein enger Zu- 
sammenhang zwischen Topologie und Funktionentheorie mehrerer Verander- 
lichen auf, den die klassische Theorie an dieser Stelle nicht kennt. Die vor- 
liegende Arbeit ist nun der Aufklarung dieses Zusammenhanges gewidmet. 

In § 1 ordnen wir einer Menge M*” ~* von mit ganzzahligen Ordnungen 
versehenen analytischen Flachen in B®” ihre Schnittzahlen mit geschlossenen 
zweidimensionalen Ketten (in bezug auf beliebige Koeffizientenbereiche) 
in B®” zu. Héchstens dann, wenn diese Schnittzahlen alle Null sind, gibt es 
eine gesuchte stetige Abbildung von B*". Andererseits zeigt sich in § 2, daB 
diese Bedingung auch hinreicht, damit in jedem ganz in B®" gelegenen Bereich 
eine gesuchte stetige Abbildung und nach Oka also eine analytische Lésungs- 
funktion des zugehérigen Cousinschen Problems existiert. Erfiillt B®” gewisse 
topologische Bedingungen, so lat sich auch eine Lésungsfunktion fiir ganz B°" 
finden. Sonst aber gibt es stets eine analytische Funktion in B*” die auf 
M**~*? und eventuell noch auf weiteren analytischen Flachen verschwindet. 
Diese Aussage beweisen wir auch fiir nichtschlichte endlichblattrige Regu- 
laritatsbereiche iiber dem R*”. 

Mit der zweiten Cousinschen Aussage hingt aufs engste die Frage zu- 
sammen, wann sich eine im Bereiche B*" meromorphe Funktion dort als 
Quotient regularer teilerfremder Funktionen darstellen lat. Hierfiir ergeben 
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sich unmittelbar, falls B*" Regularitatsbereich ist, aus‘dem vorher Bewiesenen 
Bedingungen. Diese formulieren wir in § 3. 

In §4 untersuchen wir eingehend die mit dem zweiten Cousinschen 
Problem zusammenhangenden Fragen in Zylinderbereichen. La8t sich hier 
auch nicht in allen Fallen zu vorgegebenen Mengen M?"~* von analytischen 
Flachen stets eine gesuchte Cousinsche Funktion finden. so existiert doch 
stets eine in bestimmter Weise mehrdeutige Lésungsfunktion, und zwar steht 
deren Mehrdeutigkeit in enger Beziehung zu den M**~ * zugeordneten Schnitt- 
zahlen. Wir zeigen weiter, daB sich M*"~* immer zu einer Menge M?" ~* von 
analytischen Flachen erginzen laBt, clie eine eindeutige Lésungsfunktion 
gestattet. Daraus folgt, da® jede in einem Zylinderbereich meromorphe 
Funktion dort eine Quotientendarstellung durch regulire Funktionen besitzt, 
die allerdings nicht teilerfremd zu sein brauchen. 

Im § 5 wenden wir unsere Uberiegungen an zur Konstruktion schlichter 
Regularitatsbereiche, in denen der Rungesche Satz iiber die Approximierbar- 
keit analytischer Funktionen durch rationale nicht gilt. Als Beispiele solcher 
sogenannter nicht-Rungescher Bereiche waren bisher nur die Bereiche mit 
nichtschlichter Regularitatshiille, also Nichtregularititsbereiche, bekannt. 


§ 1. 


Topologische Eigenschaften analytischer Flichen in vorgegebenen 
Bereichen. 


Es sei B*" ein endlicher Bereich iiber dem Raum der komplexen Ver- 
anderlichen z,, ..., z,. Jedem Punkt P von B*" sei eine Umgebung U (P) 
und eine dort regulire Funktion /, (z,, . . .,z,) so zugeordnet, da8 im Durch- 
schnitt D(U(P),U(Q)) der Umgebungen zweier Punkte P und Q die 
Funktion Ms regular und ungleich Null ist. Gesucht wird eine in B*” regulire 

Ta 


eindeutige Funktion F(z,,...,2z,), so daB in U(P) jeweils i. regulir und 
P 
ungleich Null ist. Trifft fiir einen Bereich B’” die Aussage, daB es zu jeder so 


zulaissigen Verteilung V von Ortsfunktionen /,, und Umgebungen U(P) eine 
gesuchte Funktion F gibt, zu, so sagen wir, in B’” gelte die zweite Aussage 
von Cousin. 


Sind zwei Funktionen F, und F, im Bereich D*” definiert und dort stetig, 
gibt es ferner eine in D*" stetige, nichtverschwindende Fanktion 4 (2,,. . ., z,), 
so daB in D® gilt. F,; = 2- Fz, so heiBen F; und F, in D*” dquivalent in 
bezug auf Division: Die zu V gesuchte Lésungsfunktion F soll also die Eigen- 
schaft haben, mii aiien Ortsfunktionen /, jeweils in U (P) aquivalent in bezug 
auf Division zu sein. 
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Durch eine Cousinsche Verteilung V im Bereich B*” ist dort eine Menge 
M*"~* von irreduziblen analytischen Flichenstiicken %"—-2 die sich im 
Innern von B*" nicht haufen, als Nullstellenmannigfaltigkeit der gesuchten 
Funktion F vorgeschrieben. M*"~* laBt sich im Innern vcn B** triangulieren, 
d.h.: Ist M?*~? eine ganz in B®” liegende Teilmenge von jf*"~*, so gibt es 
eine weitere M?"~—* umfassende Teilmenge M}"~-* von M?"*—?, die eis. end- 
licher simplizialer Komplex ist'). Jede simpliziale Zerlegung von M}"~* hat 
die Eigenschaft, daB an jedes (2 » — 3)-Simplex héchstens zwei (2 — 2)- 
Sinplexe anstoBen. Denn die Menge der ,,nichtgewdhnlicher:‘ Punkte von 
M*"~* fillt héchstens ein analytisches Gebilde von (2 — 4) Dimensionen 
aus. Alle (2 n — 2)-Simplexe von M>"~*, die sich mit einem festen (2 n — 2)- 
Simplex durch eine Kette von abwechselnd imzidenten (2 — 3)- und 
(2 n — 2)-Simplexen verbinden lassen, bedecken einen irreduziblen Bestand- 
teil %?"-* von Mi"-*. §"~? ist also eine berandete Pseudomannig- 
faltigkeit. 

M*"~® ist ferner orientierbar. Wir zeichnen in folgender Weise eine der 
beiden méglichen Orientierungen aus: Zunichst wird in den Evenen €/ der 
Veranderlichen z;,7 = 1, ..., k, eine Orientierung festgesetzt, und zwar wird 
wie iiblich die Linksdrehung als positiv ausgezeichnet. Dadurch ist auch 
dem R** als dem topologischen Produkt €? x €? x --- x E%, eine Orientierung 
zugeordnet; diese hiangt iiberdies nicht ab von der Reihenfolge der z;. In 
jedem gewohnlichen Punkt P gestattet nun M/*"~*, nétigenfalls nach einer 
nichtsingularen linearen Koordinatentransformation, eine Darstellung 


(1) %, = {(%,..-,%-1)) 


dabei ist f in einer Umgebung U (P) von P regular. Durch (1) wird die Orien- 
tierung des (z,,..., Z,—1)-Raums auf M*"~? jibertragen. Geht man durch 
eine umkehrbare eindeutige analytische Transformation zu neuen Verinder- 
lichen z*, ..., z* iiber, so erhalt man die gleiche Orientierung auf M*"~*, da 
jede analytische Abbildung im R** mit nicht verschwindender Funktional- 
determinante orientierungstreu ist. Jedem irreduziblen Bestandteil von M?"~* 
und damit ganz M*”"~®* ist also in der angegebenen Weise eindeutig eine 
Orientierung zugeordnet. Wir nennen sie die natiirliche Orientierung von M2" -?, 

Jedem irreduziblen Bestandteil %*"~* von M?"~—? ist auch eine positiv- 
ganzzahlige Ordnung zugewiesen, nimlich die Ordnung, die fiir %*"~* als 
Nullstellenfliche durch V vorgeschrieben wird. Wir denken uns in Zukunft 
M*"—® stets in natiirlicher Weise orientiert und seine irreduziblen Bestandteile 


1) Siehe B. O. Koopman and A. B. Brown, On the covering of analytic loci by 
complexes. Transact. of the Amer. Math. Soc. 34, 8. 231—251. — In bezug auf die 
topologische Terminologie schlieBen wir uns dem Lehrbuch der Topologie von Seifert- 
Threlfall an. 
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mit den richtigen Ordnungen versehen. Dadurch wird aus einer simplizial 
zerlegten Teilmenge M?"—* von M**~? ein algebraischer Komplex®), falls 
man noch die i-Simplexe von M?"~—*, i < 2n — 3, irgendwie mit Orien- 
tierungen und Ordnungen versieht. 

Wir betrachten im folgenden auch zellenmaBige Zerlegungen von Teil- 
bereichen von B*" Jeder Teilbereich B?" von B*” la8t sich in einen zweiten 
abgeschlossenen Teilbereich B**" einbetten, der zellenmaBig zerlegt ist. Bei 
solchen Zerlegungen kénnen wir uns auf Teilkomplexe von Wiirfelteilungen 
des R®" oder auf Uberlagerungen solcher Teilungen (bei nichtschlichten 
Bereichen) beschranken. Eine Wiirfelteilung W des R** heiSt zu einem ganz 
im Innern von B*" gelegenen Teilkomplex Mj"~* von M?"~® in allgemeiner 
Lage befindlich, wenn jede 2-Zelle von W héchstens einen inneren Punkt mit 
M?"~* gemeinsam hat, der seinerseits gewdhnlicher Punkt von M*"~® ist. 
Hat eine Wiirfelteilung W noch nicht diese Eigenschaft, so gelangt man durch 
geniigend feine Unterteilung von W und nach einer kleinen Drehung und 
Verschiebung zu einer zu M}*~®* in allgemeiner Lage befindlichen Wiirfel- 
teilung W*. 

Es sei K? eine singulire mod m geschlossene 2-Kette in B®". Wir wihlen 
einen Teilbereich B2" von B®", B?" (( B®", so daB K® ganz im Innern von 
B2* liegt, ferner eine simplizial zerlegte Teilmenge M?"-* von M*"~®, die 
alle die Punkte von M*"~* umfaBt, welche zu B2" gehéren. Dann ist die 
Schnittzahl S (M?2"—*, K2) = S (M*"—*, K®) (mod m) wohlbestimmt. (Als 
Orientierung des R®™ legen wir seine natiirliche Orientierung zugrunde.) Sie 
hangt nur ab von M*"~* und K2, nicht aber von der speziellen Wahl von 
M?"~* und seiner simplizialen Zerlegung, auch nicht von der Reihenfolge 
von M?"~* and K?. Seien nun K? und K} zwei singulare, mod m geschlossene 
homologe Ketten in B*": 


K? ~ K} (mod m). 
Wir behaupten: 
S(M*"—*, K?) = S(M**~*, K3) (mod m). 
Beweis. Wegen K? ~ K} (mod m) gibt es eine Kette K® mit 
Rd K? = K? — K? (mod m). 


Wir wahlen den Teilkomplex M?"~*? von M*"~* derart, daB Rd M}"~-* 
fremd zu K? ist. Dann ist mod m: 


S(Mi"~*, Ki — Kz) = + S(RdMz"~*, K) = 0. 


2) Ale Koeffizientenbereiche lassen wir allgemein alle Restklassenringe ©,, mod m 
zu (m jede ganze Zahl; speziell ist G©, = G der Ring der ganzen Zahlen). 
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Also 
S(M?"—*, K3) = S(M*"—*, K?) (modm). 


Die Schnittzahl S (M?"~-*, K2) (K2 eine singuliire, mod m geschlossene 
Kette in B’”) hangt daher nur ab von der Homologieklasse mod m von K2, 
also von dem Element der zweidimensionalen Homologiegruppe mod m von 
B*”, zu dem die Klasse von K? gehért. Wir denken uns die Schnittzahlen der 
Elemente aller zweidimensionaler Homologiegruppen mod m (m= 0, 1, 
2,...) mit M*"—* gebildet. Diese Schnittzahlen mégen die charakteristischen 
Schnittzahlen der Verteilung V in B*” heiBen. 

Wir bendtigen fiir spaiter einen Hilfssdtz iiber mit M*"~* verschlungene 
1-Ketten. Es sei 8 (P) eine Hyperkugel um den auf M*"~* gelegenen Punkt P. 
R (P) liege ganz in B®". Ferner sei K! eine in 8 (P) — M*"~* gelegene 
mod m geschlossere singulire 1-Kette. Ist dann K? mit Rd K? = K1 (mod m) 
eine in R(P) gelegene singulire 2-Kette, so sei die Verschlingungszahl 
@ (M*"~-* | K') definiert durch 


B (M2"—2, Ki) = S(M2"—2, K2) (mod m). 


% (M*" —*, K‘) hangt von der speziellen Wahl von K? in & (P) nicht ab, das 
zeigt man ahnlich wie oben. 

Es gilt nun 

Hilfssatz 1. Es sei f (z,,..., z) ene in KR (P) analytische Funktion, die 
dort mit den durch eine Cousinsche Verteilung V vorgegebenen Ortsfunktionen 
tiquivalent in bezug auf Division ist. Die Abbildung 


t =f (21,..-,2n) 
fithrt K‘ iiber in eine mod m geschlossen singuldre Kette K' der komplexen 
t-Ebene. Dann gilt 
@(M*"~*, K}) = B(0, KR) (modm). 


Dabei bedeute B (0, K) die Verschlingungszahl vow K! mit dem Nullpunkt der 
(in tiblicher Weise orientierten) t-Ebene. 

Beweis. Wir betten & (P) in eine Wiirfelteilung W eines Teilbereiches B>" 
von B*” ein, die sich zu M*” - ? in allgemeiner Lage befindet. Ist W geniigend 
fein, so laBt sich K) innerhalb & (P) — M*"~* zellenmaBig approximieren 
durch eine 1-Kette K/ von W: 


K} ~ K! (mod m) in & (P) — M?"—?. 


K} ist in 8 (P) mod m nullhomolog, es gibt also eine 2-Kette Kj in W, so daB. 
Rd K? = K} (mod m). Es seien X? die orientierten Dreiecke von K?, die 
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M?"~* schneiden, und a, die Vielfachheiten, mit denen sie in K ? vorkommen. 
Wir bilden 
Ki = 2 a,X?. 
Dann ist 
Rd K} ~ Rd K? (mod m) in & (P) — M?*-?, 


denn K? — Ya,X? ist fremd zu M*"-*. Also 


Rd Ke = Sa; Rd X? ~ K} (mod m) in R(P) — M?"~?. 
Es gilt ferner 


B(M*"—*, Ki) = B(M*"~*, K}) = B(M**-*, RdK?) (mod m), 


denn es ist 


%(M°"—*, Ki — Rd K?) = S(M°*"~*, K? — K?) = 0 (modm), 


weil M?"-* und K? — K? fremd sind. Seien nun K}, K?, K?,die durch f ver- 
mittelten Bilder von Kj = Rd K?, K?, K? in der r-Ebene. Dann gilt auch 


B (0, K}) = B(0, K?) (mod m), 
denn es ist mod m: 
B (0, K} — Ki?) = S8(0,K? — K}) =0, 


weil K?-— K} den Nullpunkt der.t-Ebene nicht iiberdeckt. 

Es geniigt daher, den Hilfssatz fiir den Rand jedes X? zu beweisen. Es 
sei Q; der Punkt von X?, den X? mit M?"~? gemeinsam hat. Man drehe die 
Ebene von X? so, daB sie in eine analytische Ebene €? iibergeht, ohne da8 
dabei Rd X? von M*”~* getroffen wird. Das ist stets méglich, wenn die 
Wiirfelteilung W fein genug gewahlt ist. X? gehe in X” iiber. Die betrachteten 
Verschlingungszahlen andern sich bei der Drehung nicht. Fallt nun die Orien- 
tierung von X? mit der natiirlichen Orientierung von €? zusammen, so ist 
die Behauptung des Hilfssatzes klar. Denn dann ist 


B(M*"~*, Rd X?) = k, 


wo k die Ordnung von M*"~* im Punkte Q, ist. Die Funktion / wird auf € 
zu einer analytischen Funktion einer Verianderlichen, die in Q, eine Nullstelle 
k-ter Ordnung hat. Also ist das durch t = f(z,,...,2,) vermittelte Bild 
von Rd X? in der t-Ebene k-fach mit dem Nullpunkt verschlungen. 

Ist die Orientierung von X? der natiirlichen Orientierung von € ent- 
gegengesetzt, so laBt sich entsptechend schlieBen. Damit ist der Hilfssatz 
bewiesen. 
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§ 2. 

Ein Kriteriam fiir die Lésbarkeit des Cousinsehen Problems 

in Regularitaitsbereichen. 

Wir beweisen 

Satz 1. Zu einer Cousinschen Verteilung V von Ortsfunktionen im schlichten 
oder endlichblitirigen®) endlichen Regularititsbereich B*" iiber dem Raume 
der n komplezen Veriinderlichen z,, z2, ..., % existiert hichstens dann eine 
Lésungsjunktion F (z,,...,2%), wenn die charakteristischen Zahlen von V 
stimtlich Null sind. 

Beweis. Ware die Behauptung falsch, so gibe es zu V eine Lésungs- 
funktion F (z,,...,2,) sowie ein m und eine in B*" mod m geschlossene 
2-Kette K?, so daB gilte 

S(M**~* K2 — k-+ 0 (mod m). 
Dabei ist M**~* wie im §1 die Mange der mit richtigen Ordnungen und 
Orientierungen versehenen durch vorgescbriebenen Nullstellenflichen. 
Wir denken uns K? als 2-Kette in einer zu M*"~* in allgemeiner Lage befind- 
lichen Wiirfelteilung eines Teilbereiches B?" von B®” gewiahlt, der K? ganz 
umfaBt. Es seien X? (i = 1,...,¥) die orientierten 2-Zellen von K?, die 
M**"~* schneiden, und a, die Vielfachheiten, mit denen sie in K? vorkommen. 


Die Kette 


ist dann zu M*"~—* fremd. Wir bezeichnen nun das durch die Abbildung 

bas F (2;,..., %) 
von K? in der t-Ebene vermittelte Bild mit K?. Dann folgt aus Hilfssatz 1 

S(M*"—* K2) = — B(C Rd K?) = k (mod m). 
Andererseits ist 
B (0, Rd K}?) = 8 (0, KR?) (mod m). 
Es ist aber - 
S (0, K?) = 0, 

denn K? iiberdeckt den Nullpunkt nicht, da K? zu M*"~* fremd ist. Also 
wire k = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. 


8) Siehe H. Behnke, Uber die Fortsetzbarkeit analytischer Funktionen mehrerer 
Vera&nderlichen und den Zusammenhang der Singularitéten. Math. Ann. 117 (1939), 
8. 89ff. 
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Die in Satz 1 angegebene Bedingung fiir die Existenz einer Lésungs- 
funktion zu einer Verteilung V von Ortsfunktionen ist unter gewissen Voraus- 
setzungen auch hinreichend. Zunichst gilt: 


Satz 2. Sind die zu einer Cousinschen Verteilung V von Ortsfunktionen 
wm schlichten oder endlichblittrigen Regularitdtsbereich B®" gehérigen charak- 
teristischen Zahlen stimtlich Null, so existiert in jedem ganz in B®" gelegenen 
Teilbereich eine Lésungsfunktion. 

Beweis. Wir zeigen zunachst: Zu jedem ganz im Innern von B2" ge- 
legenen Teilbereich B*” laBt sich eine stetige Funktion finden, die dort mit den 
vorgegebenen Ortsfunktionen dquivalent in bezug auf Division ist. Dazu 
betten wir B>" in einen umfassenden weiteren Teilbereich B*2" ein, der durch 
eine Wiirfelteilung W zellenmaBig zerlegt ist. M?"~* (die durch V bestimmte 
Nullstellenmannigfaltigkeit) befinde sich zu W in allgemeiner Lage. Die 
Teilung sei tiberdies so fein, daB jede Zelle von W von einer der durch V be- 
stimmten Umgebungen U (P) ganz iiberdeckt wird. Wir entfernen aus W 
alle k-Zellen, k => 3, die Punkte mit M*"~* gemeinsam haben; der Rest- 
komplex heiBe W,. Es seien weiter X*,i = 1, ..., v, die 2-Zellen von W,, 
die M*"~* schneiden. Die Schnittpunkte P; sind innere Punkte von X?. Wir 
schneiden aus den X? kleine Kreise C? mit P, als Mittelpunkten heraus. Dér 
Komplex W, — 2C? = W, ist dann gleichfalls ein Zellenkomplex. Die C? 
denken wir uns in bestimmter Weise orientiert, auBerdem setzen wir noch 
RdC? = C!. Jedes C wird von einer Umgebung U (Q,) des durch V bestimm- 
ten Umgebungssystems iiberdeckt. Durch die zugehérigen Ortsfunktionen fo, 
geben wir nun auf den C} Funktionswerte vor. Dadurch ist eine stetige 
Abbildung A der C} in die im Nullpunkt punktierte Ebene €? — 0 der kom- 
plexen Zahlen definiert. Wir behaupten, da8 sich diese Abbildung zu einer 
stetigen Abbildung von ganz W, in € — 0 erweitern lat. Bezeichnen wir 
den genau alle C} umfassenden eindimensionalen Teilkomplex von W, mit W’;, 
so ist fiir die Méglichkeit einer solchen Erweiterung notwendig und hinreichend, 
daB jeder ganzzahlige 1-Zyklus von W,, der in W, mod m nullhomolog ist 
(m = 2, 3,...), durch A so abgebildet wird, daB sein Bild in €? — 0 mit dem 
Nullpunkt die Verschlingungszahl Null (mod m) hat*). Diese Bedingung ist 
aber sicher erfiillt. Es sei naimlich 


C1 = Za,€} 
ein 1-Zyklus der angegebenen Art, also etwa 
Ci = Rd K? (mod m), K2 aus W2. 
Dann ist. 
K? = K* — Ya,C? 


*) Siehe Alexandroff-Hopf, Topoiogie, S. 499ff. 
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ein 2-Zyklus mod m in W,, und es ist 


(1) S(M*"~*, K?) = — 5 B(M*"~*, a,C}) (modm). 


Die Schnittzahl S (M*"~*, K?) ist aber nach Voraussetzung Null. Anderer- 
seits ist 8 (M*"~*, C}) nach Hilfssatz 1 gleich B (0, C}), wenn C} das durch fg, 
vermittelte Bild von C' in €? — 0 ist. Also folgt aus (1), daB C), das Bild 
von C!, in der Tat mit dem Nullpunkt mod m nicht verschlungen ist. 

Wir denken uns die Abbildung A nun auf ganz W, ausgedehnt. 
G (z,,..:,%) sei die‘A vermittelnde komplexwertige stetige Funktion. Wir 
setzen G iiber ganz W, stetig fort durch die Festsetzung 


G = fo, in C?. 


Dann ist G jedenfalls mit den Ortsfunktionen von V aquivalent in bezug auf 
Division. Es bleibt noch iibrig, eine solche Fortsetzung auch noch iiber die 
aus W fortgelassenen Zellen anzugeben. Angenommen, dies sei schon fiir 
alle k-Zellen, 2 < k < 2m, geschehen. Sei X**' eine M*"~* schneidende 
(k + 1)-Zelle und fg, eine in ganz X} o+8 regulire: Ortsfunktion von V. G und fg, 


sind auf dem Rande von X}** Equivalent i in bezug auf Division, also ver- 
mittelt 


G 
G} Te 
eine Abbildung der Randsphire Sf von X}*' in €* — 0. Diese Abbildung ist 
aber fiir k > 2 auf das Innere — xe} erweiterbar; wir bezeichnen die 
Abbildungsfunktion wieder mit G Dems stellt GF: fo, eine gesuchte Fort- 
setzung von G ins Innere von ie dar. 

Unter unserer Voraussetzung ‘existiert also in B?" in der Tat eine stetige 
Lésungsfunktion zu V. — 

Nunmehr folgt auch die Existenz einer analytischen Lésungsfunktion 
in jedem ganz im Innern voh B*” gelegenen Teilbereich. Da B®" ein schlichter 
oder endlichblattriger Regularitatsbereich ist, laBt er sich approximieren 
durch ,,analytische Polyeder™ 


| z;| s Ty i= ee 8 
(i? (a, %)| $1, p= 1. 


In jedem 4%” gibt es zu V eine stetige Lésungsfunktion @,. Ist nun 4}" 
schlicht, so existiert nach Oka dort auch eine analytische Lésungsfunktion F'*). 
Aber auch wenn 4 nicht schlicht ist, trifft dies zu. In diesem Falle gibt es 
in 4?" endlich viele :egulare Funktionen P, (21, .. ., 2»), - «-, Py (21, ++ -2 2n)s 


(4E"): 


*) Siehe (9). 
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die in einander iiberlagerten Punkten von 4%" nicht alle zugleich dieselben 
Werte annehmen. Wir ordnen nun 4°" den Regularitatsbereich 
(aze+), (2;,-.-. 2) in Ap" 

|2n4i — Di (2, +4 %)(S é, i= I, ..0f 
im R?+» gu. Fiir geniigend kleines e ist 7? *” schlicht. Die Verteilung V 
in 4?” laBt sich zugleich als zulassige Verteilung in J+”, und G@, dort als 
stetige Lésungsfunktion auffassen. Derhnach gibt es zu V in Z?+*? auch 
eine analytische Lésung Y; (2;,..., 2, 2n41,+++>%n+»)- Dann ist 


Py = Py (21, - - +5 Sus Py (24, «+ +p Suds = «er Dy (24, « - +5 Zn) 


eine analytische Lésung in 42". Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Wollte man versuchen, neck dem iiblichen Verfahren aus den Funk- 
tionen F, des vorstehenden Beweises eine Lésungsfunktion fiir den ganzen 
Bereich B®" zu gewinnen, so hatte man formal das unendliche Produkt 


PF, ha 25 


at F, 


zu bilden und seine gleichmaSige Konvergenz im Innern von B*" durch 
Hinzufiigen von in B*" reguliren nichtverschwindenden Faktoren zu er- 
zwingen. Um aber solche konvergenzerzeugenden Faktoren konstruieren zu 


F 
kénnen, miiBte man wissen, daB log —— +} in A" eindeutig ist. Das aber 


braucht natiirlich nicht allgemein der via zu sein. Verzichtet man jedoch 
darauf, deS die konvergenzerzeugenden Faktoren in B®" nicht verschwinden 
sollen, so kann man in folgender Weise das unendliche Produkt konvergent 
machen: Man wihle eine Folge positiver Zahlen ¢, mit konvergenter Summe. 
Es sei dann R, (z;,. . ., 2») eine in B*" regulare Funktion, fiir die in 4?" gilt: 


e*<|5 Prot -Ry| <e. 


Eine solche Funktion JaBt sich-stets finden, da jede in 4=" regulire Funktion 
nach Oka beliebig gut durch Funktionen aus B®" approximierbar ist. Das 


unendliche Produkt 
o F P 
PN, k+l -Ry) 


konvergiert nun in jedem ganz im Innern von B®" gelegenen Teilbereich 
nach Abtrennung jeweils endlich vieler Glieder gleichmaBig, stellt also in B*” 
eine analytische Funktion dar. Diese verschwindet auf den durch V be- 
stimmten Nullstellenflichen mindestens in der vorgeschriebenen Ordnung, 
Mathematische Annalen. 117. 48 
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hat aber eventuell noch weitere Nullstellen, nimlich die Nullstellen der 
R, (z;, ...,%,). Wir haben also bewiesen: 


Satz 3. Sind die zu einer Cousinschen Verteilung V von Ortsfunktionen 
im schlichten oder endlichblattrigen Regularitatsbereich B®" gehérigen charak- 
teristischen Zahlen simtlich Null, so gibt es in B®" eine analytische Funktion, 
die auf den durch V bestimmten Nullstellenflichen mindestens in der vorgeschrie- 
benen Ordnung verschwindet, eventuell aber noch weitere Nullstellen hat. 


Unter einer besonderen Voraussetzung iiber B®" laBt sich jedoch die 
Existenz einer eigentlichen Cousinschen Lésungsfunktion zu V in B®" nach- 
weisen. Es gilt: 

Satz 4. Es sei B®" (n = 2) ein schlichter oder endlichblattriger, endlicher 
Regularitatsbereich iiber dem R®". Die eindimensionale Bettische Gruppe von 
B*" besitze eine Basis*). Sind dann die zu einer Cousinschen Verteilung V 
von Ortsfunktionen in B®” gehérigen charakteristischen Zahlen stimtlich Null. so 
gibt es zu V in B®” eine Lésungsfunktion. 

Anmerkung. Ist » = 1, so gibt es zu einer Cousinschen Verteilung in 
einem endlichen, endlichblattrigen Bereiche ohne Verzweigungspunkte im 
Innern stets eine Lésungsfunktion. Man vergleiche hierzu die im Fueter- 
Festband der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich (1940) erschienene 
Arbeit von H. Behnke und K. Stein, Die Satze von WeierstraB und Mittag- 
Leffler auf Riemannschen Flachen. 


Beweis. Wir approximieren B®" durch analytische Polyeder 4?”. 
43" (( A?” ,. Zu jedem 42" gibt es nach unserer Voraussetzung iiber B*" 
endlich viele Basisketten Ki, I 4 der eindimensionalen Bettischen 
Gruppe 8! von B*" derart, daB jede singulare ganzzahlige geschlossene 
1-Kette AK aus 4;" einer Linearkombination der Kj, ..., Kj, divisions- 
homolog in B*" ist: : 


(2) Ki a a, Ky, 4teeet ay Kr, in B?", «, ganz. 


Diese Darstellung von K! durch Basiselemente von 8! ist auch eindeutig. 
Wir ordnen jedem 4;" einen simplizial zerlegten Teilbereich BZ von B*” zu, 


der die KettenK},. . - Ki ganz enthilt, so da& (2) schon in B?" gilt, und 


fiir den gilt 4" (( Bi" (( Be" ,. Die Ketten K},..., K}, kénnen als doppel- 
punktfreie, orientierte, einfach geschlossene Kantenziige, die einander nicht 
schneiden, auf einer geeigneten Unterteilung der simplizialen Zerlegung von 
B?" gewahlt werden. (Man kann dies stets durch eine Deformation der 
Ketten erreichen.) 


*) Eine solche Basis ist dann stets héchstens abzahibar. 
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Es sei nun F, (z;, . . ., %,) eine im abgeschlossenen Bereich BY" analytische 
Funktion, die dort zu V eine Cousinsche Lésungsfunktion darstellt. (Eine 
solche existiert nach Satz 2 sicher.). Die Funktion 


Ppa y (21s ++ z,) 
Qe (215 - + +» 2n) = T,@,.--%) 


ist nun in Bj" regular und ungleich Null, sie vermittelt also eine stetige Ab- 
bildung von Be" in die im Nullpunkt punktierte Ebene €? — 0 der komplexen 
Zahlen. Wir betrachten diese Abbildung nur auf den Ketten K},, ..., Kj, und 


nennen sie hier 4°"). Nach dem oben zitierten Erweiterungssatz von H. Hopf 
istnun A auf jeden Bereich Bf” ,, fortsetzbar. Denn jeder ganzzahlige Zyklus 
26;,K;,, der mod m nullhomolog in B*” ist, hat, weil die Kj, Basiselemente 
von %! sind, notwendig die Gestalt Sy, (mX},), wird also durch A so ab- 
gebildet, daB sein Bild in €? — 0 die Verschlingungszahl Null mod m mit dem 
Nullpunkt hat. Es sei G, die stetige Funktion, die die auf BY", ,, fortgesetzte 
Abbildung A vermittelt. Dabei sei 4, so groB gewahlt, daB fiir ein », gilt: 
Bry ,(( 452,, (Be? ,,- Dann hat log G, dieselben Mehrdeutigkeiten in 
Ae wie log Q,. Um auch eine in B;" , analytische Funktion S, . ; (21, . . ., 2n) 
mit dieser Eigenschaft zu finden, ziehen wir wieder den schon vorher benutzten 
Satz von Oka heran, von dem wir folgenden Spezialfall benétigen: 


Es sei a (z;,...,2,) eine im analytischen Polyeder 1°" stetige nicht- 
verschwindende Funktion. Dann existieren zwei Funktionen S (z,,.. ., z,, t) 
und A (z;,..., 2, ¢) mit folgenden Eigenschaften: 

1. S und A sind stetig fiir (z,,...,2z,) aus 4°", 0S ¢ <1, ferner ist 

A+ 0, = = 1lb=A(z,. ay 2%, lL) = F 
2. S (z,,..., 2, 0) ist analytisch. 
3. Es ist 
(1 — t)-@ (21, ...,%) + CA (e,..., mm, t) SS (%,.. - | 

Setzt man nun 4?” = At’ und a (z,,..., 2) =G, (2, ...,2,), 80 

folgt die Existenz einer in 4%" ,,, d.h. auch in Bf", analytischen nicht- 
Vi: 





verschwindenden Funktion S, , ,, fiir die log in A;” eindeutig ist. 


8, 

Wir andern nun die Funktionen F, oles ‘ab. Zunichst wihlen wir 
eine in B}" analytische nichtverschwindende Funktion S;, so daB log ( F “S2) 
in 4?" eindeutig ist. Wir setzen F,-S,=F}. Weiter sei S, eine in Bi" 
analytische nichtverschwindende Funktion, fiir die log (Fe 5s) in 43” ein- 


6a) Enthalt Bi” von den Basisketten von S' nur die Nullkette, so sei 4 
die durch Q, vermittelte Abbildung von ganz Bj”. In diesem Falle ist log Q, in 
B2" eindeutig. : 

48* 
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deutig ist. Wir setzen F, -S, =F}. Allgemein lassen sich so Funktionen F* 
gewinnen, die in B?" regular sind, dort eine Lésungsfunktion zu V darstellen 
Fei 
F? 
Sei nun ¢, eine Folge positiver Zahlen mit konvergenter Summe. Es gibt dann 
nach Oka eine in B*" analytische Funktion h, (z;, . . ., 2»), fiir die in 42" gilt: 
Fe. 


log Fe =I} <a 


(Es ist natiirlich ein bestimmter Zweig des Logarithmus gemeint!). Das 


unendliche Produkt 
* 7 Fy | 
PAT GF) 
konvergiert in jedem ganz im Innern von B*" gelegenen Teilbereich nach 
Abtrennung von jeweils endlich vielen Gliedern gleichmaBig, es stellt daher 
in B®" eine gesuchte analytische Lésungsfunktion zu V dar. 





und fiir die log in 4%" eindeutig ist. (Wir setzen dazu noch F, = F*.) 








§ 3. 
Die Quotientendarstellung meromorpher Funktionen. 


Es sei B®" wieder ein Bereich iiber dem R** und ® (z;,..., 2) eine 
in B*” definierte meromorphe Funktion. Gibt es dann zwei in B*" regulire 
teilerfremde Funktionen g (2;, . . ., 2%) und A (z;,..., 2), so daB in B** gilt 


a 
o=;, 


so sagen wir — wie in der Literatur iiblich — in B*" gelte die. Aussage von 
Poincaré. 

Die Aussage von Poincaré steht in enger Beziehung zum zweiten Cousin- 
achen Problem. Das ist leicht zu sehen: ® gestattet in der Umgebung U (P) 
jedes Punktes P von B*" eine Darstellung 
Se. 
hp 
Dabei sind g, und A, in U(P) regular und teilerfremd. Die Funktionen 4, 
bilden in B*” eine zulissige Cousinsche Verteilung V. Existiert zu V eine 
Lésungsfunktion H (2;,..., 2), 30 ist 


G=@0-H 
in B** regular und zu H teilerfremd. Daher ist 
ny, 
7 


eine gesuchte Darstellung von ® in B*". 
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Aus den Uberlegungen des § 2 ergeben sich also Bedingungen dafiir, da8 
in einem Bereich B®" die Aussage von Poincaré gilt. Bevor wir diese Be- 
dingungen formulieren, fiihren wir noch eine Bezeichnung ein. Es sei M2"~* 
die Menge der orientierten, mit den richtigen Ordnungen versehenen Pol- 
stellenflichen von ®. Wir denken uns nun die Schnittzahlen mod m von 
M*"~-? mit den Elementen aller zweidimensionalen Homologiegruppen 
mod m von B®" gebildet. Diese Schnittzahlen sollen die charakteristischen 
Zahlen von ® in B*” heiBen. 

Die charakteristischen Zahlen von ® hiangen nicht daven ab, dab wir 
in der Menge aller a-Stellenfliachen von ® speziell die Polflachen ausgezeichnet 
haben. Vielmehr gilt, wenn M2"~* die Menge der mit richtigen Ordnungen 
und Orientierungen versehenen a-Stellenflichen und H? eiri Element der 
Homologiegruppe mod m von B*” ist: 


S(M2"~*, H?) = 8(M2"~*, H}) (modm). 

Beweis. Es sei zunichst a = 0. Wir approximieren H? durch ein: 
mod m geschlossene Kette K? in einer Zellteilung eines Teilbereichs von B*", 
die sich zugieich zu M2"~* und M2"~—* in allgemeiner Lage befindet. Dann 
sind die Schnittpunkte P, von M3"~* und K? verschieden von den Schnitt- 
punkten Q, von M2"~*? und K?. Wir entfernen aus K? kleine (orientierte) 
Kreise C? um P, und Kreise D? um Q,. So entsteht aus K? eine berandete 
Kette K**, und es gilt 

Rd K?* = Sa,C} + Lb, D}. 
’ ba 
Dabei ist 
C} = RdC? und D} = RdD?. 
Es seien C?, D}, K*? die durch t = ® (z;, ..., z,) in der t-Ebene vermittelten 
Bilder von C}, D}, K¥*. Dann ist nach Hilfssatz 1: 


S(Mj5"~*, K?) = —B(0, Sa,C}) (mod m). 
Weiter ist mod m: 
S(M2"~*, K?) = — B(@, Yb, D}) 
a 
= +8(0, £b,D;) 
“Me 


Also 
(1) S(Mj"~* — M2"~*, K?) = — B(0, Fa,C} + Lb, D)). 
Nun ist aber ' 5 
(2) B(0, La,C, + Lb, Di) = 80, K?*) = 0, 
¥ “u 


denn K*? bedeckt den Nullpunkt nicht. Aus (1) und (2) folgt 
S(Mo"~*, Ki) = 8(M2"~*, K?), 
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also 
S(M2"~? H?) = S(M2"~*, H?) (mod m). 
Betrachtet man statt ® die Funktion ® — a, so ergibt sich ebenso 
S(M5"~*, Hi) = S(M2"~*, H?) (mod m). 

Aus den Ergebnissen des § 2 fdlgt nun unmittelbar: 

Satz 5. Eine im endlichen, endlichblattrigen Regularitdtsbereich B*” tiber 
dem R®" meromorphe Funktion ® (z,,...,2,) besitet in B®" nur dann eine 
teilerfremde Quotientendarstellung, wenn die charakteristischen Zahlen von ® 
in B®” stimtlich Null sind. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so lapt sich ® 
in jedem ganz im Innern gelegenen Teilbereich von B®" als Quotient teilerfremder 
regulirer Funktionen darstellen. Hat B*" die Eigenschajt, da die eindimensionale 
Bettische Gruppe von B*" eine Basis besitzt, so gestattet D eine solche Darstellung 
in ganz B*". 





Verzichtet man auf die Forderung, daB eine gesuchte Quotienten- 
darstellung von @ teilerfremd sein soll, so la8t sich ® in einem endlichen 
endlichblattrigen Regularitatsbereich B*", falls die charakteristischen Zahlen 
von ® in B®” simtlich Null sind, stets als Quotient von in B®” regularen 
Funktionen darstellen. Denn ist in U (P) — 


a = 

so gibt es nach Satz 3 zu der durch die g, bestimmten Cousinschen Ver- 
teilung V eine in B*" regulare Funktion G (z,,...,2,), die auf den durch V 
gegebenen Nulistellenflachen mindestens in der vorgeschriebenen Ordnung 
verschwindet. Also ist 

F=90-G 
in B®” regular und 
7 
G 
eine Quotientendarstellung von @ in B*". Es gilt also 


Satz 6. Ist die Funktion ® im endlichen, endlichblittrigen Regularitats- 
bereich B®" meromorph und sind die charakteristischen Zahlen von ® in B*" 
siimtlich Null, so gestattet ® in B** eine Darstellung als Quotient regularer 
Funktionen. 

Sind die charakteristischen Zahlen von ® in B*" nicht simtlich Null, so 
gestattet ® in B*” unter Umstinden auch noch eine Quotientendarstellung. 
In diesem Falle besitzen aber nach Satz 5 die Zahler- und Nennerfunktion 
notwendig gemeinsame Teiler. Beispiele hierfiir werden sich aus den Unter- 
suchungen des nichsten Paragraphen ergeben. 


= 
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§ 4, 
Die Probleme von Cousin und Poincaré in Zylinderbereichen. 


Wir geben zunichst im R* einen Bereich an, in dem die zweite Cousinsche 
Aussage nicht gilt. Es sei D* der Bereich 


Ds: (0 <|w|< po, 0<|z| < o). 
In D* betrachten wir die analytische Flaiche 
se saw = of ew, 


Sie liegt singularitatenfrei in D* und besitzt dort keine Verzweigungsstellen 
und Doppelpunkte. Wir denken sie uns durch eine Cousinsche Verteilung V 
von Ortsfunktionen als Nullstellenfliche erster Ordnung vorgeschrieben. 
Eine solche Verteilung V erhalt man folgendermaBen: Liegt der Punkt P 
nicht auf §*, so sei {fp = 1 und die Umgebung U (P) so klein, daB sie §* nicht 
trifft. Liegt dagegen P auf §, so sei fp =z — w' und U (P) so klein, daB fp 
dort eindeutig bleibt. (Es ist natiirlich der auf %* verschwindende Zweig 
von z — w' gemeint!) 

Wir behaupten nun, daB zu V keine Lésungsfunktion existiert. In der 
Tat! Sind L', L' die positiv durchlaufenen Einheitskreise der w- und z-Ebene, 
so ist T? = L’ x Li} + 0 in D* (in bezug auf den Ring Gp der ganzen Zahlen 
als Koeffizientenbereich)’). Man erkennt in einfacher Weise, daB die Schnitt- 
zahl 

S (¥, T?)= +1 
ist. Nach Satz 1 kann es daher zu V keine Lésungsfunktion geben. 

Andererseits laBt sich leicht eine mehrdeutige Funktion H (w,z) kon- 
atruieren, die genau auf §* in der verlangten Ordnung verschwindet. Wir 
setzen 


H, (w, z) = IT: ~ r yar tepee2). 


0 


A; (w, 2) =[]( 7 gas) 


a=1 





Die unendlichen Produkte konvergieren absolut und gleichmaBig fiir 
0 < 9, <|z| <0, < ©;'w in einem einfach zusammenhingenden, den 
Nullpunkt nicht enthaltenden Bereich; sie stellen also in D* regulire mehr- 
deutige Funktionen dar. (Fiir log w soll in allen Faktoren derselbe Zweig des 
Logarithmus genommen werden.) Sei nun 
nate , 
H(w,z) =e4* 1-*.H, (w, z)-He(w, 2). 


7) Wir beschranken unr in diesem Paragraphen durchweg auf den Ring ©, 
der ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich. 
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Die Funktion H (w, z) ist nun von der verlangten Art: sie verschwindet genau 
auf in erster Ordnung. AuBerdem bleibt sie bei festen w und variablem z 
eindeutig, und bei festem z und positivem Umlauf von # um den Nullpunkt 
erhalt sie den Faktor z. Wir deuten diese Eigenschaften in folgender Weise 
symbolisch an: 

L' {H (w, z)}‘= 2-H (w, 2), 

L {H (w, z)} = H (w, 2). 
Setzt man 

A (w, z) = H(<.2). 

so hat man eine Funktion, die auf der Flache 
Re : s= wo! 


genau in erster Ordnung verschwindet. Af (w, z) hat folgende Mehrdeutigkeits- 
eigenschaften: 


Le | (w,2)) = =-H (w,2), 
Li \A (w, z)}} = H (iv, 2). 
Man iiberlegt sich auch leicht, daB 
S(%, T2) = —1 


ist. 

Ahnliche Beispiele von Cousinschen Verteilungen, zu denen keine ein- 
deutigen Lésungen existieren, lassen sich in allen Zylinderbereichen mit 
mindestens zwei mehrfach zusammenhingenden Projektionen konstruieren. 
Andererseits wird sich im folgenden herausstellen, daB sich in jedem Zylinder- 
bereich Z*" zu jeder Cousinschen Verteilung V eine in bestimmter Weise 
mehrdeutige Lésungsfunktion angeben la6t, und zwar hangt diese Mehr- 
deutigkeit eng mit den charakteristischen Zahlen von V in Z*" zusammen. 
Um das zeigen zu kénnen, benétigen wir einen Hilfssatz. 


Hilfssatz 2. Es seien K' wnd K! zwei einfach geschlossene Jordankurven 
in der w- und z-Ebene; sie seien so orientiert, daB die umschlossenen Gebiete zur 
Linken bleiben. K', und K‘ seien eingebettet in schmale Streifengebiete G* 
und G*. Sei weiter D (w,z) eine in G2 x G definierte regulare Funktion mit 
folgenden Etgenschaften : 

1. Bei festem w und variablem z bieibt ® eindeutig, symbolisch: 


Ki {®} = @. 
2. Wird z festgehalten und durchlauft w die Kurve K!, so erhilt D einen 
Faktor { (z), symbolisch: 


Ki {®} = f (z) - ® (w, z). 
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Dabei sei f (z) in G* regular, eindeutig und ungleich Null. Wir bezeichnen 

das durch die Abbildung 
t = f (2) 
in der t-Ebene vermittelte Bild von K' mit K}, und mit M? die Nullstellen- 
mannigfaltigkeit von D (w,z). Dann gilt 
S (M2, K} x K}) = 8(0, R)). 

Ist also B (0, K1) + 0, so besitzt D in G2 x G? Nullstellen. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, da8 die von K* und K! umschlossenen 
Gebiete die Nullpunkte der w- und z-Ebene enthalten und daf diese Punkte 


nicht in G2 bzw. G? liegen; anderenfalls fiihren wir zunichst lineare Trans- 
formationen in w und z aus. Sei nun 


%(0,K}) =» 
und etwa » = 0. Wir betrachten die Funktion 


1 a” 

y (w,z) = @ (w, z)- (H (w, 2))- ¥, eri log w - log Tw, 
(H die oben definierte Funktion). Y (w,z) ist in G2 x@ eindeutig; ihre Null- 
stellenmannigfaltigkeit M? setzt sich zusammen aus M2 und der mit der 


Ordnung — v versehenen Flaiche * (wir bezeichnen diese mit — »v - }?). 
Nach Satz 1 ist also 


0 = S(Mj, Ki x K}) = S(M2 — ». 9, K} x K}), 
= S(M2, K} x K}) — »-S8(%, Ki x K}). 
Es ist aber 
S(§, Ke X Kz) = 1, 


also 
S(M2, K} x K}) = », 


1 vad 
Ist » > 0, so multipliziere man ® (w, z) mit (A (w, z))’ Jn az) und 
schlieBe entsprechend. 


Wir kénnen nun beweisen 


Satz7. Es sei Z‘ ein Zylinderbereich R* mit den Projektionen ©” und ©. 
In Z sei eine Cousinsche Verteilung V von Ortsfunktionen vorgegeben. Dann 
gibt es eine in Z4 unbeschriinkt regular fortsetzbare Funktion F (w, z) mit folgenden 
Exgenschaften : 

1. F (w,z) verschwindet genau auf der durch V bestimmten Nullstellen- 
mannigfaltigkeit in der richtigen Ordnung. 

2. Bei festem w und variablem z bleibt F (w,z) eindeutig. 

3. Wird z festgehalten und durchliuft w eine geschlossene srientierte Kurve . 
K} in 6™, 80 erhilt F einen nur von z und der Homologieklasse von K*, in 6 
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abhiingenden Faktor f (z), dabei ist f (z) in G regular, eindeutig und ungleich 
Null, symbolisch : 

Kx {F (w,2)| = { (2)-F (w, 2). 
Sei weiter K' eine orientierte geschlossene Kurve in © und K' das durch die 
Abbildung t = { (z) erzeugte Bild von K' im der t-Ebene. Dann ist 

S (M2, Ky x K?) = B (0, K}). 
Dabei ist M? die durch V bestimmte Nullstellenmannigfaltigkeit. 


Beweis. Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich aus Hilfssatz 2. 
Wir haben also nur zu zeigen, da eine Funktion F (w, z) der angegebenen Art 
existiert. Hierzu approximieren wir 6 und 6“ durch Bereiche G” bzw. 6, 
derart daB 


6 CGP CG, baw. GP? ( G1 (6%. 
6” und 6 sollen auBerdem jeweils von endlich vielen stiickweise glatten 
Jordankurven 
Cv. Cry’, .... Erm, baw. C52, .. .. C2, 


berandet werden. Dabei seien ©”, bzw. C{),, die duBeren Rander von 6” 


ung 


bzw. 6”. Wir verbinden €,” mit cy durch eine ganz in ©‘ verlaufende 


Jordankurve, ebenso €{' mit €,'; usf., und schlieBlich C{),_, mit €{"). 
Diese Kurven seien 3;”,..., 3.1. Sie seien so gelegt, daB sie weder sich 
selbst noch einander siieteiiien. Nimmt man die Punkte von 3”, . a 


aus ©‘ heraus, so erhalt man einen einfach susemmenhingenden Bereich 
G*”, dessen Rand aus den Kurven €{), ..., €'),, Ji”, ..-, SP_1 besteht. 
In 6*™ x 6G laBt sich 2u der gegebenen Cousinschen Verteilung V nun eine 
eindeutige Lésungsfunttion f, (w,z) finden. Diese kann insbesondere so 
konstryiert werden, d2B sie bei “beiderseitiger Annaherung von w an die 


Kurven 3;”, ..., 3i?_, noch regulir bleibt. Es seien ff und fy die beiden 

Zweige von /; bei Annaherung an 3”. Dann ist der Quotient ©. regular und 
1 

ungleich Null fiir w auf 3{”, z in 6. Wir wihlen eine rationale Funktion 

R® (z) mit Polen und Nullstellen auBerhalb 6, so daB fiir solche w, z die 


Funktion lo; fv - R® (z)) eindeutig und regular ist. Dann bilden wir 
e( it 
hi 
fr 
log (+ Fi -R, zn @ ) 


y—w 








J, (w,2z) = — | 


mt 
(r 
3f 


dn 


und setzen 


fe (w, z) = fy (w, 2) - e789, 
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fe (w, 2) ist auch eine Lésungsfunktion zu V in@*“ x G®. Sie hat auBberdem 
die Eigenschaft, daB sie sich, wenn man in der w-Ebene 3” vom negativen 
zum positiven Ufer iiberschreitet, mit dem Faktor R®) (z) multipliziert. 

Wir verfahren nun mit fp und 3” wie soeben mit /; und 3” und erhalten 
so eine Funktion /,. Auf diese und 3{’ wenden wir das gleiche Verfahren an, 
und so fahren wir fort. Zum Schlu8 gelangen wir zu einer Funktion /,,_, = F,,.. 
Diese ist wiederum eine Lésungsfunktion zu V in 6*“” x Gi. Sie ist ferner 
in 6 x G® unbeschriinkt regulir fortsetzbar. Ihre Mebrdeutigkeit laBt 
sich, wenn kK irgendeine orientierte geschlossene Kurve in 6 ist, sym- 
bolisch durch 


Ki \F,,(w,2)} = R(z)-F,4(w, 2) 


charakterisieren, dabei ist R(z) eine rationale Funktion, deren Null- und 
Polstellen auBerhalb G liegen und die nur von der Homologieklasse von 
K* in 6 abhangt. © 

Die Funktionen F, , (w, z) werden nun geeignet abgedndert, und sodann 
wird mittels eines unendlichen Produktes eine Lésungsfunktion fiir den 
Gesamtbereich Z* = 6” x 6 konstruiert. Hierzu betrachten wir die 
,,Sprungfunktionen“ R® (z), ..., R°—” (z). Der Quotient 


Rien +1 (2) 
Ri, (2) 


besitzt Null- und Polstellen héchstens auBerhalb G’. AuBerdem ist sein 
Logarithmus in G'f’ eindeutig, denn die Mehrdeutigkeiten von log Ri. , (z) 
und log R® (z) charakterisieren nach Hilfssatz 2 die gleichen Schnittzahlen 
gewisser geschlossener 2-Ketten mit den durch V vorgeschriebenen Null- 
stellenmannigfaltigkeiten. Wir suchen zunichst eine in 6“ regulire, nicht 
verschwindende Funktion H® (z) mit der Eigenschaft, daB fiir alle uw der 
Quotient 





H,” (z) 

Bri (2) 
einen eindeutigen Logarithmus in G hat. Eine solche Funktion lat sich 
aus den R‘) (z) in folgender Weise gewinnen: Man wihle eine Folge ¢, von 
positiven Zahlen mit konvergenter Summe. Dann approximiere man 

RY | 
log wut durch eine rationale Funktion r“? (2), deren Null- und Polstellen 
vu 2 

auBerhalb von 6 liegen, so daB in G** gilt 





Ri), , (2) 


(e) 
—f Zi< &. 
R® (2), Mu ( ) ” 
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(Es ist natiirlich ein bestimmter Zweig des Logarithmus gemeint!) Eine solche 
Funktion r® (z) existiert sicher nach dem Rungeschen Satz. Das unendliche 
Produkt 





RY (@)) Ro — ro) 
(e) r —rie ru +1 
BS (Gay 1 ): eee .( R®, -@e *) +. 
konvergiert, jeweils nach Abtrennung endlich vieler Glieder, in jedem 6% 
gleichmaBig, es stellt also eine in 6 regulire Funktion dar. Diese hat die 
geforderte Eigenschaft, wir nennen sie H“’ (z). 
Wir andern nun die Funktionen F,, ab: Es seien w = w,;,,j7 = 1,..., 
— 1, Punkte der w-Ebene innerhalb €') und auBerhalb 6”. Wir setzen 
H® (2 
5 at, Taxi 08, oo rR” 
Fee = e "a -F, ue 
i=) 


Das Mehrdeutigkeitsverhalten von F*, lat sich durch 
CM FS,) = HY (2)-FY, 


beschreiben; der Faktor A‘ (z) hangt dabei von u nicht mehr ab, ist also fiir 
alle « derselbe. “t 

Aus den F*, werden durch eine weitere Abanderung Funktionen F,,, ge- 
wonnen, so daB die Quotienten 


= 


Ton 


F, —ila-l : 
in 6” x G eindeutig bleiben. Angenommen, dies sei fiir »’ < » schon 
geschehen. Ist dann etwa €™) ae. abhangig von den €? 


v—1,j° 
(r-1 . 
C9 ~E “af 6, ; in 6, 
so bilden wir 
Fe) j' log a” A) 
~ is Faz toe (we — rs" ——— 
,, - T]e log HV (2) Pty. 
ii 
Dabei seien H® , die den €™” 1,j Zugeordneten (evtl. schon abgednderten) 
,Sprungfunktionen“, und es ist zu multiplizieren iiber alle j’, fiir die C{), 
homolog abhingig von den €\), , ist 
SchlieBlich werden die Funktionen F, , zu Funktionen F’, so abgeandett, 
da8 das unendliche Produkt 


’ 7 Fi 4+1,9+1 
| a ——_—S 
r Fy 


y=l1 
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in jedem Bereich 6 x G jeweils nach Abtrennung endlich vieler Glieder 
gleichmaBig konvergiert. Wir setzen 

Poo = F,,, Fi, ™ F,,. 


Es sei 6, eine Folge positiver Zahlen mit konvergenter Summe. Angenommen, 
die F,, seien fiir » < k schon so bestimmt, daB 


rr 


evt< < et* in 6, x G6 >. 








F #8 1,*r—1 
Wir wahlen eine in Z¢ = 6“) x G* regulare nichtverschwindende Funktion 
G, (w, z), so daB in G™, x Ge, gilt: 
P+ 


Lk+1 g w.2 
Fie x ( , ) 


(G, (w, z) existiert sicher, denn 6”), x G("_, ist regular ausdehnbar auf Z*.*) 


e tle < et +1, 








F, 
AuBerdem hat man zu beriicksichtigen, daB log a eel durch Multiplikation 
kk 


F 
von a mit einer in Z* reguliren, nichtverschwindenden rationalen 
kk 
Funktion eindeutig gemacht werden kann!) Wir setzen dann 
Fie 1,0 +1(0,2) = Fes ,n 41° Ge (to, 2). 
Die Funktion 


, 7 F. +1,¥+1 
F (w,z) = Fi [[-* 
ist nun eine Lésungsfunktion mit den im Satz 7 angegebenen Eigenschaften. 

Damit ist Satz 7 bewiesen. 

Wir wenden Satz 7 insbesondere auf den zu Anfang betrachteten Be- 
reich D* an. Zu jeder Cousinschen Verteilung V’ in D* gibt es also eine Lésungs- 
funktion F (w, z), die bei festem w und variablem z eindeutig bleibt und bei 
positivem Umlauf von w in der w-Ebene einen in der punktierten z-Ebene 
reguléren eindeutigen und nichtverschwindenden Faktor f(z) erhalt. log f (z) 
erleide bei positivem Umlauf von z um den Nullpunkt — etwa lings des 
Kinheitskreises Z} — eine Veriinderung vom Werte k - 2-11. [Das durch f (z) 
vermittelte Bild von L! hat also mit dem Nullpunkt die Verschlingungszahl k.] 
Wir gewinnen nun, indem wir setzen 


1 zk 
F* (w, z) = eft 6" KTS. Pw, 2), 


eine neue Lésungsfunktion F* (w, z) zu V in D*, die bei positivem Umlauf von w 
um den Nullpunkt den Faktor z* erhalt und sonst eindeutig bleibt. So folgt: 


*) Siehe (4). 
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Satz 7a. Zu jeder Cousinschen Verteilung V in D* gibt es eine ana- 
lytische Liésung F (w,z) mit den Eigenschaften 


Li. {F (w, z)} = 2‘. F (w,z), k ganz, L' {F (w,z)} = F (w, z). 


Dabei ist k die zur Bettischen Basis B® = L' x L} gehérige charakteristische 
Zahl von V in D* (in bezug auf den Koeffizientenbereich Go). 

Umgekehrt besitzt nach Hilfssatz 2 jede Funktion mit diesen Eigen- 
schaften, falls k + 0 ist, Nullstellenflichen, deren charakteristische Zahl in 
bezug auf B® und Gp gleich & ist. 

Satz 7 laBt sich unmittelbar auf Zylinderbereiche im R*” iibertragen. 
Wir begniigen uns damit, die entsprechende Aussage zu formulieren, und ver- 
zichten hier auf die Durchfiihrung des Beweises, der analog wie im Falle 
zweier Verinderlichen verliuft und keine neuen Gesichtspunkte liefert. 
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Satz 7b. Es sei Z*" = G*” x --- x G") ein Zylinderbereich im R?". 
In Z*” sei eine Cousinsche Verteilung V von Ortsfunktionen vorgegeben. Dann 
gibt es eine in Z*" unbeschzinkt regular fortsetzbare Funktion F (z,, . . ., 2) mit 
folgenden Exgenschaften : 
1. F verschwindet genau auf der durch V bestimmten Nullstellenmannig- 
faltigkeit M*"~* ix der richtigen Ordnung, 
2. bei festem z,;, 1 > 1, und variablem z, bleibt F eindeutig, 
3. werden die z,,k + i,i > 1, festgehalten und durchliufi z, eine orientierte 
geschlossene Kurve K}, in G'*, so erhalt F einen Faktor a) R, (z,); 


dabei ist R, (z, ) in 6°”) regular, eindeutig und ungleich N ull, ogusbolioeh 
Kz, (P| = (17 B,(2))-F. 


Set weiter Rt, (v < 1), etme geschlossene orientierte Kurve in 6" und kK} das 
durch die Abbildung t = R, (z,) erzeugte Bild von K’ in der t-Ebene. Dann ist 


s(M?*-*, K! x Kt) = — 8(0, R}). 


Jeder Cousinschen Verteilung V in einem Zylinderbereich ist so in allen 
Fallen wenigstens eine multiplikativ mehrdeutige Lésungsfunktion zugeordnet, 
und die charakteristischen Zahlen von V sind durch die ,,Multiplikatoren“ 
eindeutig bestimmt. Es taucht nun die Frage auf, ob sich umgekehrt zu will- 
kiirlich vorgegebenen charakteristischen Zahlen stets eine zugehérige Cousin- 
sche Verteilung konstruieren laBt. Fiir Zylinderbereiche konnen wir dies in 
der Tat beweisen. Es gilt 


Satz 8. Es sei Z*" ein Zylinderbereich im R*", ferner B?, ..., B®, ... 
eine zweidimensionale Homologiebasis in Z*" und a,, ..., @,, . . . eine beliebige 
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Folge ganzer Zahlen. Dann gibt es in Z*" eine Cousinsche Verteilung V, so dap 
fiir die durch V bestimmte Nullstellenmannigfaltigkeit M?"—* gilt 


«8S (MP*-*, BY) = a, k=1l,..:, 9% 
Wir beweisen den Satz zunichst fiir n = 2. Dazu bendtigen wir 


Hilfssatz 3. Es seien wo, w, zwei Punkte in der w-Ebene und 2, Z, 2wet 
Punkte in der 2-Ebene. $ sei ein die Strecke 22, ganz im Innern enthaltendes 
Streifengebiet der z-Ebene, ferner k eine ganze Zahl. Dann gibt es eine analytische 
Fliche % mit folgenden Eigenschajten : 

1. § wird lediglich singulir auf den 4 Ebenen w = wo; w = w,, z = 2%, 

2= 2%. 

2. Ftir w mit |w ~ wo| > e, |w — w,;| > e hat F nur Punkte w, z mit 
z im §. 

3. Sei K', ein die Punkte wo, w, trennender Kreis der w-Ebene und K? ein 
die Punkte 2, 2; trennender Kreis der z-Ebene. Weist. man dann FF die 
Ordnung |k| 2u, so gilt 

S (§, Ki, x K') =k. 

Beweis. Wir nehmen an, wo bzw. % liege im Innern von K', bzw. K'. 
Dann bringen wir durch eine K} bzw. K! festlassende lineare Transformation 
in w bzw. z die Punkte w, bzw. z; ins Unendliche; wo bzw. z mégen dabei 
iibergehen in w), bzw. z,. Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit 
anzunehmen, daB K', bzw. K! mit wo bzw. % die Verschlingungszah] + 1 hat. 
Das Bild §’ von § umfaBt ganz einen Winkelraum W?, y der Offnung 6 in 
bezug auf den Punkt 2, ferner liegt das Bild des w- ipetialins |w — wo| > e, 
|w —w;| > e ganz im Innern eines Kreisringes 6”: 1, <|w’ — w)| < re. 
Wir wahlen nun eine positive Zahl C, so daB 


1 r ; 
log = -|k| < € 


ist. 


Dann hat die Flache 


a 

Ry = (w'— mo 
fiir w’ aus G'"” lediglich Punkte w’, z’ mit z’ aus W?. . Machen wir die vor- 
genommenen linearen Transformationen wieder riichgingig, so erhalten wir 
aus j§?’ eine Fliche §* der gesuchten Art. 

Nun zum Beweise von Satz 3 fiir den Fall n = 2. Es seién 6G" und 6“? 
die Projektionen von Z*, also Z* = G'”” x 6’. Wir diirfen annehmen, daB 
die Punkte z = o@ bzw. w = o innere Punkte von 6 bzw. G'"” sind, 
sonst fiihren wir lineare Transformationen in w und z durch. Sodann approxi- 
mieren wir 6 und G'” durch Bereiche 6‘ bzw. G‘"’ mit folgenden Eigen- 
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schaften (wir formulieren diese nur fiir die 6, entsprechendes soll gelten 
fiir die 6%”): 
1. 6? (GP. G6. 


2. 6© wird berandet durch endlich viele stiickweise glatte Jordankurven; 
insbesondere besitze 6 eine einzige Randkurve C€{’. 


3. 6, , gehe aus 6 dadurch hervor, daB innerhalb des von einer Rand- 
kurve von 6 eingeschlossenen Gebietes mindestens eine aber héch- 
stens zwei Randkurven von @‘*., neu auftreten. Innerhalb jeder 
Randkurve von 6“ liegt also mindestens ein Randpunkt von 6”. 


Fiir die Randkurven der 6 fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 
G besitzt- héchstens zwei Randkurven im Innern von €{, wir nennen sie 
€) und (falls existierend) €{). Die Randkurven von 6{” liegen im Innern 
von © und C4}; sie mégen bezeichnet sein mit Cf),, Cf) ,, CF},, Ci, (falls 
sie alle existieren). Allgemein sei durch ©, |, eine Randkurve von 6” 
gekennzeichnet, diese liegt im Innern von€{? ,_,- Dabei ist 1, gleich Null 
oder Eins. Das von €{? _, umschlossene Gebiet heibe Bi? _ , . 

Innerhalb jedes Sf, liegt mindestens ein Randpunkt von 6, 
Zwischen solchen Randpunkten werden in folgender Weise Verbindungs- 
strecken konstruiert: Es sei fiir Bj |, der Index i, = 1, also Bi! ,, 
o und Bf iy—»1 Je einen 


Randpunkt von ©", so daB deren Sethennne méglichst klein ist, und ver- 
binde sie durch eine Strecke. In dieser Weise ist jedem Gebiet Bi 
mit letztem Index | eine Strecke 5,” _,_, zugeordnet. 

Wir behaupten, daB die Lange der 8S, ,,_,,, mit wachsender Index- 
anzahl » gegen Null geht. Ware dies nicht der Fall, so gabe es eine Folge von 
Strecken, die gegen eine Grenzstrecke P,P, der Linge L + 0 konvergierten. 
Diese Folge kann so gewahit werden, daB die Anfangs- und Endpunkte der 


zugehérigen Strecken simtlich in einer Folge ineinandergeschachtelter Ge- 
biete BY ,, liegen; Po und P; gehéren somit zu demselben Randkontinuum R 
von 6. Sei nun P,P, eine der gegen P,P, konvergierenden Strecken; sie 
sei so gewahlt, daB P,P, < PP’ und PP, < PP). P,, baw. P; liegt 
innerhalb Bf, ,.o baw. Bi, ,,1- Genau eines dieser - Gebiete, 
etwa By ig 0 umfaSt das Kontinuum ®. Dann aber kénnten P’, P/ 
nicht zwei Randpunkte von Gj innerhalb von Bi? , 9 und 
Bir jy —y1 Mit minimaler Entfernung sein, denn es ist ja PoP, < EF, 
dabei liegen P, und P’, beide innerhalb 8 





gy Igy - «oy by — 30° 
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Wir umgeben nun die Strecken S/?  , _., mit schmalen Streifen- 
gebieten ${ ,,_,,1» die mit wachsendem » gleichfalls zusammenschrumpfen 
sollen. Dann kann jeder Punkt aus 6‘? héchstens in endlich vielen 
9" coy fy—,,1 Hegen und auch nicht Haufungspunkt von Punkten aus 
unendlich vielen solcher Gebiete sein. 

Als eindimensionale Homologiebasis in 6‘ kénnen wir simtliche orien- 
tierten Kurven Cc; ' cece ly—gofy BEhmen, deren letzter Index t, = 1 ist. Sie sind 
durch ihre Indizes in natiirlicher Weise angeordret; diese Folge bezeichnen 
wir zur Abkiirzung mit €*‘); die zugeordneten Streifengebiete heiBen §*“’. 
Entsprechend definieren wir CF“ und §¥“”’. Dann stellen alle tepologischen 
Produkte €*'“’ x €*) eine zweidimensionale Homologiebasis in Z* dar. 

Jedem ge"-x €*) ist nach Voraussetzung eine ganze Zahl @,, als 
charakteristische Zahl der gesuchten Verteilung V zugeordnet. Wir zerlegen 
die Matrix (a,,) in zwei Teile (a, «) und (a,.4) derart, daB 

(ao) + (a6) _ (4,0) 

und 

a, =4,, fir @So,a,,=0 fir @ >a, 

a, =@,, fir @>o,a,,=—90 fir eso. 
Wir konstruieren nun zunichst eine Verteilung V’, die zur Matrix (a, «) gehért. 
Dazu ordnen wir die CF‘ x CF” mit 9 So lexiagraphioch, wobei o als 
erster und ¢ als sweiter Index betrachtet werden soll, und erhalten so eine 
Folge B’,. Jedem B® wird nun in folgender Weise eine Flache {%, zugeordnet: 

1. Der 2-Kette €¥‘”’ x €# = B? ordnen wir eine Fliche §? gemaB 
Hilfssatz 3 zu, deren singulire Punkte lediglich in den Endpunktebenen der 
den Kurven Cf“ und €¥“ zugeordneten Strecken liegen, die ferner keine 
Punkte in G*“” x (E? — §*) (E® die z-Ebene!) hat, und fiir die gilt 

S (hi, © x C%) = signa. 
Auf §? schreiben wir die Ordnung |a;,| vor. 


2. Angenommen, es seien schon allen B*, fiir m < mp Flachen ¥, mit 
zugehérigen Ordnungen f,, zugewiesen, so daB gilt 


8( 5 kB}, B3) = by 


(b,, die B®, zugeordnete chanabtestetiocks Zahl!). Sei BE, = C# x C*, 
Wir wahlen gemaB Hilfssatz 3 eine Fliche §,,, deren singulize Punkte lediglich 
in den Endpunktebenen der den Kurven €? ) und * zugeordneten Strecken 
liegen; die ferner keine Punkte auBerhalb G*™ x (Ei — $$”) hat und der 
eine solche Ordnung k,,, zugewiesen ist, dab gilt 


8( 3k 87, BE.) = ba, 


Mathematische Annalen. 117. 49 
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Man iiberlegt sich leicht, daB fiir m < mp stete gilt 
S (km, Ging, Bm) = 0. 


K. Stein. 


Also haben wir 
(1) S( 5 k%}, Bn) = b.. 
} 


Die mit derf Ordnungen k,, versehenen Flichen 2, lassen sich in 
Z4 = &” x 6 durch eine Cousinsche Verteilung V’ vorgeben, denn in der 
Nachbarschaft jedes Punktes von Z* treten gem&8 ihrer Konstruktion nur 
endlich viele ¥, auf. Die zur Basis €¥“” x CF“ gehdrigen charakteristischen 
Zahlen von V’ sind nach (1) gleich a’,,, (0 S 0). 

Man erhalt nun eine zweite Verteilung V’’, die zur Matrix (a,’,) gehért, 
dadurch da8 man die Rollen der w- und z-Ebene vertauscht und entsprechend 
verfahrt. (Man hat nur zu beachten, da8 bei der Vertauschung von w und z die 
Vorzeichen der a, « geandert werden miissen.) Bezeichnet man die zu V’ 
bzw. V” gehérigen Ortsfunktionen und Umgebungen mit /}, U’ (P) bzw. 
f>, U" (P), so definieren wir durch 


fp = fp: fy, U(P) = D(U' (P), U" (P)) 


eine Cousinsche Verteilung V = V’ + V” in Z*. Diese hat nun die im Satz 8 
fiir den Fall » = 2 angegebenen Eigenschafton. 

Es ist jetzt leicht, den Satz 8 auch fiir allgemeines » zu beweisen. Es sei 
2” = G* x --- x G*". Wir fassen die 6’ auf alle méglichen Arten 
paarweise zu Zylinderbereichen Z7, = 6G x 6°” (i < k) zusammen. Alle 
Homologiebasen ‘B?, der Z*, bilden zusammen eine Homologiebasis von Z**. 
Der Basis B?, von Z?, ist also eine Menge a?, von natiirlichen Zahlen als 
Menge der zugehorigen charakteristischen Zahlen zugeordnet. Wir konstruieren 
hierzu eine Verteilung V,, wie oben. Die in V,,.vorkommenden Funktionen 
{> und Umgebungen U;,(P) von P hangen zwar explizit nur von den Ver- 
anderlichen z, und z, ab, wir kénnen sie aber auch als Funktionen und Um- 
gebungen in Z*" auffassen. Dann hat die Verteilung 


V=elVin 
i<k 
die im Satz 8 geforderten Eigenschaften. 
Damit ist Satz 8 bewiesen. 
Folgerung. Jede in einem Zylinderbereiche Z*" vorgegebene Cousinsche 
Verteilung V lapt sich zu einer Verteilung V’ erginzen, die eine eindeutige 
Aus dieser Bemerkung ergibt sich nun auch, da8 jede in einem Zylinder- 
bereich Z** meromorphe Funktion @ (z,,. 





-+»%) dort eine Quotienten- 
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darstellung durch regulire Funktionen besitzt. In einer Umgebung U (P) 
jedes Punktes P von Z*" gestattet nimlich ® eine Darstellung 


= ie, fp und gp teilerfremd. 
P 


Die gp bilden mit den U (P) eine Cousinsche Verteilung V. Erginzen wir V 
zu einer Verteilung V’, die eine eindeutige Lésung G (z,,...,z,) besitzt, 
so ist 
@ (2,, .. ., Mm) GO (21, ..., mq) = F (2,..-, %) 
eine in ganz Z*" regulire Funktion. Also haben wir in Z*" 
F 


G 
Somit gilt 
Satz 9. Jede in einem Zylinderbereich Z*" meromorphe Funktion lapt 
sich dort als Quotient von reguliren, allerdings nicht notwendig teilerfremden 
Funktvonen darstellen. 


§ 5. 
Regularitatsbereiche, in denen der Rungesche Satz nicht gilt. 


Fiir alle schlichten Bereiche © der klassischen Theorie besteht bekanntlich 
der Satz von Runge, daB8 sich jede in © regulire Funktion im Innern von 6 
gleichmaBig durch rationale Funktionen approximieren laSt. Es ist seit 
langerem bekannt, da8 in der Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen 
eine entsprechende allgemeine Aussage sicher nicht gilt: Gegenbeispiele 
liefern die schlichten Bereiche mit nicht-schlichter Regularitatshiille. Aber 
es war bis jetzt vollig offen, ob nicht wenigstens in allen schlichten Regularitits- 
bereichen B®" eine dem Rungeschen Satz entsprechende Aussage Giiltigkeit 
hat. Unsere Uberlegungen setzen uns in den Stand zu-zeigen, daB auch dies 
nicht zutrifft®). Es gilt: 


Satz 10.. Es sei B®” ein schlichter Regularitdtsbereich im R®" und K? eine 
geschlossene™) singuldre Kette in B®". Fewer sei &°"~* eine analytische 
Flache in B®" derart, daB S (%"—*, K2) + 0 ist und die Schnittzahlen in den 
einzelnen Schnittpunkten von K? und %*"~*, aus denen sich die algebraische 
Summe S (%"~*, K2) zusammensetzt, sdmtlich dasselbe Vorzeichen haben. 


®) Es ist zugelassen, da die approximierenden rationalen Funktionen 
R,(2,, -.-» %») im Bereich B®” Polstellen besitzen; diese miissen dann allerdings i+ 
wachsendem » gegen den Rand von B®” gehen. 
10) Wir beschranken uns auf den Koeffizientenbereich Gy. 
49* 
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Entjernt man §*"~—* aus B®", so erhalt man einen Regularitdtsbereich B*"*. 
Dann gibt es in B*"* eine regulire Funktion, die sich im Innern von B*** 
nicht durch rationale Funktionen approzimieren lapt. 

Beweis. Wir konatruieren in B** eine Funktion @ (z,, . . ., z,), die "~? 
als Polfliche erster Ordnung besitzt und sich-sonst in B*" iiberall regular 
verhalt. Eine solche Funktion existiert sicher, da nach K. Oka in allen 
schlichten Regularitaétsbereichen die erste Aussage von Cousin gilt. Wir be- 
haupten, daB ® die im Satz geforderte Eigenschaft hat. 

Um das zu zeigen, approximieren wir K* durch eine Zellenkette K? in 
einer Zellenzerlegung W eines Teilbereiches von B*", die sich zugleich zu **~* 
und den Nullstellenflachen von @ in allgemeiner Lage befindet derart, daB K2 
auch noch die tiber K? gemachten Voraussetzungen erfiillt. Es seien 
P,,i = 1,...,¥, die Schnittpunkte von #*”~* und K®. Wir schneiden aus K? 
kleine Kreise C? mit den P, als Mittélpunkten heraus. Die Ebenen von C* 
drehen wir um P, so, da8 sie in analytische Ebenen €? iibergehien und bei der 
Drehung zu %*"~—* in allgemeiner Lage bleiben. C? werde iibergefiihrt in C?. 
Dann gilt 
(1) S(g-*, Ch) = S(H*~*, Ch). 


Wir nehmen an, da8 C? so orientiert war, daB das Vorzeichen von S (#*"~*, C?) 
mit dem Vorzeichen der Schnittzahl von K? und **~®* in P, iibereinstimmt. 
Angenommen, es ware nun ® durch rationale Funktionen im Innern von B*"* 
approximierbar. Wir legen um {*"~* einen Schlauch S*", der so diinn ist, 
da& er die Rander-weder der C* noch ihrer Bilder enthilt, in die diese bei der 
Drehung von U? in 0? iibergehen. Wir wahlen nun eine rationale Funktion 
R (%,..-,%), die in B** — S*” regular ist und ® so gut approximiert, 
daB sie im Innern der C? Polstellen besitzt. (Solche Polstellen miissen 
bei geniigend guter Approximation stets auftreten!) Sei nun M*"~* die 
Menge der Polstellenflichen von R(z,,...,z,). Wir behaupten, daB 
S (M?"~*, K®) +Q sein muB. In der Tat! Zunichst ist 

signS (M-"~*, Of) = signS(§°*~*, C2), 
denn C? liegt in der analytischen Ebene €?, und zwei in natiirlicher Weise 
orientierte Mannigfaltigkeiten M*"~* und M? haben stets eine positive 
Schnittzahl. Wegen (1) und der Voraussetzung unseres Satzes haben daher 
alle Schnittzahlen S (M2"~*, 0?) dasselbe Vorzeichen und keine von ihnen 
ist Null. Demnach ist auch S (M*”"~—*, K2) + 0. 

Dann aber kénnte nach Satz 5 R (z,,...,2,) in B*" keine teilerfremde 
Quotientendarstellung besitzen. Eine solche existiert aber sicher, denn 
R (z,,..-,%) ©. ja im ganzen Raum meromorph. Damit haben wir einen 
Widerspruch und Satz 10 ist bewiesen. 
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Ein konkretes Beispiel im R* erhalt man, wenn man aus dem Bereich D* 
in § 4 die Flache 3%: z = w' herausnimmt. Der entstehende Bereich D** ist 


also durch folgende Bedingungen festgelegt: 
Ds*: (0<|w])<@; O<|z2)}< @; z+ w), 
Eine nicht in D** rational-approximierbare Funktion ist z. B. 
H (— w, z) 
o= "Tw 


Dabei ist H (w, z) die zu §* gehérige, in § 4 konstruierte Nullstellenfunktion, 
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Uber die Zerlegungsgesetze der rationalen Zahien 
in Quaternionen-Kérpern. 


Von 
H. Brandt in Halle. 


(Aus einem Briefe an Herrn E. Hecke ').) 





... Die Hauptpunkte, welche zum Beweise des von Ihnen gebrauchten 
Hilfssatzes*) fiihren, will ich Ihnen kurz auseinandersetzen. Wenn Sie zunichst 
den Satz auch nur fiir Stammformen*) bzw. fiir maximale Ordnungen‘*) 
brauchen, so gilt er doch allgemeiner, und der Beweis ist derselbe, Nur 
beschrinke ich mich auf solche primitive Formen’), -welche nicht nur eine 


1) Mit Hilfe der Theorie der elliptischen Modulfunktionen hatte ich 1935 fir 
gewisse Systeme quadratischer Formen von vier Variablen tiber die Anzah] der Dar- 
stellungen einer natiirlichen Zah] durch dieses System einen einfachen arithmetischen 
Satz gefunden, der eine tiberraschende Analogie zu den bekannten Verhiltnissen bei 
bindren Formen bedeutet. Man kann ihn dahin aussprechen, daB fiir das System der 
Dirichletreihen zu diesen Formen nach Adjunktion eines kommutativen Matrizenringes 
ein Euler-Produkt von einfacher Bauart besteht, wie bei den Zetafunktionen bindrer 
Formen. Da ein allgemeiner Beweis mit den heutigen Mitteln der Funktionenthcorie 
nicht zu erbringen ist, habe ich Herrn Brandt den vermuteten Satz mitgeteilt, in der 
Meinung, da8 er mit arithmetischen Methoden den Beweis fihren kénne. Das ist ihm 
in der Tat gelungen, wie er in dem obigen Brief zeigt. — Ein Zahlbeispiel zu diesem Satz 
habe ich in einem Vortrag auf dem Internat. Mathem.-Kongr. Oslo.1936 verdffentlicht. 
Die Stellung dieses Satzes in der Funktionentheorie und seine Verallgemeinerung auf 
positive Formen mit beliebiger gerader Variablenzah] habe ich im Zusammenhang in 
einer eben erscheinenden Arbeit dargestellt (Analytische Arithmetik der positiven 
quadratischen Formen, Kgl. Danske Vidensk. Selsk., Mathem.-fys. Meddelelser XVII, 
12 (1940)). E. Hecke. 

*) Von der Vertauschbarkeit der Matrizen A(m) (siehe unten). 

%) Formen sind hier positiv definite quaternire quadratische Formen 

F (Ze, %y5 Zg, Zs) = $24, n 2, 2, = 23 + Gy A+" 

bei denen die Koeffizienten, d.h. die der Variablenquadrate }a,, = a, und die der 
Variablenprodukte a,, (i < k) ganz rational sind. Ihre Diskriminante ist 4 = |a,,| = d*. 
Die Form ist primitiv, wenn die Koeffizienten a, und a,, {i < k) keinen gemeinsamen 
Teiler haben. Stammformen sind solche primitive Formen, die nicht rational in 
andere ganzzahlige Formen mit kleinerer Diskriminante transformiert werden kénnen. 
; *) Wegen des Zusammenhangs mit Quaternionenordnungen und wegen des 
Ausdrucks Normenform wird auf die Abhandlung des Verf. verwiesen: Idealtheorie in 
Quaternionenalgebren. Math. Annalen 99 (1928), S.1—29. Man vgl. auch die weiteren 
hier zitierten Abhandlungen des Verf. 
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ganzzahlige, sondern auch eine primitive Reziproke 5) besitzen. Die iibrigen 
Formen zeigen namlich ein irregulires Verhalten, sie entsprechen genau den 
Moduln, deren Komplement (im Dedekindschen Sinne) nicht umkehrbar ist. 

Wenn man eine Form G als Grundform fest auswihit, so kann man die 
simtlichen Substitutionen S von positiver Determinante betrachten, welche G 
in mF transformieren, wo m, die Norm der Substitution ein positiver Zahl- 
faktor und F eine primitive Form mit derselben Diskriminante wie @ ist. 
Diese Substitutionen S, deren Determinante offenbar das Quadrat der Norm 
sein muB, werden erzeugende Substitutionen zur Grundform @ oder kurz 
Erzeugende genannt, und F heiBt die erzeugte Form. Es ist zweckmaBig und 
wird im folgenden angenommen, da8 man bei den simtlichen aufwretenden 
Formen ein bestimimtes Reprisentantensystem (F) von einander iniqui- 
valenten auswahlt und. festhilt. 

Bei fester Grundform G sollen die simtlichen Erzeugenden auf Klassen 
_ verteilt werden, die ich Idealklassen nennen will, einerseits, um den Zu- 
sammenhang mit Quaternionenidealen zu betonen, andererseits, um Ver- 
wechsiungen mit rechtsseitigen Substitutionsklassen SU, wo U alle uni- 
modularen Substitutionen durchlauft, zu vermeiden. Dabei werden immer 
alle Erzeugenden, welche sich nur durch rechtsseitige Zusammensetzung mit 
einer unimodularen Substitution oder durch Multiplikation mit einem ra- 
tionalen Faktor unterscheiden, zu einer Idealklasse gerechnet. 

Man braucht daher die Klassenverteilung nur fiir primitive Erzeugende 
anzugeben, d.h. fiir solche, deren Koeffizienten ganzrationale Zahlen ohne 
gemeinsamen Teiler sind. Uberdies soll aber vorliufig die Norm m prim-zur 
Formendiskriminante 4 vorausgesetzt werden. 

Nimmt man zunichst die Elementarteiler paarweise gleich, also zu 
1, 1, m, m an, so zeigt sich, daB jede solche Substitution S zusammen mit allen 
SU eindeutig einen Kongruenzwert k, (2 m) bestimmt, welcher der Kongruenz 
A =*, (4m) geniigt. Bei den kompositionsfahigen Formen ist 4 = d? ein 
Quadrat. Fiir jede in m enthaltene Primzahlpotenz p” gilt also entweder 
k= + d oder k =z — d, (2 p*). Im ersten Fall schreiben wir der erzeugenden 
Substitution in bezug auf p einen positiven, im zweiten Fall einen negativen 
Charakter zu. Verhalten sich alle Primzahlen aus m gleichartig, so hei8t S von 
positivem bzw. negativem Charakter. 

Hat man nun eine beliebige primitive Erzeugende S, mégen die Elementar- 
teiler paarweise gleich sein oder nicht, so kann man sie in eindeutiger Weise 
(abgesehen von beliebigen rechts zugefiigten unimodularen Substitutionen) in 


5) Als Reziproke der Form F wird die Form § (%, 2,, %,, Z3) = £2 Gee Be 


1 04 | Die Diskriminante ist ebenfalls 4 = d?. 
a 0G;% 





bezeichnet, fiir die a,, = 
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eine Erzeugende S, mit der Norm m, mit positivem Charakter und eine Er- 
zeugende S, mit der Norm mg mit negativem Charakter aufspalten. Dabei 
ist mm, = m die Norm von S. Die Substitutionen S, und S, sind teilerfremd, 
d. h. die Determinanten der rechteckigen Matrix S, S,, die durch Neben- 
einandersetzen von S, und S, entsteht, haben keinen gemeinsamen Teiler, 
dagegen kénnen die Normen m, und yng beliebige gemeinsame Teiler haben. 
S ist kleinstes gemeinsames Vielfaches von S, und Sg. 

Sind umgekehrt die primitiven Erzeugenden S, und S, mit den zu 4 
primen Normen m, und mz beliebig vorgegeben, nur S; von positivem, S, von 
negativem Charakter, so sind S, und S, von selbst teilerfremd, und es gibt 
eine eindeutig bis auf rechtsseitige unimodulare Substitutionen bestimmte 
Erzeugende S mit der Norm m = m,mz2, so daB S kleinstes gemeinsames 
Vielfaches von S, und S, ist und wieder in die Komponenten S, und S, ge- 
spalten werden kann. 

Ist G Normenform einer Ordnung 0, so sind die Erzeugenden zur Grund- 
form G identisch mit den Basismatrizen derjenigen Moduln, deren in bezug 
auf o gebildete Determinante das Quadrat der Norm ist*). Sie konnen zweck- 
maBig als Ideale von 0 bezeichnet werden. Den primitiven Erzeugenden ent- 
sprechen die in o liegenden primitiven Ideale. Sie sind dadurch charakterisiert, 
da8 in o kein ganzrationaler Faktor abgespalten werden kann. Im besonderen 
entsprechen den Erzeugenden S, von positivem Charakter die primitiven zur 
Diskriminante primen Rechtsideale a, von 0, fiir die a;0 = a, gilt, und den 
Erzeugenden S, von negativem Charakter entsprechen die primitiven zur 
Diskriminante primen Linksideale a, von o, fiir die 0a, = ag gilt. Die Auf- 
spaltung beliebiger primitiver Erzeugender mit zur Diskriminante primer 
Norm besagt, daB ein beliebiges primitives zur Diskriminante primes in 0 
liegendes Idea] a in eindeutiger Weise als Produkt a = a, a, eines Rechts- 
ideals a; aus o mit einem Linksindeal a, aus o dargestellt werden kann. 

Diese Deutung ist aber, wie gesagt, nur méglich, wenn G@ Normenform 
einer Ordnung ist*), was nicht der Fall zu sein braucht. Die allgemeinere 
Betrachtungsweise kann aber nicht entbehrt werden, selbst wenn man nur 
Idealtheorie treiben will. Im besonderen ist sie fiir den zu beweisenden Satz 
erforderlich. 

Um nun auf die Idealkiasseneinteilung zuriickzukommen, so zeigt die 
Aufspaltung, da8 es geniigt, nur die Erzeugenden von positivem und negativem 
Charakter auf Idealklassen zu verteilen. Fiir diese ergibt sich nun eine endliche 
Anzahl von je A einseitigen Idealklassen, somit fiir die simtlichen Erzeugenden 
durch Uberschneidung eine Einteilung auf A* Idealklassen. _ 

Dieser Einteilung entspricht eine Verteilung der erzeugten Formen auf 
ebenfalls h? Formenklassen oder was dasselbe besagt, eine bestimmte Be- 
zeichnung der Formen des Systems (F) durch F;,, wobei im allgemeinen 
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dieselbe Form F mehrfach auftreten kann. Diese Einteilung ist im ganzen 
genommen unabhangig von der Auswahl der Grundform®). Nimmt man eine 
Hauptform H als Grundform, d.h. eine solche, welche Normenform einer 
Ordnung ist, und wahlt die Bezeichnung so, daB F;, Hauptformen, F,, und F,, 
Paare entgegengesetzter Formen sind, was dadurch bewirkt wird, da8 man die 
beiden Arten von einseitigen Idealklassen der Erzeugenden in naturgemaBer 
Weise paarweise zusammenfaBt und gleich numeriert, so gibt das Schema 
der F,, gleichzeitig die simtlichen méglichen Kompositionen an, es sind das 
namlich alle und nur die in der Formel F,,F,, = F,, enthaltenen. 

Ich komme jetzt zu einer anderen Zerlegung der Erzeugenden, bei der es — 
sich einfach um Produkte im Sinne der Matrixmultiplikation handelt. Wir 
betrachten alle ganzzahligen Erzeugenden, deren primitiver Bestandteil 
positiven Charakter hat und die simtlich zu einer einseitigen Idealklasse 
gehéren. Da die erzeugten Formen dann zu einer Formenklasse gehéren und 
die Formen aus dem System (F) genommen werden sollen, so ist die erzeugte 
Form fest. Dann zeigen Betrachtungen, die denen in Math. Ann. 99, 8. 24 
analog sind’), daB man fiir diese Erzeugenden S eine Parameterdarstellung 
angeben kann 8;, = 8,94 % + 81421 + 82422 + 8;3%%3, die fiir ganzzahlige 
Parameterwerte z, und nur fiir diese ganzzahlige Substitutionen und auch 
diese simtlich und jede nur einmal liefert. (Allerdings sind darunter auch 
solche, deren Norm nicht prim zur Diskriminante ist.) 

Die Norm der allgemeinen Substitution S stellt selbst eine quadratische 
Form Q vor, deren Darstellungen Q (zy, 7, Z2, 23) = m im besonderen die 
simtlichen Erzeugenden der Norm m liefern. Fiir diese Form Q besteht 
iiberdies die Komposition QF = G. Wenn auch alle durch die Parameter- 
darstellung gegebenen Substitutionen verschieden sind, so kann es doch vor- 
kommen, daB zwei sich nur durch eine rechtsseitige unimodulare Substitution 
unterscheiden, die natiirlich automorph fiir die erzeugte Form F sein muB. 
Man erkennt, daB das gerade so oft eintritt, wie die Hauptform H’, welche 
rechts zu Q und links zu F gehért, Einsdarstellungen besitzt. Bezeichnet 
man die Anzah) der eigentlichen und uneigentlichen Darstellungen Q = m 
durch Q (m), so gibt also der Quotient Q (m)/H’(1) an, wieviel inaiquivalente 
Erzeugende der Norm m in einer Idealklasse liegen®). 

Diese Beziehungen werden noch durchsichtiger, wenn man die Formen 
nach ihrer Stellung in dem erwihnten quadratischen Schema bezeichnet. 

*) D. h. verschiedene Einteilungen kénnen durch Permutation der Indizes inein- 
ander tibergefiihrt werden. 

7) Aus der unter *) genannten Abhandlung. 

8) Vom Formenstandpunkt aus wird man diese Anzahl, d. h. dic Anzah! der Dar- 
omage einer Zah] m durch eine vorgelegte Form dividiert durch die Anzahl der 


tellungen der rechts zugehérigen Hauptform als reduzierte Darstellungszah] 
bezeichnen. 
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Wegen der Komposition QF = G kann man Q und G@ gleivne vordere, F und G 
gleiche hintere Indizes geben, so daB man G durch F,,, durch F;, und F 
durch F,, bezeichnen kann. Die Hauptform H, der F und G rechts angehéren, 
ist dann F,,, und die Hauptform H’, der Q und H links zugehéren, ist dann F,,. 

Somit wird die oben bestimmte Anzahl F,,(m)/F,,(1). Nimmt man 
statt der Grundform G = F,, die Hauptform H = F;,, so ergibt sich ebenso 
F,,(m)/F xx (1). 

Unter dieser letzten Annahme soll jetzt die Norm m in zvei teilerfremde 
Faktoren m, und mg zerlegt werden, so daB also m = m,m,. Entsprechend 
ist dann S = 7,T,, wo T,, Tz erzeugende Substitutionen mit den Normen 
m, und mz sind (natiirlich zu verschiedenen Grundformen), und ihre primitiven 
Bestandteile haben positiven Charakter®). 7’, ist bis auf rechtsseitige unimodu- 
lare Substitutionen eindeutig bestimmt und soll so gewahlt werden, da8 die 
erzeugte Form dem System (F) angehért. Da die Grundform /,, ist, kann 
sie durch F,, bezeichnet werden. Ist umgekehrt 7 eine beliebige ganz- 
zahlige Erzeugende zur Grundform F,, mit der Norm m, und der erzeugten 
Form F,, und T, mit der Norm mg eine ganzzahlige Erzeugende zur Grund- 
form F,, und der erzeugten Forni F,,, so wird S = T,T, eine Erzeugende 
zur Grundform F,, mit der Norm m = m,mg und der erzeugten Form F;,, 
und der primitive Bestandteil von S wird positiven Charakter haben, wenn 
das fiir die primitiven Bestandteile von 7, und 7, gilt. 


Um in der Form S = 7, T; Reprisentanten aller verschiedenen Rechts- 
klassen zu erhalten, ist es offenbar unnétig, neben 7, auch TU, zu betrachten, 
wo U, eine Automorphe der durch 7, erzeugten Form ist. Somit braucht 7, 
nur untereinander iniquivalente Substitutionen zu durchlaufen. Dasselbe 
gilt aber fiir 7,, denn wenn man 7, durch 7, U, ersetzt, wo U, eine Auto- 
morphe der durch 7, erzeugten Form ist, so kann man U, auch zu 7; ziehen. 
Die Substitution U,T, gehért aber selbst zu den Substitutionen 7, und ist 
somit bereits beriicksichtigt. 

Beschrinkt man 7’; zunachst auf eine Idealklasse, so wird die Anzahl der 
indquivalenten 7, , wie oben gezeigt, durch die Formel F, ,(m)/F,,(1) gegeben. 
Wenn S und 7’, auf je eine Idealklasse beschrinkt bleiben, so gilt das aber not- 
wendig auch von 7. Die Anzahl der rechtsseitig iniquivalenten 7, wird aber 
durch F;,(m)/F,.(1) gegeben. LaSt man 7, alle méglichen Idealklassen 
durchlaufen, so erhilt man fiir die rechteseitig iniquivalenten S eine zweite 
Abzihlung und somit die. Formel 

Sysie) Fy (m) Fyy(ms) 
Fix) Py) Pee() 





%) Vgl. die Abhandlung des Verf.: Uber die Komponierbarkeit quaternarer 
quadratischer Formen. Math. Annalen 94 (1925), S. 182. 
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Diese Formel besagt, daB die ss den reduzierten Darstellungszahlen 
Fy (m)/F yx (1) gebildeten Matrizen A(m)%) der Bedingung geniigen 
A(m,) A (mz) = A(m me), wenn m, und m, zur Diskriminante und auch 
untereinander prim sind. Deswegen ist gleichzeitig unter denselben Bedin- 
gungen A (m,) A (m2) = A (mg) A (m). 

Die Formeln behalten ihre Giiltigkeit, wenn m, und mg nur untereinander, 
aber nicht notwendig zur Diskriminante prim sind. Das beruht darauf, daS 
die Parameterdarstellung fiir die Erzeugenden einer einseitigen Idealklasse 
ohne jede Einschrankung gilt. Darauf beruhen aber die Abzihlungsformeln 
und die darauf gegriindeten Betrachtungen. 

LaBt man dagegen die andere Voraussetzung fallen, daB m, und mz, 
untereinander prim sein sollen, so ergeben weitere Untersuchungen: die 
Giiltigkeit der Formel 

A(m) A(ma) = 3) a(™)-t, 





wo iiber alle gemeinsamen Teiler ¢ von m, und mg summiert wird. 

Endlich sind A(m,), A(m,) gewiB vertauschbar, wenn m,, m, allein 
Primfaktoren aus der Diskriminante enthalten, weil derartige Zahlen nur 
durch ambige Formen (F,, = F,,) dargestellt werden kénnen. 

Aus diesen gemeinsamen Uberlegungen folgt endlich, daB die Ma- 
trizen A(m) allgemein untereinander vertauschbar sind. 

Was nun das Eulerprodukt anbetrifft, so ist dieses natiirlich von der 
Struktur des betrachteten Formensystems abhingig. Fiir Stammformen oder 
fiir maximale Ordnungen ist es aber allein durch die in der Diskriminante 
enthaltenen Primzahlen bestimmt. 








10) Es ist also das Element /,, (m) der Matrix 2 (m) die reduzierte Darstellungszahl 
der Zah] m durch die Form F;,. Man vergleiche dazu 8). 


(Eingegangen am 17. 7. 1939.) 











Ein allgemeiner Endlichkeitssatz der Hydrodynamik. 
Von 


Eberhard Hopf in Leipzig. 





Im folgenden wird eine zihe inkompressible Fliissigkeit betrachtet. Sie 
wird, obwohl das nicht wesentlich ist, als homogen vorausgesetzt. Sie erfiille 
ein beschrinktes Gebiet 6 = © (t) des Raumes, dessen Rand R = R(t) aus 
endlich vielen geschlossenen, in irgendwie vorgeschriebener Weise starr be- 
wegten Flichen ®, besteht (bewegte starre Kérper in einem bewegten, fliissig- 
keitserfiillten GefaB). Die verschiedenen &, sollen dabei eine positive Mindest- 
distanz 5 voneinander wahren. Die Flachen werden als viermal stetig differen- 
zierbar angenommen. Auf § soll die Geschwindigkeit stetig in die des Randes 
iibergehen (die Fliissigkeit haftet an der Wand). Wir setzen zunichst voraus, 
da8B auf die Fliissigkeit keine auBere Massenkraft wirkt. 


Hauptvoraussetzung. Dreh- und Translation hwindigkeit jeder 
der starr bewegten Randflichen sowie ihre ersten Zeitableitungen ( Deschiowni- 
gungen) seien stetig und fiir alle Zeiten absolut unter einer festen Schranke « 
gelegen'). 

Mit z = (z,, 2%, Z3) sind im folgenden die Punkte in G, mit u = u(z, t), 
U = (4), Ug, Uy), %; = 4, (%1, Ze, Zz, t) die Geschwindigkeiten der Fliissig- 
keitsteilchen bezeichnet. Wir machen von der Vereinbarung, iiber einen Term 
zu summieren, Gebravch, wenn in demselben ein Index doppelt auftritt. 
Wir setzen 








K (u) = + {iJ uju,dV; dV = dx, dz, dzz, 
() 


fiir die kinetische Energie und 


t+1 


for Fam 1 = 4) = {ff set Sav 


6 





Unter den obigen Voraussetzungen wird in dieser Arbeit ein Endlichkeits- 
satz fiir die Fliissigkeitsbewegungen (§ lj bewiesen. Eine Folgerung aus ihm 
ist der ; 

Satz. Es lassen sich zwei Schranken x*, 0* angeben, welche a*:sschlieBlich 
von der Beschaffenheit der Rand{flichen, von 4, und vom Zéhigkeitskoeffizienten 


"’ Wir nehmen auBerdem an, daB G(t) in einer festen Kugel des Raumes verbleibt. 
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ue > O abhéngen, derart, daB bei einer beliebigen Fliissigkeitsbewegung u (z, t) 
in © (t) von einem passenden Moment ab stets 


K<x*, I< o* 

gilt. 
Der Endlichkeitssatz ist ein universelles Theorem der Hydromechanik. 

Er mu8 mutatis mutandis auch bei anderen hydrodynamischen Problem- 
anordnungen gelten, wofern eine der obigen Hauptvoraussetzung analoge 
Voraussetzung erfiillt ist. Im folgenden (§ 4) wird er auch fiir die Strémung 
in einem unendlichen Kanal bewiesen, unter der Voraussetzung, daB der 
QuerschnittsfiiB Q(t) und dQ(t)/dt beschrinkt sind. Der Satz bleibt bestehen, 
wenn auf die Fliissigkeitsteile eine iuBere Massenkraft X (x,t), X =(X,,X_,Xs) 


wirkt, vorausgesetzt, dap 
j | X2dV 
fiir alle t beschrainkt bleibt. 

Die Bedeutung des Endlichkeitssatzes fiir die Hydrodynamik im 
GroBen, die Lehre vom Strémungsverlauf fiir t +o, liegt auf der Hand. 
Der Satz leistet hier Ahnliches wie das Energieintegral mit geschlossenen 
Energieflachen bei einem konservativen System. Im Gebiete K < x, I < 0 
des Phasenraumes muB sich schlieBlich das hydrodynamische Geschehen ab- 
spielen. In diesem Gebiete miissen insbesondere die stabilen Mannigfaltig- 
keiten von Zentralbewegungen enthalten sein, welche den in der Natur vor- 
wiegend beobachteten Strémungen der Fliissigkeit entsprechen, und deren 
Bestimmung als wichtigstes Problem der Hydromechanik anzusehen ist. 

Die durch den Beweis gelieferten Schranken x, 9 wachsen, als Funktionen 
von yu allein betrachtet, fiir 1 — 0 iiber alle Grenzen. Dies diirfte im Wesen 


der Sact liegen. Fiir die ideale Flissigkeit (u = 0) ist auch das Bestehen 
eines ana.ugen Satzes nicht zu erwarten. 


§ 1. 
Der Endlichkeitssatz. Erster Teil des Beweises. 

Mit 5 (x,t), 6 = (hy, he, hs), Ay = Ay(21, Ze, Fg, t), sei ein Vektorfeld 
in © (t) mit folgenden Eigenschaften bezeichnet. Die t-Abieitungen erster 
und die z-Ableitungen erster und zweiter Ordnung seien stetige Funktionen 
von z,¢t, und zwar in dem von G (t) erzeugten Ranmzeitgebiete t > 0, und 
auf seinem Rande. b soll dieselben linearen Bedingungen wie u befriedigen, d. h. 


(1.1) div h = 5! = 0 


m © und die Bedingung des Haftens auf & (t). 
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Endlichkeitssatz. Es lassen sich ein Feld b (x, t) und zwei Schranken 
x, @ mit folgenden Eigenschaften angeben. b, x, g hdngen ausschleBlich von der 
Beschajfenheit der Randflichen, von 6, m und u ab. h,, dh,/Ox,, Oh,/Ot sind 
beschrinkte Funktionen von xz, t. Fiir eime beliebige Flissigkeitsstrémung in 
G (t) gibt es einen Moment, von dem ab stets 
(1. 2) K(u—b)<-, I(u—b)<oe 
gilt. Gilt die erste dieser Ungleichungen in irgendeinem Zeitpunkt, so gelten sie 
und die zweite Ungleichung von ihm ab dauernd. 

Der in der Einleitung formulierte schwichere Satz folgt hieraus, aus den 
Dreiecksungleichungen 
(1.8) VE@) s VK) + VE@—). Vi(u) S Wm) + Yiu -» 
und sus der Beschranktheit der Zeitfunktionen X (h) und J (6). 

Erster Teil des Beweises*). Die Geschwindigkeit u(z,t) geniigt 
in © der Bedingung 


(1. 4) div u = 5“ = 0 





2) ® 


-~ 


und den Navier-Stokes-Gleichungen 


(2.5) Git wi = Fh + wus i= 1,23, 
wo « > Oden kinematischen Zahigkeitskoeffizienten der Flissigkeit bedeutet: 
Wir stellen an die Losuzig u (z, t),¢ 2 0, im folgenden dieselben Anforderungen 
hinsichtlich Differenzierbarkeit und Stetigkeit wie am Anfang dieses Para- 
graphen an §(z,¢)). Der Druck p(z, t) sei in © eindeutig. 

v = u —}5 erfiillt dann die homogenen linearen Bedingungen. welche 
zu der fiir u (und b) vorgeschriebenen linearen Bedingungen gehéren, 


(1. 6) divo =0 in G& 
und 


(1. 7) v=0 auf R, 


*) Die fir den Beweis nétigen Uberlegungen finden sich im wesentlichen schon in 
der folgenden Arbeit. J. Leray, Etude de diverses équations iniégrales non linéaires et 
de quelques pr. lémes que pose  Hydrodynamique. Journ. de Math. 12 (1933), 8. 1—82. 
Vgl. insbesondere 8S. 21—47. Der Verf. verfolgt mit ihnen jedoch ein viel engeres Ziel, 
nimlich die Bestimmung von Schranken von K und / fir stationire Strémungen in 
einem festen Gebiet 6, auf dessen Rand u = u(x) vorgeschrieben ist. 

*) Der zweckmaBigste mathematische Begriff der Flissigkeitestrémung muB, 
wie die Untersuchungen von Leray zeigen, zweifellos weiter gefaBt werden. Die Durch- 
fahrung des Beweises auf Grund desselben kann aber erst dann geschehen, wenn diese 
wichtigen Arbeiten abgeschlossen sind. 





Ein Endlichkeitesatz der Hydrodynamik. 767 
und befriedigt in G die Gleichungen 


(1. 8) om oy u, 5 
C) 
= 5h 0 FS + dy, — Ft — hg + wa he 


Die Zeitableitung von 
K (vw) = K (u — 5) = 4 [{feoav 
) 


kann mit Riicksicht auf die Strémungsinvarianz von dV durch substantielles 
Differenzieren hinter dem Integralzeichen gebildet werden. Setzt man dann 
(1. 8) ein und integriert man unter Beachtung von (1.7) und (1. 6) in zwei 
Termen partiell, so. ergibt sich die ,,Energiegleichung“ 


(1.9) SF) — Q(0) — w1 (0) + L(0), 


wo Q und J quadratische Formen in » sind, 

(1.10) Q(v) = — \\ v0, oa 
6 

(I siehe Einleitung), und 


(1. 11) L(v) = ~ fou (Fen, oe — wana 


eine Linearform in v darstellt. K und J sind positiv definit. 


In dem Spezialfalle eines festen Gebietes ©, u = 0 auf 6, ist alles trivial. 
Die kinetische Energie wird allmahlich durch die Reibung aufgezehrt. Man 
kann h = 0, also Q = L = 0 wiahlen und man entnimmt dem Beweise am 
Schlu8 von § 2, daB x und o beliebig klein angesetzt werden kénnen. Es ist 
aber ganz allgemein richtig, da8 soviel von K durch Reibung aufgezebrt wird, 
da8 nur ein a priori angebbarer Héchstteil iibrigbleiben kann. In § 2 wird 
gezeigt, dal das Hilfsfeld b (x,t) so gewahlt werden kann, da h;, dh,/0t, 
0h,/Oz,, Ah, beschrankte Funktionen von z, t sind, und da die quadratische 
Form @ — ul negativ definit wird. Die Behauptung betreffs K wird sich dann 
aus (1. 9) ergeben, und daraus, da8 fiir groBes K die Linearform L unwesent- 
lich wird. 
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§ 2. 
Die Leraysche Ungleichung. Das Hilfsfeld. 


Fiir eine beliebige, in © einmal stetig derivierbare, in © + R stetige und 
auf R verschwindende Funktion v (z) gilt die Leraysche Ungleichung*) 


(2. 1) {\\(¢eers of i 


wo mit s = s (x) die Entfernung des Punktes z vom Rande & bezeichnet ist, 
und wo die Konstante C nur von der Beschaffenheit der Randflichen und von 6 
abhingt (also nicht von t). 

Beweis. Fiir jede in 0s Sa stiickweise stetig differenzierbare 
Funktion f(s) mit f (0) = 0 gilt 





Ov av 
OX, OX, 





dV, 





a a 


( (Hae <4 (rcopeae. 


0 0 


Dies folgt durch partielle Integration links 


— 
Le] 
to 

~— 


- fe) 4 2 (42 rieyas 
0 


und durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf das neue Integral. 
An der Stelle s = 0 ist die Existenz von /’(s) entbelulich, und es geniigt die 
Stetigkeit von f(s). Man erkennt dies, wenn man links in (2.2) im Nenner 
s +e statt s schreibt- und nach Durchfiihrung e - 0 gehen laBt. 

Hier und im folgenden sei mit ©, = G,(t) die Menge derjenigen Punkte 
von © (t) bezeichnet, deren Entfernung s vom Rande < a ist. Wir rechnen alle 
Randpunkte zu ©, hinzu. Wegen der iiber den Rand gemachten Voraus- 
setzurgen kann a > 0 fiir alle ¢ so gewahit werden, da8 jeder Punkt von G, 
ein und nur ein Lot der Lange s < a auf ® besitzt. Das Volumenelement 
in ©, kann in der Form 


(2. 3) dV =kdods 


geschrieben werden, wo do das Flachenelement der FuSpunkte auf R bedeutet, | 
und wo k zwischen positiven Grenzen y, J’ variiert. Die Ungleichung (2. 1) 
ergibt sich nun fiir das Gebiet 6, leicht aus (2. 2) mit Hilfe von (2. 3),C = 4I'/y. 

K sei nun ein Kugelschalengebiet mit festen (von ¢ unabhiangigen) Ab- 
messungen, we'ches © im Innern enthalt und mit der auBeren Randfliche 


*) Vgl. Leray, l.c. *), 8.38. 
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von © starr verbunden ist. Man setze v durch v = 0 in R — G hinein fort. 
Durch Anwendung von (2.1) auf das Gebiet & ergibt sich leicht 


(2. 4) [[[wevso,[[[ Fe fear, 
6 6 y 
wo die Konstante C, nur vom Durchmesser der éuBeren Randfliche, also des 


Gebietes G, abhingt. Aus (2.4) folgt, was spiter von Nutzen ist, 
(2. 5) K (v) SC, I (v). 
Durch Kombination von (2. 1), mit G, statt G, und (2. 4) ergibt sich (2. 1) 
leicht fiir ganz 6. 

Konstruktion des Feldes 65). Fiir den Beweis des Endlichkeits- 
satzes ist es entscheidend, daB fiir beliebig vorgegebenes e > 0 b (z, t) so ge- 
bildet werden kann, daB fiir alle z und ¢ 





(2. 6) oa |<eet 

ausfallt; s ist wie oben der Abstand von z von ®. Gleichzeitig bleiben 
ah, ah, 

(2.7) Il |5ath 14a | Se 


unter festen, von z, ¢t unabhingigen Schranken. Wir werden fiir diese GréBen 
Schranken der Form 


(2. 7’) (Cz + €é C3) exp os 


erhalten, wo die C, ausschlieBlich von der Beschaffenheit der Randflichen 
und von 6, w abhiingen (also nicht von e). 

Beweis. Die auf 8 = & (t) vorgeschriebene Geschwindigkeit der Wand 
1aBt sich in der Form 
(2. 8) u = rotq auf R 


schreiben, wo q = q (z, ¢) ein in G,(t) folgendermaBen definiertes Vektorfeld 
ist. Die Geschwindigkeit der starr bewegten Randfliche , ist 


(2. 9) u=xXa, +b, 


(x = Ortsvektor xz), wo a,(t) die Dreh- und b,(t) die Translationsgeschwindig- 
keit bedeuten. Man rechnet leicht aus, daB (2.9) gleich rot von 


(2. 10), 4 (—x#a, + x Xb,) 


ist. Definiert man q durch (2. 10) in dem an ®, angrenzenden Teile von 6,, 
so gilt (2.8). Nach der Hauptvoraussetzung sind die Ableitungen der Kom- 
5) In dem von Leray, |. c. *), 8. 40, 43, 44 angestellten Betrachtungen ist der 
Grundgedanke bereits implizit enthalten. 
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ponenten g, nach z und ¢, nach ¢ héchstens einmal genommen, absolut unter 


festen Schranken const -w gelegen. 
y (2, t) sei nun eine skalare Funktion in © + derart, daB y, ¢’,, 9%',, 


Pe» Pi» Pez, in dem von G (t) erzeugten Raumzeitgebiete und auf seinem 
Rande stetig sind. Sie geniige den Bedingungen 


A) g=1, 9 = 0 auf &, 
B) ¢g = 0 in 6 — G,. 
Das Feld 
(2. 11) 5 = rot gq 


erfiillt dann simtliche, im ersten Absatz von § | an b gesteliten Forderungen. 
Wegen div rot = 0 gilt (1. 1), und wegen A) geniigt h auf R der Haftbedingung. 
AuBerdem gilt h = 0 in © — G,. Wir wihlen ¢ in der Form 9 (s), wo s wie 
oben den Abstand des Punktes z von ® bedeutet. g (s) sei fiir alle s > 0 
mit stetigem gy’ versehen und erfiille die Bedingungen 


A’) (0) =1, 9’) =9, 
B’) ¢(s) = 0, s ja. 


Um zu zeigen, daB gp (z,t) = ¢(s(z,t)) allen obigen Forderungen geniigt, 
braucht man nur zu zeigen, daB s (z, t) die von » verlangten Eigenschaften 
der stetigen Derivierbarkeit in dem von G,(t) erzeugten Raumzeitgebiet und 
auf seinem Rand besitzt. 

Nach Voraussetzung hangen auf ® die z,(a, 8) viermal stetig derivierbar 
von gewissen Parametern a, 8 ab. Die Koordinaten z,, Z2, Zs eines Punktes 
in ©, sind also dreimal stetig nach a, 8, s derivierbar. Da nach (2) die Funk- 
tionaldeterminante k YEG — F* + 0 ist, gilt Analoges von den Umkehr- 
funktionen, also von s (z, t) bei festem ¢. In einem mit der betrachteten Rand- 
fliche R, starr verbundenen y-Bezugssystem ist nun s = s (y), wobei die 2, 
inhomogene lineare Funktionen der y, sind, deren Koeffizienten, nach ¢ 
differenziert, Komponenten von a,(¢) und b,(¢) sind. Daraus folgt die Be- 
hauptung beziiglich s (z, t). Gleichzeitig erkennt man mit Riicksicht auf die 
Hauptvoraussetzung, da8 die GréBen (2.7) fiir alle z,¢ beschrinkt sind. 

Wir setzen nun’ 


(2. 12) 
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0< @<1. Dabei sei p(s), s > 0, eine feste Funktion mit stetigem y’” 
und mit den Eigenschaften A’) und B’), z. B. 


e\e 
(2.13), vo [0- a) 834, 
0 ,s82a. 


gy (8) besitzt dann offenbar dieselben Eigenschaften. Man findet ferner 


1 a3 
” 1 1 ” 
w= y | dv" (S)ar = = [ov (rae, 

rr) log = 5 
also 
(2. 14) | p’’(s)| < es-%, 
wenn 

a 

(2. 15) é [ely "(a)\do 


> 


gesetzt wird. Zu beliebigem « > 0 wird durch (2. 15) ein # < 1 bestimmt. 
Aus (2.14) folgt |g’| < es-!. AuBerdem ist 0S » $1. Wegen (2. 11) 
ergibt sich hieraus (2.6) bis auf einen konstanten Faktor A (w, 4), den man 
beseitigen kann, wenn man ihn schon in {2. 15) beriicksichtigt. 

Formt man die durch Differenzieren von (2.12) erhaltenen Integrale 
nicht um, so erhilt man direkt die Abschétzungen 











lo} <—4y, Ie" < “4, Ie <4, 

0 log 5 6 log = 6log = 
s => 0, wo die A, nur von a, d. h. nur von-6 abhangen kénnen. Driickt man 0 
vermége (2. 15) durch ¢ aus, so ergeben sich wegen (2. 11) leicht Schranken 
der Form (2. 7’) fiir (2.7). 

Anmerkung. Im Sonderfalle, wo das Gebiet © (¢) dauernd sich selbst 
kongruent bleibt, kommt man viel leichter zu einem brauchbaren Felde b. 
Man betrachte etwa den Fall, wo ein Rotationskérper in einem festen Gefa8 
um eine feste Achse rotiert; R, sei die Oberfliche des Kérpere. Legt man den 
Nullpunkt auf die Achse, so ist die Geschwindigkeit auf ®, gleich x Xa, wo 
a (t) sich selbst parallel bleibt. Mit Hilfe einer mit stetigem yp’ versehenen 
festen Funktion p(s), s > 0, mit den Eigenschaften y(0)=1; y = 0, 
s = 1, setze man 


5 = wp (s/e) x Xa, 
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s = Abstand von ®,. Da fiir s < e die Stromlinien des momentanen Feldes 
Rotationskreise sind und die Geschwindigkeit auf ihnen tangential und kon- 
stant ist, gilt divh = 0. Man findet 











(2. 16) 5a <Ce', s<e; b=0, sz. 
AuBerdem ergibt sich fiir e < 1 
(2.17) Ihy| < Ch. ka < Cy |4hj| < Gye. 


§ 3. 
Schlu8 des Beweises. 
Wegen 2 |v,v,|'S 30,0, folgt aus der Lerayschen Ungleichung (2. !) 
aus (1. 10) und (2. 6) 
(3. 1) IQ (c)| < 3Ce-1 (0). 
Aus (1. 11) und (2. 7) in Verbindung mit den Schranken (2. 7’) folgt wegen der 
Schwarzschen Ungleichung 


(3. 2) \L(v)| < B- VK (o) 
mit 
(3. 3) B = (Cy + Coe) exp, 


wo von den Konstanten C, gleiches gilt wie friiher (1 S 4). Setzt mane = u/6C, 
so ergibt sich aus (1.9) die fundamentale Differentialungleichung 


(3. 4) cae) _ 5 1(v) + BYK (0), 


welcher jede mégliche Strémung der Flissigkett in © (t) gentigen mu. 
Aus (2.5) folgt 





dK 4 rw ‘rd 
a5 < — 36, % + BVK. 


Bezeichnet man mit x denjenigen Wert von K, fiir welchen der zweite Term 
gleich der Halfte des ersten wird, 


ae. 
(3. 5) x= “eo = ¥Cg+Cop- exp, 


.80 folgt, daB fiir K = x stets 
x 
t 


q 
d 


AK 
<-7o,% 
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gilt, K also exponentiell abnimmt. Damit ist der auf K beziigliche Teil des 
t+1 

Endlichkeitssatzes bewiesen. Die Behauptung betreffs 7 — j Idt folgt 
t 


dann sofort aus (3.4) durch Integration. Es ergibt sich 


_ te + 2B-Vx 

oo SE 
Fiir kleine , sind log x, log 9 von der GréBenordnung y~!. Fiir groBe yu bleiben 
x, o beschrainkt®). 

Anmerkung. Fir den in der Anmerkung von § 2 erwahnten Sonderfall 
findet man ein «, das fiir « — 0 nur algebraisch unendlich wird. Man wende 
(2. 1) auf das Gebiet ¢ < ¢ an und ersetze s durch « links im Nenner. Dann 
ergibt sich aus (2. 16) und (2. 17) fiir e = u/6CC’ einx ~ w-*. Schafft man 
in (1.11) durch partielle Integration die zweiten Ableitungen von h, heraus, 
so erhalt man sogar x ~ y-‘. 

Genau dasselbe gilt von der in § 4 betrachteten Kanalstrémung, wenn 
der Kanal durch eine kontinuierliche Gruppe von Bewegungen in sich iiber- 
geht (zylindrischer oder schraubenférmiger Kenal). 


§ 4. 
Erweiterungen. Andere Probleme. 


AuBere Kraft. Das Auftreten einer auBeren Massenkraft. X (z, t): 
X;(Z,, Ze, gt), i = 1, 2, 3, Gndert nichts am SchluB, wofern 


f {) Xe dv 


fiir alle ¢ unter einer festen Schranke bleibt. Sie liefert nur een Beitrag zur 
Linearform JZ (v) in (1. 9). 


Kanalstrémung. Die Flissigkeit stréme durch einen unendlich langen 
ruhenden Kanal und hafte an der Wand (u = 0 auf R). Wir nehmen an, da8 
die Randflache in der Form r = r (a, z) darstellbar ist, wo r > 0, «, z Zylinder- 
koordinaten bedeuten (r hat die Periode 22 in a). Um ein Problem mit 


*) Fir hinreichend groBe , gibt es vermutlich nur eine Strémung in dem Sinne, 
daB fir irgend zwei Strémungen u,(z, t) und u,(z, t) stete K (u, — u,) > 0 fiir t + oc 
gilt. Im Falle der in § 4 betrachteten Kanalstrémung, insbesondere im zylindrischen 
Kanal, ist das wohlbekannt und leicht aus der Energiegleichung herzuleiten, indem man 
fir bh die stationére Lésung einsetzt. 

Bei abnehmendem , treten kompliziertere mehrdi ionale Mannigfaltigkeiten 
im Phasenraum auf, auf welche sich die Bewegungen fiir ¢ > oo konzentrieren. Sie 
enteprechen den turbulenten Strémungen der Fliissigkeit. 
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endlichem Grundgebiet zu erhalten, setzen wir Kanal und Strémung als 
periodisch in der z-Richtung voraus, 


“cee? 


r(a,z2+P)=r(a, 2) 
und ; 
u(r, a, z+ P, t)=u(r, a, z, t). 


Das Problem der Strémung bei vorgegebener Anfangs-Geschwindigkeits- 
verteilung wird erst dann ein bestimmtes, wenn auch der QuerschnittsfluS 
(4. 1) Q=QH= ff udo 
z= const 
als Funktion von ¢ vorgeschrieben ist; denn der Periodizitaétsmodul des Druckes 
(mittleres Druckgefille in der z-Richtung) geht als Unbekannte ein. 
Voraussetzung. Q, dQ/dt sind beschrankte Funktionen von t. 
Zur Ubertragung des Beweises mu8 man vom Hilfsfelde ) auBer der Er- 
fiillung der Rand-, Periodizitaéts- und Divergenzbedingung auch 
(4. 2) Qw= ff bdo 
. = const 
verlangen. Bei der Herleitung von (1.9) verschwindet dann wegen 
ff v,do = 0 


z= const 


iN) ¥ 32 av, 


wo @ ein festes Periodenstiick 0 Sz < P des Kanals bedeutet. (1.9) gilt 
also mit dieser MaBgabe unverindert. 

Die Konstruktion von 6 (z, ¢) geht nun genau so von statten wie oben, 
nur daB diesmal 


wie vorher der Term 


q = % prada 


mit der Zylinderkoordinate « = a (2, %_, Z3) gewahlt wird. Wieder wird 
5 (z, t) = rot 9q 


mit genau so gebildetem » = (8) gesetzt. Wegen rot grad = 0 und g’ (0) = 0 
ist h = 0 auf R. Es gilt aber auch (4.2). Nach dem Stokesschen Integralsatz 
ist nimlich das Integral gleich der Zirkulation des Vektors gq = q‘(g = 1 
auf ®) lings der Randlinie des Querschnitts, also gleich Q (t)/2x mal } da, 
w. 2. b. w. 

Die Zeit t kommt hier in} nur im Faktor Q (t) vor. Unter Beriicksichtigung 
der obigen Voraussetzung kann nunmehr der) Beweis ‘des Schrankensatzes 


Oe 
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genau so wie vorher zu Ende gefiihrt werden. Die Schranken x, o hangen hier 
ebenso von yu ab wie oben. 

Andere Varianten. Unter Verzicht auf genauere Ausfiihrung der 
Einzelheiten sei schlieBlich auf die Méglichkeit hingewiesen, den Schranken- 
satz fiir die folgenden Problemvarianten zu beweisen. 

Es diirfen die Randflichen Kanten oder Ecken besitzen. Auch ist 
die Voraussetzung eines positiven Minimalabstandes der Randflichen von- 
einander im ersten oben betrachteten Modell unwesentlich. Sie ist bei 
den bekannten Versuchsanordnungen auch nicht erfiillt. Man halte sich 
vor Augen, in welcher Weise die vorgeschriebene Bewegung der inneren Rand- 
flachen relativ zur auBeren praktisch verwirklicht wird. Es treten dann auf 
dem Rande ® Kanten auf, bei deren Uberschreitung die Randwerte von u 
einen Sprung machen. Ein Modell dieser Art wird auch durch ein in zylin- 
drische Schiafte ausmiindendes, fliissigkeitserfilltes Gefa8 mit Kolben in den- 
selben, welche vorgeschriebene Bewegungen ausfiihren, -dargestellt. Der 
Endlichkeitssatz bleibt bestehen, wenn die Behauptung der Beschrinktheit 
von 0h,/0z, als Funktion von z, ¢ durch eine weitere ersetzt wird. Infolge 
jenes Sprunges ist hier immer 7 (u) = 1 (h) = o. Die im der Einleitung 
erwaihnte Folgerung gilt also nur beziiglich X. 

Das Gebiet © darf ferner den unendlich fernen Punkt enthalten; die 
Flissigkeit mége dort ruhen. Auch diirfen punkt- und linienhafte Quellen 
auftreten. Auch hier gilt mutatis mutandis der Endlichkeitesatz. Da im 
letzteren Falle stets K (u) = K (h) = o ist, gilt der Satz der Einleitung nicht. 


_ (Eimgegangen am 21. 9. 1940.) 











Aus dem 


- Jahresbericht 
der Firstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
der Wissenschaften fiir das Jahr 1939. 4 


Mathematisch-physische Preisaufgabe 1940. 

Gewiinscht wird eine Untersuchung, die unsere Kenntnis der ilteren 
griechischen Arithmetik und Algebra, im besonderen der Arithmetik der 
Pythagorier, von der nur sehr Diirftiges iiberliefert ist, vermehrt. Es ist zu 
hoffen, daB die babylonische Mathematik auf der einen Seite, die pytha- 
goraische Musiklehre auf der anderen Seite in Verbindung mit den bekanaten 
Quellen ein neues Licht auf die griechische Arithmetik werfen kann. 

Einlieferung bis zum 31. XII. 1942. 

Preis RM 500,— oder die goldene Medaille des fiirstlichen Stifters und 
RM 250,—. Fiir die Drucklegung der Preisarbeit sorgt die Gesellschaft. 

Bedingungen fiir die Bewerbung zu den Preisaufgaben: 

Die ohne Namensangabe einzureicherden Bewerbungsschriften sind in 
deutscher oder lateinischer Sprache zu verfassen, miissen deutlich, wenn 
méglich mit der Schreibmaschine, einseitig beschrieben, mit Seitenzahlen 
sowie mit einem Kennwort versehen und von einem versiegelten Umschlag 
begleitet sein, der auf der AuBenseite das Kennwort der Arbeit trigt und in- 
wendig den Namen und die Anschrift des Verfassers angibt. Jede Bewerbungs- 
schrift mu8 auf dem Titelblatt die Angabe einer Anschrift enthalten, an die 
die Arbeit fiir den Fall zuriickzusenden ist, daB sie nicht preiswiirdig befunden 
wird. Die Kinsendungen sind an den Archivar der Fiirstlich Jablonowskischen 
Gesellschaft der Wissenschaften, Universitd:s-Bibliothek, Leipzig C 1, Beethoven- 
straBe6, zu richten. Die Ergebnisse der Priifung der eingegangenen Schriften 
werden im Marz des auf die Ablieferungsfrist folgenden Jahres bekanntgemacht. 
Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigentu:a der Gesellschaft. 


Von der 
Gesellschaft fiir ZeitmeBkunde und Uhrentechnik E. V. 


wurden Herrn Direktor Dipl.-Ing. E. Tritschler aus Chemnitz fiir seine 
Arbeit: ,,Stroboskopische Zeitwaage mit ortsverinderlicher Lichtblitzquelle‘ 
und Herrn Vermessungsassessor Dipl.-Ing. E. Miller aus Berlin fiir seine 
Arbeit: ,,Uber die gebriuchlichsten Uhrvergleiche ohne Registrierung fiir 
astronomisch-geoditische Zwecke‘ je ein Preis zuerkannt. 

uskiinfte iiber die alljahrlichen wissenschaftlichen Wettbewerbe der 
Gesellschaft gibt die Gesellschaft fiir ZeitmeBkunde und Uhrentechnik E. V., 


Berlin SW 68, Newenburger StraBe 8 
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